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Vorwort 



Die vorliegende Arbeit über die SMben alyehraischen Operationen 
bildet ein in sich abgcselilussenos Oanxes und soll auf selbst ändigeii 
Werth Anspruch haben. Doch ist sie ausserdem bestimmt, den 
ersteu Band eines ausfuhrliehen Werkes über die Antangsgrüude des 
lein analytischen Theiles der Matlieniatik zu bilden. 

Ein zweiter Band wird die Lehre von den natürlichen ZaJdm 
enthalten, specieller: die wissenschaftliche Begründung der gemeinen 
ArithmetilC; die Elemente der Zahlentheorie, der Combinatorik urfd 
der Groflsenlelire; ein dritter Band soll dann die analyHscJten ZaMen 
behandeln und ein vierter überhaupt die AnaUjsis des Endlichen zum 
Abschluss bringen. 

Von jedem Bunde wini möglichst bald nach dessen Hinausgabe 
in 'demselben Verlag und unter dem Titel „Äbriss der ArithmeHk und 
AVjchra fwr Schüler** ein kurzer Auszug erscheinen, geeignet um Schü- 
lern in die Hand gegeben zu werden, sobald von dem Unterrichtenden 
auch nur einigermassen die in dem ausführlichem' Werke dargelegten 
Anschauungen gewürdigt werden. 

Zu der erstgenannten Arbeit veranlasste mich zunächst- der Wunsch, 
ein fundamentales Werk hergestellt zu sehen, welches meinen eigenen 
au ein solches gestellten Anforderungen nacli Möglichkeit gumigte. 

In der Hauptsache kann ich diese Anforderungen dahin zusammen- 
fassen. 

1) Erstlich kam es mir darauf an, die thunlirhstc Vollsf<in((i(/keU 
und Vielseitigkeit zu erzielen. Sie zu erreicliL'ii war nur dadurch mög- 
lich, dass ich mich jederzeit auf ein enges Gebiet beschränkte, somit 
das alte ,,nüü luulta sed luultum" iu Acht nahm. 

Auf den einzelnen (lebieten habe ich dami die einschlägige Lite- 
ratur in grossem Umfange berücksichtigt und ^^rd nuui schwerlich 
etwas bedeutendes von mir übersehen finden. Unten folgt ein Ver- 
zeichniss derjenigen Werke, deren Studium mir bei dem (»anzen — 
soweit ich es jetzt schon anzugeben vermag — iu hervorragendem 
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Grade förderlich gewesen ist. Auf diese^. Verzeichniss ist im Texte 
bei den Oitaten mit (1. c.) fortwahrend hingewiesen; anch habe ich 
bisweilen — an einigen wenigen hierdurch noch einmal besonders 
hervorgehobenen Stellen — eine Untersuclhing beinahe wörtlich re- 
prodticirt, wenn. mir deren Darstellung nicht abanderungsbedfirftig 
erschien. 

Der kundige Leser wird gleichwohl in dem dargebotenen mehr 
als ein blosses Sammelwerk erblicken und nicht qjir fiberall den Spu- 
ren einer selbstthatigen Denkarbeit begegnen, sondern auch — in An- 
betracht einer schon so vielfach behandelten Materie — vielleicht doch 
nicht wenige neue Untersuchungen und dem Verfasser eigenthümliche 
Betrachtungsweisen vorfinden. Ich begnü-^^e mich hier, den zweiten 
Abschnitt des dritten und des vierten Kiipitels sowie den grösseren 
Tlieil der Eiiili'iiung und des Aiiliaii«>;es als Heispiele von solchen Par- 
tieen aus diesem ersten Bande hervorzulieben, bei denen es mir oblag, 
sie last ohne Aiikiiüpfuiigspunkte erstmalig zu entwerfen. 

Die neuen Betrachtungen, welclie mir nöthig erschienen, nebst 
dem besten, was ich als schon geleistet vorfand, habe ich nun ge- 
strebt zu einem einzigen Gusse zu verschmelzen. 

In die Forderujig der Vollständigkeit schliesse ich noch die ein, 
dass überall die verschiedeneu zu (Jeijot stehenden Methoden kritisch 
gesichtet, uiul dass überhaupt die didaktischen nicht minder wie die 
vrissenschaftiicheu Interessen berücksichtigt werden. 

2) Pernet schien es mir wünschenswerth, in Hinsicht auf Gründ- 
lichkeit dem sich fortwährend steigernden Bedürfnisse Rechnung zu 
tragen und — wenn auch ohne Pedanterie in der Form — vielfach 
grossere Strenge anzuwenden. Vor allem war ich auf eine consequent 
durchgeführte Unterscheidung zwischen zwingenden ChOnden und Be^ 
weggründen bedacht. Die letzteren, die bisher ungebfihrlich vernach- 
lässigt zu werden scheinen, suchte ich mehr in den Vordergrund za 
stellen. — Auf dem Gebiete der formalen Algebra werden die aus den 
verschiedenen Fundamentalvoraussetzungen fliessendeu Schlussfolgerun- 
gen auch gesondert zur Anschauung gebracht und so eine exacte Theorie 
der vieldeutigen Operationen und Ausdrücke angebahnt. 

3) Ein Hauptgewicht habe ich endlich auf eine bessere Anordnung 
des Materials gelegt. Ich glaube, dass die nachfolgend durchgeführte 
Anordnung; ungeachtet der Reichhaltigkeit des Stoffes, die schärfste 
Gliederung des Ganzen zulässt, sodass das Gebäude im Verein mit 
einem festen iniiere^j Zusammenhang aller Theile eine ausgezeichnete 
Durchsichtigkeit und Phinmässigkoit erhält. 

Das Pii>>licuni. welches mir bei Aljfassuug des Buches vorschwebte, ist — 
wie scbou aus der Auitichrift zu ersehen — kein durchaus einheitUdies. Um viel- 
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mehr einem möglichst ausgedehnten Leserkreis das Buch dienstbar zu machen, 
war ich einerseits darauf bedacht, überall nur mit Betrachtungen der elementar- 
sten Natur zu beginnen, doch andrerseits auch bestrebt, die Untertiuchungeu dann 
go weit als tbunlioh in die Höhe zu führen und so gewissermassen mit dem Leser 
ans dem Niveau des Anftsgers bie in dasjenige des Fatdunannes emporsnsteigen. 

Am meisten hatte ich dabei immerbin den jetugen oder künftigen Xdbrer 
der Mathematik im Aoge. 80 entspringt die einigMl Betrachtungen gewidmete 
Ausführlichkeit weniger aus dem Bestreben nur dem Vcrbtilndniss des dabei 
vorausgesetzten Lesers näher zu treten, als dass sie vielmehr bezweckt, die Auf- 
merksamkeit dessenifii auf allen den Punkten verweilen zu machen, welche beim 
Unterricht berücksichtigt werden müssen. Aut den Verbalausdruck des grössten 
Tbeiles der Sfttse würde ich haben venicfaten tönnen, wenn ich nicht aus Erfah- 
rung wfisste, wie mannigfach an nnsem BUdmigsanstalten dieselben oft ver- 
unstaltet werden. — Jedenfalls aber, wenn ich auch selbst dem akademischen 
Lehrer werthvolles zu bieten hott'e, habe ich doch nicht für diesen allein geschrieben, 
und muRs ich erwarten, dass jeder Tlieil des Publieunis geneigt sei anzuerkennen, 
dass ich genöthigt war zu »i^unsten des andern einige Concessionen zu machen. 

Bei der erzielten t'ebersichtlichkeit und den häufig angebrachten Beuach- 
richtigungeu glaube ich in der That, dass es fOr jedermann leicht sein werde, 
sich das ihm passende heranszusuchen. 

Ich habe mich ferner über Zweck uud Gebrauch der für die Schüler 
bestimmten Heße auszusprechen. 

Dieselben sollen — möglichst billigen Preises und in gedrängter Form nur 
das nfithigste enthaltend — das Dictiren sowohl als die Anschaffung eines eigent- 
lichen Lehrbuches ersparen. Die oben erwähnte Gliederung — hier noch ge- 
hoben durch die Sonderuug in einzelne Hefte und den Wegfall zahlreicher Varian- 
ten — soll bewirken, dass der Lehrer gewissermassen selbst die Karten ansehen 
kann. In der That meine ich, dass es aof diese Weise sich am besten hinbringen 
lässt, mit dem Gebraooh eines nicht selbstver&ssten Ldixmittels die Geltend» 
niacfaung eigener Individaalititt und Gesehmacksridttung zu vereinen. 

Noch mehr aber mOehte eine solche (bewegliche) Gliederung sich dadurch 
empfehlen, dass sie es ermöglicht, die keineswegs definitive oder über alle Ver- 
vollkommnung erhabene Vertheilung des niathematisi hen Lehrstoffes, wie sie an 
den deutschen sog. „höheren Schulen" üblich und^theihveise durch Verordnungen 
sauctionirt ist, nach und nach Verbesserungen entgegenzuführen. Natürlich bin 
ich der Ansicht, dass die nächsten Fortschritte hinsichtlidi einer rationelleren 
Vertheilung des mathematischen Unterriehtspensums darin bestehen miisstra» dass 
in vielen Punkten eine Annäherung an den hier eingehaltenen Lehrgang erzielt 
wflrde. Dieser Gang ist allerdings zunächst mehr einer wissenschaftlichen als 
einer pädagogischen Tendenz entsprungen. Das nach rein wissenschaftlichen Ge- 
8ichtt»puukteu eingetheilto Gebiet wird aber mit Leichtigkeit, wo pädagogische 
Rückoichten dies erheischen, frei nach allen Seiten durchwandert werden können. 
Ueberhaupt soll ja ein derartiger Leitfaden nicht als ein Gängelband für den 
Schfiler dienen, an das derselbe sich jederzeit ängstlich anzaklammern hätte, son^ 
dem ist derselbe nur bestimmt die Anhaltspunkte sn bieten, an welche sidh das 
in der Hauptsache durch reichliche Einübung und praktische Anwendung erst 
mühsam zu festigende Erkenntnissmaterial logisch anreihen und zu einem har- 
monischen Ganzen übersichtlich gruppiren sollte. In welchen Punkten nun jene 
Annäherung sich zunächst erreichen uud wo sie mit den verordnungsmässigen 
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Vorschriften sich am besten in Einklang bringen liesse, viitd ein jeder am besten 
selbst aasfindig machen, doch sollen auch die Yerlagsberiofate darfiber noch näheres 
«ithalten. 

Die im Text ängeffilirteu Beispiele sind nur bestimmt cor Ver^ 
anscbaulichoiig und fSrläuterong von solchen üeberlegungen, die sonst 
▼ielleiclit zn abstract erscheinen würden. Von Ufinmgsbeispidm ist 
in dem Lehrbuch sowohl als in den ftlr die Schiller bestimmten Heften 
Umgang genommeu^ jedoch ist bei den letzteren auf die besten neueren 
Aufgabensammlungen verwiesen. 

In Bezug auf dieses Lehrbuch habe ich noch zu erwähnen ^ das« 
ich bei der Vollendung desselben von Herrn Professor Lüroth in 
Karlsrulle durch manchej] niU/liclieu Wink freundschaftlich unterstützt 
wurde und au« dem Interesse, mit welchem derselbe meine Arbeit ver- 
folgtC; grosse Erniuthigung geschüplt habe. 

Für die Ausstattung und meisterhafte Bewältigung der nicht ge- 
wöhnlichen SchwierigJteiten des Druckes bin ich dem Verleger zu 
Danke verpflichtet. • * 

Baden-Baden, im September 1873. 

Ernst Sekröder. 
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Erstes Kapitel« 

Einleitung. 

I. Die mathematiMlLen WissensobaftoE. 

1. 

Zu den fmtitematiiichen Wissenschaften i»flegi man bekanntlich 
Diseiplinen von zweierlei Art zu zahlen. Die Diaeiplinen der einen 
Art besitzen schon von anbeginn einen rein speculativen Charakter. 
Dagegen waren die anderen ursprünglich Beobachtungswissenschaften, 
und sind — nach der Ausdrucksweise moderner Philosophen — erst 
aus dem inductiven in das deductive Stl(dium übergetreten; es handelt 
sich auch bei diesen jetzt nicht mehr um die Gonstatirung yon Er- 
fabrungsgrundlagüii , auf denen das Gebäude ihrer Schlussfolgeruugeu 
zu errichten wäre, sondern nur noch darum , dies Gebäude weiter 
aufzuführen.. 

Die Diseiplinen der letzteren Art, zu welchen die Geometrie, die 
Mechanik, die theorische Astronomie und noch andere mit dem gleichen 
Rechte geliöroii, lassen sich unter dem Namen der anfjrn'anilfrii Mdfhc- \ 
matik zusamujüuiaääen uud mögen auch alis Tlieile der i'hjäik betrachtet 
werden. 

Ihnen steht die }'cinc Mdllicmaiilc gegenüber, welche die meisten 
Diseiplinen der erstere?i Art urnfasst und von der die Xaiiieii ArH/n)i('fil', 
Ahjchrüj Analysiüf InlinUesimalcakul, FunvtiomtUhcoric hervorragende 
branchen bezeichnen. 

►Sie bildet eben dasjenige Gebiet, in welches das gegenwärtige 
Lehrbuch den Leser, wenigstens ein k5tiick weit, einzuführen beabsich- 
tigt. Es ist daher zunächst eine Feststellung ihres Begriffes ert'order« 
lieh — und zwar dies um so mehr, als die herkömmliche Definition 
heutzutage einer Abänderung bedürftig erscheint. 

Nach der herkömmlichen Definition wird in der That die reine 
Mathematik als allgemeine Grvsscnichrc aufgefasst — eine Auffassung, 
die am deutlichsten in dem ziur Zeit des Mittelalters gebrauchlichen 
Namen Coss sich ausprägte, der, von dem italienischen cosa causa, 

Sobröder, Lehrbucli 4. ArUhm. v. Algebra. I, 1 
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chose, Has Hing, di*' Grösse) aV)»reIeitet . fliV Hamaligo Biichstaben- 
rechuuiig hozeichuete. Es liegen jedorl) nun mannigfache Gründe 
vor, liicvon abzugehen, und müssen wir der folgenden Erkliirujig den 
Vorzug gehen : 

Die (reinr) Maflinntiflk i.if dir Lfkre von rirn /ahhn. 

Dieselbe ist liierniit von n<'uem durch ihren (j» f/iitsfnnä charak- 
t»')isirf. Wenn andrerseits zum Tlieil aueli die Grundliigen oder J'^orans- 
sf'fzintfff'i) , der ZicerJc und die Methode der Mathematik nicht niiud>^r 
charakteristisch für dieselbe sind, so gehe ich iU)er letztere doch hier 
hinweg, um au geeigneterer iStelle darauf zurückzukommen. — 

n. Die Zahlen im allgemeinei. 

Der Begriff der Zahl, welche, wie ,oben gesagt, das Object der 
Mathematik bildet, erfährt in dieser selbst eine fortschreitende und 
noch nicht abgeschlossene Erweiterung oder £ntwickelnng. 

Schon die elementare Algebra fahrt nach der Reihe verschiedene 
Arten von Zahlen ein: natürluAe, negative^ gebrochene, irraHmdle und 
laterale. 

In neuerer Zeit sind auch vielfach die hypercomplexen Zahlen be- 
handelt worden, unter welchen sich die aUemirenden Zahlen und Qua- 
temionen schon eine grössere Bedeutung erworben haben, und nichts 
steht auch der Einführuug noch anderer Zahlen*) im Wege, es sei 
denn der Umstand, dass ihre Anerkennung durch Darlegung ihrer 
Zweckmässigkeit mitunter erst erstritten werden müsste. 

Wegen dieser noch ziemlich un))eschränkten Bildungsfiihigkeit des 
Zahlbegrift'es emptiehlt es sich — wie mau jnichträglich als gerecht- 
fertigt anerkennen wird — nicht, eine andere als iiur eine vorläufige 
Definition desselben zu geben. 

Die Zahl (numerus, dQtf>^6g) ist jfMionfalls ein willkürlich von 
uns geschatlenes Zeiehf ii, welches als Mittel dient, um sehr manuig- 
faltige Zwecke zu erreichen. 

Nicht nur sind diese Zwei.-ke HC'hwpr unter «miipii ^t'Mieiiisani<'n (ieHichtsjmnkt 
zu bringen, sondern /.um Vorstiluduiss durselbeu ist noch oWendreiu meist ein 
soldier Orad mathematiacher Bildung erforderUch, daes für eiu Lehrbuch dieses 
allein schon Orond geung wftre, im voraus keine erschöpfende Definition der Zahl 
SU versadien. 



*) Von Kammer sind t. B. die ideaien PrimgaMm eingefSlirt (Grelle 's 
Journal, Bd. 86, p. 319 u. a. a. 0.)i man vergleiche ferner die Gradzahlen, fiber 
welche Tbomae geschrieben (AVnisä einer Theorie der complezen Fonctionen, 
pag. 40), sowie die complexen Zahlen von Galois, Kirkmann n. A. 
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Ein solches Zeichen ist mitunter sehr verschiedenartip-er, mitunter 
gar keiner Bedeutung fähig oder doch theilhaftig. Man unterwirft 
dasselbe willkürlich soviel Gesetzen als nothwendig und hinreichend 
sind zur Bestimmung der Eigenschaften desselben, um sodann durch 
Schiusafolgerungen diese übrigen Eigenschaften daraus abzuleiteD. 

Von den Zdhlens^mbolen oder Zahlen bleiben noch die Rechen- 
zeichen oder OperaHonssyfkbole zu unterscheiden, welche ursprünglich 
nicht für sich, sondern nur zur VerknUpfung der ersteren verwendet 
werden. 

Entsprechend dem Entwickelungsgange, den die Wissenschaft selbst 

genommen hat, werde ich also den. Begriff der Zahl nur stiifruwcise 

ausbilden, und gehe ich aus von der Bctraclitung der einfachsten Art 

von Zahlen, deren Wesen am leichtesten zu begreifen ist. Dies sind 

die sogenannten nafürUrhen Zahlen, welche auch, im Gegensatz zu 

den übrigen, ganze imsitive Zahlen genannt werden. 

"Wie einfach übrigens die Natnr dieser Xuhlen auch sein mag, so begegnet 
doch die wissfnschattliche i^esprcLhunt,' dortclhon - wie es ü^erade bt'i eolchon 
Dingen, die unbewuößt fchou jeüermauu geläutig aiud, anerkannturmassen zu ge- 
schehen pflegt — sehr eigeuthfimlichen and nicht nnerbeblichen Schwierigkeiten. 
Man ist deshalb gewöhnlich bemCIht, so rasch als mOglich über sie hinwegnikom- 
raen und sehent sich auf das ängstlichste, an das Grenxgebiet der Philosophie 
KU streifen. Es wird dagegen der Versach « die Untersuchungen ein wenig mehr, 
als fiblich ist, sa vertiefen, auch nicht ganz ungerechtfertigt erscheinen. 

III. Die natürlichen Zahlen insbesondore. 

S.- Bedingongeii der SSUillMurkeit* 

Die Anforderung, Dinge zu zählen, kann vernünftigerweise nur 
gestellt werden, wo solche Gegenstände vorliegen, welche deutlich von 
einander unterscheidbar, zum Beispiel räumlich oder zeitlich von ein- 
ander getrennt oder gegeneinander abgegrenzt erscheinen. 

So iSsst sidi — um ein Paar Beispiele ansuführen — die Anzahl der in einer 
Metallgiesserei aaf einmal gegossenen Stftcke erst ermessen, nachdem sie ansein- 
andergcschlagen sind, und ebensowenig könnten auch die Sprengstiicke eines 
Hohlgeschosses gezählt werden, ehe dasselbe rrepirt, int, DesgU'iehen, wenn man 
auf einer physiseli-geographiöclu'n , auf einer Idossen Fhiss- und (iel»ir^tjkarie die, 
Anxahl der uebeueiuauUer bestehendeu Staaten crkenueu wuUtu, so müsiteu iuvor 
die Grenzen dieser Staaten mittelst Farben gegeneinander abgehoben and, kurz 
gesagt, die Karte* zu einer politischen gemacht werden etc. Somit steht in der 
That der Satz fest: 

Wcfem wir ßhig sein scflen, Dinge mu Bahlen , so mOssm diese 

in unsrer VankÜung (durch ein Merkmal) voneinander geschieden sein; 

es müssen — in der Sprache der Logikbttcher di^mcte Dinge sein» 

1* 
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Als eine nahezu selbKiversiändliche Voraussetzung des Zählens 
muss ferner die angesehen werden , dass dir Zä!?l<»})irM In sowohl in 
ihrer Gesammtheit g^eben, als auch dass sie individuell bestimmte seien, 
d. h. man niuss wissen, tvns eigentlich gezählt wcnlpti soll. 

Bei der Zinuntliuiv^ i. ]>., Geld /u /ählen, wird doch jedcrmaon erat fragen 
müssen, wo1«1ioh <«cld diimit ir*'iiiciiit sei? 

Natürlich müssen die /.u /ähk-nde«! Objucte der Butrachtuug durch 
dea Zählenden auch zuyiüifjllch sein, etc. 

Wenn die Objecte gleichzeitig gedacht werdeu, so entsteht die 
Vorstellung Ton einer Menge (quauiitas); nimmt man dagegen die 
Vorstellungen dieser Objecte nacheinander ausgebildet an, wodurch 
dieselben eine bestimmte Ordnung oder Aufeinanderfolge (Succession) 
erhalten, so bezeichnet man die Menge vorzugsweise gern aln eine 
Bethc (series). Wegen der freien Wahl, die man jederzeit zwischen 
beiderlei Vorstellungsweiseu hat, kommt es flbrigens nicht sehr darauf 
an, dasB diese Unterscheidung strenge festgehalten werde. 

4. f eranlasseaile Unstlnde* 

Zum Zähion von Dingen werden wir uns jedoch jiur insofern 
veranlasst rülilcii, als dieselben irgend etwas ffi tm iasffjvrs haben, etwas, 
wodurch sie sicli uns in gleicher Wois(» als Olijceie des Zähleus dar- 
bieten oder eni[)tehlen. I>as genieiiisanie braucht nicht gerade in den 
Dingen selbst /u liegen; es mag in einer zufälligen IJeziehung dieser 
Dinge y.u uns bestehen, zulnlge deren sie sich uns nacheinandrr oiler 
nebeneinaiuler als Vorstellungseleniente auidrängen. Wir zidilen die 
Diuge nur insofern, als sie uns zu einem Zweck, den wir gerade im 
Auge haben, für ykich gelten können, oder: 

Nur wenn sirk Dimjc gleichen — in üinsicht eines iMerkmals, auf 
welches unsre Aufmerksamkeit besonders gerichtet ist — tvird die 
frage nach ihrer Anzahl cnlstrlicn. Dann aber, sobald die Dinge, nur 
unter irgend eineiu Gesichtspunkt einander ähnlich ers>}heinen, kann 
diese Frage auch jedesmal aufgeworfen werden. 

Auf der f^rossen All*;enieinheit der vovKtebendeil Brun rkungen beruht die 
iinbpsolireibliLli ^roHSC Aii?<lt'l)niniii der AiiwrnflMn<;''n . wt-lt lir vmü den '/.ilden 
und ihrer Leine, der Arilliine<ik , {,'<'iii.e lit weril- n Kruiin ii, und niag in ilieser 
Beziehung der AuBsiiriKli M elanc Ii t Ii un 8 hier eine iStrUe linden: „Mihi, .si 
linguae sint centnm, oraque centum, uon posäcin cnuuierare, quam multiB in rebiiu 
usus Bit unmeroratD" (dessen Vorrede zur Aritbinetica integra von Michael Stifel;. 

Umgekehrt auch: Sobald man Dvnge sähU, werden diese dabei ah 
gleich angeseften. 

Es lassen sich in der That stets Beziehungen angeben, in welchen 
etwa die Gegenstande, die gezahlt werden sollen, eine Aehnlichkeit 
haben und zugleich sich von allen nicht mitzuzählenden Dingen unter- 
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scheicieji; gewülinlich siiitl dieselben geradezu durch eine ihnen ge- 
meinsame Eigenschaft charukterisirt. Wenn z. H. sehr verschieden- 
artige Gegenstände als ,,8tiicke'' gezühlt werden, su ist es wenigstens 
die Eigenschaft, Individuen /u sein von unzweifelhafter Begrenzung, 
welche sich innerhalb eines bestinnnten Kaum- und Zoitgebietes vor- 
hnden. Die (J egonstände können allerdings auch gewissermassen fahel- 
larisch als Objecte des Zäblens gegeben sein, d. h. sie können lediglich 
durch unsre Willkür zu solchen gestempelt werden; eben darin aber 
(genauer nuch : in der Veranlassung dazu) wird alsdann die ihnen vin- 
tlicirte Aehnlichkeit bestehen. 

Wegen dieser also den Objecteu der Zählung zugeschriebenen 
Gleichheit macht sich das Bedürfioiss geltend^ sie aueh mit einem über- 
einstimmenden Namen allgemein zu benennen. 

Jedes der mu xöSdenden Dinge wird eine Einheit genannt. 

Von dem Begriff der Einheit können wir also uns erheben zu 
dem Begriff der Menge, indem wir die Vorstellungen von mehreren 
Einheiten in Gedanken verbinden (genauer: die Vorstellung einer Ein- 
heit mit derjenigen einer andern und der einer dritten Eiinheit u. s. w.) 
— wie wir auch umgekehrt von diesem Begriff zu jenem herabsteigen 
können y indem wir au einer Mannigfaltigkeit gleichartige Theile (als 
Einheiten) unterscheiden. 

Die Yeranlaniuig dasu, Dinge, welche uns fQr gleich gelten, als Einheiten 
sa zählen, liegt des ferneren hanptiAchlich noch in den Zweekm^ denen die Zahl 
zu dienen vermag* Letstere werden sich jedoch erst da ein voll händig ülier^elieu 
lassen, wenn wir uns über die ZusammensetsnDg der Zahl selhBt hinreichend ver-' 
ständigt haben. 

5« Entstehung oder Bildnni^weise der natürlichen Zahl. * 

(Im nun ein Zeichen zu erhalten, welches fähig ist auszudrückeni 
wie viele jeuer Einheiten vorhanden sind^ richtet man die Aufmerksam- 
keit der Reihe nach ein mal auf eine jede derselben und bildet sie mit 
einem Strich: 1 (eine Eins, ein Einer) ab; diese Einer setzt man in eine 
Zeile nebeneinander, verbindet sie jedoch unter sich durch das Zeichen 
-|- iphts), da sonst zum Beispiel III nach der gewöhnlichen Zahlen- 
bezeichnung als einhundertundelf gelesen würde. Man erhält auf diese 
Weise ein Zeichen wie: 

1 + 1 + 1 + 1 4- 1, 

dessen Zusammensei/ung man dadurch hcsclircihcn kann, dass man sagt: 
Ju)}«: nainrUclir Zu Iii isl ciiu' Suminr ron Ei)ian. 
Insofern os uianclmia! erlauljt sein wird, sich unter den Einern die zu zäb- 

leiideu Gegeuatäude selbst vorzustellen, kann uian auch sagen: Die ZaIU ist eine 

üuinnut «on JUMbsAte». Yevg^eiebe biesu die Paragraphen fiber die tunmmim 

Zahlen im aweiten Bande. 
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Wie wir eben 'gesehen haben, ist die Zahl gewiesermassen eine 
Abbildung *) der zu zählenden Dinge. Während aber die Gegeusü^de 
der K5rperwelt von dem Bildhauer abgebildet werden hinsichtlich ihrer 
Hiutnlichen Ausdehnung und Begrenzung (Gestalt), während sie von 

dem Maler, Photographen , Zeichner abgebildet werden hinsichtlich 
ihrer Fiirbeuerscheiiiung, res^. Licht- und Schattenparthieen oder Cou- 
toureu, bildet der Arithmetiker die Einheiten nur noch hinsichtlich 
ihrer IHii(fif/l.c/( ub. 

Die natärlidie ZaIU ist eine Abbildung der Einheüm in Hinsk^t 
ihrer HaupgkeU, 

Aus dem vorstehendeu läeat sich neb< nl/ci schon auf die Wichtigkeit der 
Zahleu ein 8clilus!8 ziehen, wenn iiuiii lietli nkt, <l.is8 ja die Wisöeuöchalt ülier 
haupt nur den Zwt'ck h.it. Aar Kcnntiii^.s der W'aliiheit /.u tühren, da» ht-iss^t uusie 
VorbtelluDg von den Diugeu zu einem getreuvu Abbild ihres Weseu«^ zu maclieu, 
wodurdi wir auch wiedOTom die Mi^l erlangen kOnnen, die Wirklichkeit nach 
onsern Absichten va gestalten. 

Nicht zu ubersehen ist auch der Contrast. in welchem die letztgenannte Art 
von Abbildung zu don vorhergehenden steht. Es ist klar, dass unter den genann- 
ten der Aritlimetiker am ireniffsfni von don Dingen abbildet — so wenijjr, da^s 
wenn nian das eine auch noch wegliesse , gar uidits mehr übrig bleiben w iiitle. 
Bei dem Abbilduugsvertahron daa Zählenä ist daher die Abstraction die grüüate, 
and mois dieses somit eiuerseits die grOsste YereinfachuDg der Vorstellungeu nach 
sich stehen, andrerseits aber wird deshalb auch die Anwendbarkeit dieses Abbil- 
dnngsverfiüirens eine weitergehende sein: das Gebiet des sfthlbaren ist viel um- 
fassender ab s. B. dasjenige des plastisch darstellbaren. 

4K* IHe Benennung der ZahL 

Ks niuss iHuuiiohr noch die Frage veiitilirt werden . wa.s unter 
der so geiiaiiiiten Hihiflgheit {VldhcU, Anzahl) eiiie.s DiiM^^.s zu ver- 
stehen sei, soweit wenigstens, als dieser Begrili' nur fähig lät, erklärt 
zu werden. 

In diü.ser Beziehung ist zunächst hervurzuheben, dass wenn über- 
haupt von der Häufigkeit eines Dinges soll gesprochen werden können, 
der Name dieses Dinges stets ein GaUungsname^ ein aügetneines He- 
griff'stimi (notio communis)' sein muss. 

Sobald man nämlich einen Gegenstand vollständig — mit allen seinen Eigen- 
Bchatten und Beziehungen — in s Auge fasst, so wird derselbe einzig in der Welt 
dastehen und seines gleichen nicht weiter haben. Der Name des Gegenstandes 
wird alsdann den Charakter eines Eigennamens (uomeu proprium) tragen und 
kann der Gegenstand nicht als ein wiederholt yorkommcüder gedacht w^den. 
Dieses gilt aber nicht allein von eoncreten Gegenstftnden, es gilt überhaupt von 
einem jeden Dinge, mag dessen Voratellnng auch durch AbstraeUonen sn Stande 



*} Dieae ausäerordentlich sutreffende und lichtvolle Qnaliflcatien der Zahl 
verdanke ich Herrn Prof. Hesse. 
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kommen, woferae uur ciie»e Vorstellung »uklie Klumeute iu sich schlieett^ welche 
genügen, das betrefEmde Ding su einem vSOig ht^mmten ra machoi. So ivird 
X. B. dM Oewiebt oder das Volum eines sa bestimmter Zeit an emem bestimmten 
Ort befindlichen Körpers nicht Otgeet der Zählung werden kOnnen. Dm letztere 
wird bei einem Dinge eist iueofern müt^lich, aU man VCD einigen ihm eigenthüm- 
lichen Merkniiiltu und Beziehun«?en , durch die im Einzelnen oder im CJosammt 
verbiindej es sich \on allen andern f>in«;en unterscheidet , dahei absieht oder ab- 
strahirt, wodurch deuu erat der Marne des Diuget> lu einem auf mehrere Dinge 
anwendbaren Begriffe wird. 

Jener Gattungsname oder Begriff wird die Benennung der auf die 
angegebene Weise gebildeten ZaU genannt und macht das Wesen 
ihrer Einheit aus. 

Wenn z. B. die in einer Rolle befindliohMi ThalerstScke gezählt' werden, 
nud man findet, dass deren nenn vorhanden sind, so bildet der Begriff des in 
jeuer Rolle vorhandenen Tbalerstückes die Benennung der Zahl neun. 

Die Benennung einer Zahl ist also stets das Ergebniss einer Ab- 
straction; sie ist ein allgemeiner Begriff , der verschiedene Bestim- 
mungsweisen Eul88st"*) und zwar ist dieser Begriff fihergeordnet den 
sammtlichen zu zahlenden Dingen, von welchen er die ihnen aus- 
schliesslich gemeinsamen Merkmale (durch die sie eben als Objecte 
des Zihlens charakterisirt werden) in sich vereinigt und von den 
Obrigen Merkmalen diejenigen als unwesentliche ausschliesst , die zur 
gegenseitigen Unterscheidung oder Individualisirung derselhen dienen. 

7. Begriff der Tlelheit. 

Im übrigen ist die Hnufujl'eii eines Dinges ein relativer Be- 
griff, der isolirt sich nicht definireu lässt. Dagegen ist ein Mittel 
anzugeben, um über diese Häufigkeit bei veischiedenen Dingen zu ent- 
scheiden, oder zweierlei Dinge hinsichtlich ihrer Anzahl zu inyleichen. 

Will man irgend etwas mit etwa« anderem vergleichen , ao muaa man be- 
kanntlich die beiden Vergleichsobjecte in ein gewisses Verhältniss zueinander setsen. 
Man muss etwa (wie es s. B. beim Yei^leichen von Oewiohtmi der Fall ist) die 
0inge aufeinander oder beide auf mn drittes in einer besümmten Weise einwirken 
lassen und so die Ol'joi to d* r Yer^leichnng erst in gewisse Umstftnde versetzen, 
unter denen s^ie schliesslich der Kinwirktinf^' auf nnsere Sinne ausgesetzt werden, 
wodurch die Entscheidung dann unmittelbar uiisrcr Empfindung anheimgegeben ist. 
Doch kann in einfachen Fällen auch unare Erinnerung von den Dingen statt ihrer 
selbst genommen werden, wofern dieselbe nur als eine biureicbend treue äuge- 
sehen werden darf, und es braucht alsdann nur eine gewisse Gedankenverbindung 
zwischen den Vorstellnngen der Dinge hergestellt xn werden. Die Art und Weise 
jener wirklichen oder dieser gedachten V«rbindang bestimmt die fägensohaft, 
hinsichtlich deren die Dinge eben verglichen wertb-n sollen. 

Wenn nun zweierlei Dinge hiuaichtlich iiirer Hiiutigkeit uder, besser ge- 
sagt, swei Mengen von Dingen hiu&ichtlieb der Anzahl der iu ihnen enthaltenen 

*) Ausdruckswreise Riemann*8 (of. „Ueber die Hypothesen, welche der Geo- 
metrie XU Grunde liegen**, Güttingen 1867, p* 8). 



Digitized by Google 



8 



Eniet,KapiteL 



Einheiten vergliclioii wenleu sollen, so ist die zwischen ilinen herzustellende 
Verliinduiit,' wohl die allgemeinste, die sieli denken littst. Es scheint dies in der 
That dann der Fall zu sein, wenn über die Art und Weise derselben uichta weiter 
festgesetst wird, ah da« sie eine Hndeuiiye sei, dass xiKmIidi unsweideutig swi- 
sehen einer jeden Einheit der einen Menge und immer nur einer Einheit der 
andern Menge, überhaupt eine Verbindung — welcher Art sie auch sein möge — 
festgelegt, R die eine Einheit durch eine blosse Gedankenverbindung der an- 
dern sngeordnet werde. 

Verschiedenartige Gegenstände, z. B. Aepfel und Nüsse, sind in 
gleicher Ansiahl vorhanden, wenn man durch fortgesetztes Verknüpfen, 
etwa 'Nebeneinanderlegen, von jedesmal einem Apfel und einer Nuss 
zuletzt weder Aepfel noeh Nüsse übrig behält. In der That ist dies 
die einzige Möglichkeit, es unmittelbar ad oculos zu demonstriren, 
dass jene Mengen gleich sind, so z. B. auch zu beweisen, dass an der 
rechten Hand sich ebenso viele Finger befinden, als an der linken, 
oder Shnfa'ehes mehr. 

Allgemein gesprochen *): 

Woin CS nwqlich ist, nm Dinyni einer Art ein jedes einzeln sy) 
zu vcrhiiipfen mit einem Dinge von andrer Art, doss weder von dtf 
einen noch von der andern Art J)inf/e iihriy bleiben, so saym wir: dir 
Dinge der einen Art sind in derselben Anzahl vorhanden, als die der 
andern Art. 

Wenn aber, sobald das obige Verfahren des Nebeneinanderlegena 

oder jener VerknÜpfungsprocess nicht weiter fortgesetzt werden kann, 

indem sich von der einen Art keine Dinge mehr vorfinden, noch Dinge 

der andern Art unverknüpft geblieben sind, so heissen die letzteren • 

zdhlreicker als die ersteren und ihre Anzahl wird dann beiderseits eine 

verschiedene sein müssen (cf. Nummer 14.). 

Denkbar ist auch noch dei: Fall, dass jener Process der paar weisen Ver- 
knüpfung oder ideellen Association von beiderlei Einheiten ohne Ende fortgesetzt 
werden kann. Alsdann heisst die Amahl von beiderlei Gegenständen eine waibe- 
grenzte und niuss die Frage nach der Oleicfaheit der beiden Anzahlen vorerst 
unentschieden gelassen werden. 

Noch einmal in etwas andrer Ausdrucksweise lautet die obige 
Definition : 

Von ewei Mengen soü gesagt werden, dass sie gleieJi viele Einheiten 
enthoMen, wenn die Einheiten der einen Menge skk denen der andern 
Menge, ohne dass ein Best bleibt, emsein 0ugesdlen lassen. 



*) Der vorliegende Band war schon grOsstentbeils geechiieben, als mir die in 

diesem Jahre erschienene Programnuibhandlong von Ernst Kossak: „Die Ele- 
mente der Aritlinietik", Berlin, zu Gesicht kam, aus deren kurzen Andeutungen, 
p. 10, ieli erhelle, dass Herr Weieratrass iu seinen CoUegien die Zalüengleich- 
beit äbniicb zu deiiuiren pilegt. 
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Dass es überhaupt Dinge gebe, die in gleicher Auzahl vorhanden 
siud, wie z. B. die Einer der beiden Zahlen 1 + 1 und 1 + 1, sowie 
auch, dass es andere Dinge gebe, bei weichen dies nicht der Fall ist, 
muss allerdings als ein Axiom zugegeben werden. Es ist eine That- 
sache, dass wir die £iner der Zahl l + l mit denen der Zahl 1 + 1+1 
nicht ohne liest paarweise in eine feste Gedankenverbindung zu brin- 
gen Termögen, nnd suchen wir den Grund davon nicht in uns selbst, 
sondern nehmen an, dass er in den Dingen ii^e, deren Anzahl in 
Yergleichung gezogen wird. 

8. Die Zahl als Massstab der llilurigkelt« 

In der Regel nun wird wenn zweierlei Objecte hinsichtlich 
ihrer Häufigkeit verglichen werden sollen , nicht oline Schwierigkeit 
sein, die Gegenstande der einen Art mit solchen der andern Art — 
sei 68 in Gedanken, oder in Wirklichkeit — stets so in feste Verbin- 
dung zu bringen, dass nicht irrthttmlich ein schon verknüpfter Gegen- 
stand noch einmal verwendet, oder ein noch unverknüpfter übersehen 
wird. Erscheint es doch oft schon schwierig genug, auch nur die 
Einheiten der einen Art allein zu fiziren! 

Man kann sich aber die Aufgabe wesentlich erleichtem: eben 

dadurch nämlich, dass man als Verknfipfungsniittel zwischen beiderlei 
übjecteu den Kiner, die Zahl «elljst, benützl. 

Verschiedenartige Gegenstüude, wie die ol)igen Aejjfel uml Nüsse, 
werden alsdann in (jleirher Anzahl vorliandeu sein, weiiii man durch 
das vorher beschriebene Zähl- oder Aldtilduugsverlahren bei allen 
beiden die nämliche Summe 1 + 1 + l + • • • von Einern erhält. 
Die Rechtfertigung dieser Behauptung muss wohl in der Psychologie 
gesucht werden, aus der wir hier (als ein Axiom) nur den Satz ent- 
lehnen wollen, dass wenn zwei Dinge oder Ideen von Dingen mit einem 
dritten stetig veriuiüpft sind, sie uns eben dadurch auch miteinander 
stetig verknüpft erscheinen. Wenn übrigens jene Kiuheiten sämmtlich 
ooncrete Gegenstände sind, so kann man in der That sich alsdaim die 
Einerstriche förmlich verlängert und mit ihrem einen Ende an jene 
ersteren, mit dem andern an diese letzteren geknüpft denken — und 
zwar dieses nicht etwa nur in dem Fidle, wo die Einheiten beider 
Gattongen gleichzeitig vorhanden sind, sondern auch in dem Falle, 
wo sie zu verschiedenen Zeiten ezistiren. In fiezug auf den Zeit- 
punkt nämlich, wo der genannte Yerlängeruugsprocess nach einer Seite 
hin vorgenommen oder überhaupt der ganze Eiinenitrich erzeugt werden 
soll, ist vollkommen freie Wahl gelassen; und eben daraus, dass die 
Zahl sicli aus räumlich getrennten Bestandtiieilen zusammensetzt, 
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welche, zu beliebigen Zeitmomenteu erzeugt, die Zeit durchdaueiu, 
erwächst derselben unter a^itlerm aucli die Kraft, gewissermassen die 
Zeit ira Räume — oder auch umgekehrt abzubilden. 

Bedient man sich nun al)er dieser letzteren Methode zur Ver- 
gleichung zweier Vielheiten (der Vermitthin*r <lurcli die Zahl niiin Ii» Ii 
so erlangt man den grossen Vortheil, dass inau es immer Jiur mit 
einer eiuzig'-n Art von gegebenen Objecten auf einmal zu thun hat 
den« die Einer selbst fallen hier offenbar nicht ins Gewicht, da uiau 
ihrer bequemen Erzeugung halber sie stets zur Hand hat, sie als lUs- 
pouibel betrachten kann. 

Dieser Vortheil , den die Anweudung der Zahl als Vermittlerin 
hei der Vergleichung der Uäuügkeit von Dinge» gewährt, ist nebenbei 
gesagt ein ganz ähnlicher, wie der Nutsen des Geldes hei der Yer 
mittel ung des Güteraustausches. 

Wichtiger für uns ist jedoch eine andere Seite im Wesen der 
Zahlen, welche sieb hierbei offenbart. Mau sieht nämlich — woferne 
das Bild gelSu6g ist — dass die Zahl genau die Bolle eines Mass- 
^oies spielt, mit welchem etwa zwei Strecken hinsichtlich ihrer I^nge 
verglichen werden. Statt nämlich su diesem Zwecke die beiden Strecken 
direct aufeinander zu legen und zu constatiren, ob sie sich decken, 
kann man bekanntlich einen Massstah erst an die eine, dann an die 
andere Strecke anlegen. Nach dem gesagten aber erscheint nun unsre 
Zahl in ganz ähnlichem Lichte: 

Die natürUehe ZM äimt als ein Massstab fSi' die HüufigkeU der 
Dinge. 

9. Die Zahl als eine Yorsehrift. 

Hei den bisiierigen Betrachtungen l»in ich vcnersi mit Absicht 
noch etwas einseitig zu werke gegangen. Wir stelHen uns nändicli 
vor, dass die J]inheiten in Wirklichkeit schon vorhanden seien , uml 
uns nur die Aulgabe vorliege, ihre Anzahl zu ermitteln, ohne dass 
uns ein Eiulluss auf diese Anzahl zustünde. 

80 gut jedoch eine Zeichnung oder eine plastische Figur - um 
noch einmal auf uusern früheren Vergleich zurückzukommen - durdi 
Abbildung von etwas schon vorhandenem entstehen konnte, ist es auch 
möglich, dass sie von vornherein in der schöpferischen Phantasie des 
Künstlers ihren Ursprung hatte. Sie kann sogar als Vorlage (jder 
Plan gebraucht werden, resp. für ein erst noch auszuführendes Kunst- 
werk zum Modell bestimmt sein. 

Ebenso nun hraucht auch die Zahl durchaus nicht gerade der 
Wirkliciikeit erst 9uu!%gebildet zu sein; sie kann vielmehr auch als 
eine Vcrschriß dienen^ nach welcher diese noch gestaltet werden sollte. 
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Bei jener ersten Eutstebungsweise werden die Einheiten durch die 
Einer abgebildet und die Zahl aus der Wirklichkeit entnommen, was 

als ein Ahstrahiren der Zahl bezeichnet werden kann. 

Bei diesem zweiten Gebrauche der Zahl aber liandelt es sich 
darum ; die Einer durch Einheiten abzubilden^ d. h. die Zahl zu rea- 
liaircn. 

Die Beziehung zwiychen />V/^/ und übjcd ist, wie uian sieht, eiue 
umkehrbare und beruht eben auf einer gewissen Acluilic/ilrif beider. 

Die '/weite der beiden eiunnder entiiegengfstt'llten Operationen ist namentliclj 
Uiejenig«', durclj welche wir unser durch die erste gewonnenes Wissen tür unsre 
Zwecke zu verwertheu und den gestaltenden Einfluss auf die Wirklichkeit zu üben 
vermOgeii, wie denn anch durch das entsprechende die darstellende oder die bil- 
dende Kunst, welche sonst nur technische Fertigkeiten wftren, erst ihren wahren 
*'harakter als einn freie und scbaffendi' („poetische") Kunst erhalten, sei es nun, 
clas8 sie erfinderisch für Zwecke der Industrie oder dass sie für ästhetische Zwecke 
ausgeübt werden. 

10. Zweck der Zahl überhaupt. 

Wollen wir also eine Zahl nun für alle Fälle ihrem Zwecke nach 
erschöpfend kennzeichnen, so werden wir etwa zu sagen haben: 

Mne natUrhdie Zahl soU ein Zeichen sein, wMtes ausdrückt, wie 
oft ein JHng oZs wiederhoU vorhanden geäaelit wird — mag es nun iu 
Wirklichkeit schon vorhanden oder erst noch ssu bilden sein, oder gar 
nur in der Vorstellung ezistiren. 

Strenge genommen werden bei dem Gtebrauche der Zahl jene zwei 
Hauptgeschäfte de» Abstrahirens und des Bealisirens jedesmal alle 
beide iu AusfOhrung kommen, denn dieselbe ist, wie jedes Zeichen, 
von Hause aus zur Mittheiluug bestimmt — worunter allerdings die 
Mittheilung eines Individuums an sich selbst, die als ein Hilfsmittel 
des Gedächtnisses oft vorkommen mag, mit einzubegreifen ist. Es muss 
daher nothwendig von dem ersten Urheber der Mittheilung die Zahl ' 
durch jenen ersten Process erzeugt worden sein als das Abbild einer 
Mehrheit von in seiner Vorstellung vorhandenen Einheiten, während / 
derjenige, der die Mittheilung mit Verstäudniss empfängt, dann um- 
gekehrt nach dem Vorijüd der Zahl sich die gleiche Vorstellung jener 
Menge von Eiuheiteu ausbilden und damit alao auch jene zweite Uperu- 
tion vollfüliren muss. 

Bis zu dem Grade, in welchem hierbei, wie eben geschildert, die 
zwei gedachten Operationen zur Ausübung kommen — d. h. so lange 
der Ursprung und die Zwecke der Zahl ledit(lich auf den Kreis unsrer 
Vorstellungen beschränkt bleiben — sind dieselben im allgemeinen 
mit keinerlei Schwierigkeit«^! behattet. Wo es aber darauf ankommt, 
Yun unseren Vorstelluugen zur Wirklichkeit oder unigekehrt überzu- 
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golien , so stellen sich dergleichen Schwierigkeiten oft in sehr bedeii- 
tentleni Masse hei allen beiden (leschiiften ein, hei demjenigen des 
Abstralnrens niclit minder wie hei dem Realisiren der Zahl. 

In Bü'/Aig auf ila» erstere, das cigeutliche Zählen, mag z. 13. au die Aut'gabeu 
eviuuert wertleu, Sterne am Himmel su s&hlen; ebeuso auch, Köpfe einer Ver- 
Sammlung, oder — -wie es oft in der Mikroscopie vorkommt — fiberhaupt Ge- 
schöpfe, die sich durcheinander bewegen. Femer gehOrt dahin die Angabe, 
gleidiseitige Schallwirkungen, wie SchUsse von Gewehrsalven und dergleieheB 
mehr, zu zahleu. Als Reprilsentanten der andern Aufgabe kann man - - worauf 
schon der S|inichg(>l)rauch liinweist — das ZaJüen (s. B. von einer namhaften i 
Scliuldsuninjc; galten lassen. 

Zu untersuchen, wie diese Schwierigkeiten in jedem l)esondereii 
Kalle zu li*)sen seien, ist ülirigens niciit Aufgabe der Mathematik, son- 
dern je derjenigen Wissenschaft, welcher die Betrachtung der vor- 
liegenden besondern Art von Einheiten obliegt, — 

Nachdem wir nun den Einer eingeführt haben als das allgemeiiif 
ßindmiittel zwischen Dingen irgend welcher Art, seien es Gegeustäudf 
oder Ereignisse, Realitäten oder Vorstelluugen, erschien uns die i^alil 
zuiiiichst als ein Mittel zur Einzelverknüpfung einer Menge TOn unter 
sicli gleichurtigen OV)]ecten mit einer andern Objectenreihe von ebeu- 
solclier fiescbafienlieit. 

Diese Eiuzelverknüptung — die etwa einer (Je^f niiberstellung zweier Heer 
vergleichbar ist, bei welclier Mann gogi'ii Mann künii»f»'n müaste — ist nnn aller 
dings, wenzi auch der ursprüngliche, so doch nur ein ganz besonderer Fall von 
der Verknüpfung zwischen Dingen überhaupt. Verknüpfung üherhauiit ist ein 
ausserordentlich weiter Begriff; er nmfasst insbesondre auch diejenigen Beiiehua- 
gen zwischen Dingen, die man als eine AJM/n^^tü derselben voneinander sn 
beseidmen pflegt. Wenn zum Exempel eine Grösse, wie der FaUraum, von einer 
andern, wie die Fallzeit, oder wenn der Preis einer Waare von der Quantität 
derselben abhängt, so werden schon durch den (Jedanken dieser Abhängigkeit j'' 
die beiden tirössen miteinander verknüptt. Später, im weiteren Verliiiite dir 
Zahleulehre, und zwar bei ihrer Ausbildung zur (irössenlehre, werden wir uiu 
nun in der That auf einen höhwen Standpunkt erheb«!. Indem wir die Ein- 
heiten auch (su Grössen) verehi wirken lassen, werden wir die Zahl auch sn einem 
Hülfsmittd gestalten, die Abhängigkeit «wischen Grossen oder Dingen, nicht nur 
so wie sie ist, darsustellen, sondern auch so wie sie gewünscht wird, herstellen 
2U helfen. 

Doch wird es immerhin schon jetzt unschwer sein, zu über- 
schauen, was in leieter Instanz durch alle jene Operationen erreicht | 
werden soll. 

Es wird vielmehr die Wichtigkeit derselben für das Denken 
oder die IdcmverJcniipfung im allgemeinen ohne weiteres einleuchteu. 
Sodann auch lässt es bereits sich wenigstens ahnen, welch' bedeutende 
Rolle den Zahlen mnerseits für die Darstellung der Abhängigkeit, in 
der nach den Naturgeseteen die Dinge zu einander stehen, und andrer- 
seits f^r die Zwecke des praktischen Lebens zufallen muss. 
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Das letztere namentlich tritt schon unverkennbar hervor, wenn 
man ins Auge f'asst, dass durch den (»♦•brauch dvr Zahlen unter an- 
derem auch zu dein Emlziel aller nu'nsclilicln'u Haudhingen: der Ver- 
knü]»iung oder dem Zummmmtreffm der Bedürfnisse mit ihrer Be- 
friedigung, der Wefij <j^eebnet wird. ^ 

Wollte etwa — um dicHO Bcliauptung noch ilurch eiu gair/. triviale» Beiq»iel 
SB erläutern — Jemaud, der eine Reise unternimnit, Vorsorge trugen, dich für 
diese mit hinreichend vielem Oelde sa versehen, so, müsste er ohne die Beihilfe 
der Zahl die betchwcurliüie Ueberiegong machen, dass er am Montagf am Dienstag, 
am Mittwoch etc. je eincri Thaler (%. B.) brauchen wtirde; er musstc also beim 
Zurechtlegen tliosr« Zolirgpldos joden cirizolnpii Rf^isotnj; in riodanken durch 
irt^lion. Statt ilesHtMi iiini wird or doch gcwitis besser \lie Keuliaung aufstolleii: 
bOvicl Tage, soviel 'J'haier - - und ilamit fertig I 

Nocli einmal in etwas allgemeinerer AuBdrucksweise: da, je klüger der 
Mensch ist, er um so besser seine Bedürfnisse vorhersus^en weiss, so wird er 
(in fernerer Bethäiignng dieser intellectuollen Eigenschaft), auch e&etiao oft als 
eines derselben r.n erwarten steht, sich mit den Mittchi zu dessen Hefricdigung 
auBZunlnten streben, und du iuf, da8.s diocs «Jeschäll erheldich durch die Jiei 
/iohuug dfr Zahl erleichtert wird, beruht der (unmittelbare) Werth der Zahl für 
die wirthäcüaitUcbe Seite des Lebens. 

11« i'ardinal- lud Ordinalzahlen* 

Schliesslich darf eine Unterscheidung , die in Bezug auf Ziel und 
Art der Verwendung einer Zahl noch gemacht werden kann, wenig- 
stens nicht ganz unerwähnt bleiben. 

Wir haben im bisherigen vorzugsweise das Ziel im Auge gehabt, 
alle Einlieiten einer Menge mit deiuMi andrer MiMigen in (Kinzcl-) 
Vcrbiinhing zu bringen, wir IuiIm-u in. a. \V. die Zahl als An.sdnitk 
liir die \'oisiellnng von einer Vielheit, d. i. als eine Cardinnholil be- 
ll achtet So tritt zum Ik'ispiel, wenn von fünf Einheiten die Uede 
ist, die Zahl fünf als eine ( 'ardinalzahl auf". 

Im (legonsatz hierzu ist nun dieselbe Zahl, wenn von der tüntten 
Einheit gesproehen wird, als eine On/iuaLuhl zu bezeielmen. Ueber- 
liaiipt liegt häufig nur die Absiehl vor, riur besiinnnte Kinheit allein 
aus jener Menge hervorzuheben, um sie mit irgend etwas anderem in 
^erbindnngzu bringen — und wieder läsat sieh dieses am bequemsten 
dureh die Zahl vermitteln. Der geniinnfe Zweck namlich wird einfach 
dadurch erreicht, dass man die Einheiten der vorliegende« Menge in 
einer bestimmten Ordnung zählt, eine jede Einheit aber zu dem Namen 
derjenigen Zahl in Beziehung .setzt, welche auf sie trifft, d. h. bis zu 
welcher man während des Zählprocesses beim Anblick und nach Be- 
rücksichtigung dieser Einheit selbst gelaugt ist. »Steht nur die Heihen- 
lelge, in der die Einheiten durchzugehen sind, einmal unzweideutig 
fest, so kann auch zufolge jenes Zusammenhanges kein Zweifel mehr 
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dorfiber herrschen; welche Einheit ab die ao und so vielie gemeint 
sei; und gibt die Ordnungssahl jederseit bestimmt die Stelle tat, welche 
diese Binheit in der Reihe einnimmt. 

In dem gewöhnlichsten Falle; wo die Einheiten sich in zeitlicher 
Aufeinanderfolge darbieten; ist schon yon selbst nahe gelegt, in wel- 
cher Ordnung sie gezählt zu denken sind. Ebenso ; wenn die Ein- 
heiten geschriebene Zeichen sind, ist stillschweigend — wofeme nicht 
ausdrücklich das Gegentheil ausbedungen wird — immer diejenige 
Ordnung als die massgebende angenommen; in welcher diese Zeichen 
von links nach rechts der Zeile entlang gelesen werden. In allen 
andern Fällen muss vor der Verwendung von Ordinalzahlen die voraus- 
zusetzende Aufeiuajulert'olge der Einheiten ausdrücklich augegeben 
werden. 

12. Unabhängigkeit der Zahl von der Anordnung dei» Zählprocesses. 

Es wurde oben ein Mittel angegeben; Dinge Terschiedener Art 
hinsichtlich ihrer Anzahl zu vergleichen. 

Die zur Entscheidung über die Gleichheit oder Ungleichheit der 
beiderseitigen Anzahlen einzuschlagende Methode enthält aber ein will- 
kürliches Element; insoferne dabei Über die Anordnung oder Reihen- 
folge der paarweisen Zusammenfassung jener beiden Arten von Ein- 
heiten nichts festgesetzt ist. Deshalb ist, um alles v5Uig strenge zu 
machen; noch eine Untersuchung darüber nöthig; ob; wenn sich zwei 
Anzahlen bei irgend einem Verknüpfungsmodus der Einheiten beider 
Gattungen als ungleich (oder gleich) herausstellen, dies auch bei irgend 
einem andern Verknüpf uugsmodus der Fall ist. 

Wenn dem nicht so w&re, so würden wir bei irgend welchen xnm Zählen 
vorliegenden Dingen gar nidit bereditigt «ein, aehlechtweg von einer „AniaU" 
derselben als von etwas besiininitem an roden, indem ja diese Aneafal nioht von 
den Dingen sülem, sondern auch von ihrem Zlhlongmodtts abhängig vräre. Di«* 
nämlichen Din<»e würden alsdann in einer oder ancli in oinpr nndcrn Atizahl vor 
banden sein, je nach der Art, wie sie aii^ebclien werden, und es lüge die Gefahr 
nahe, in gewisse Trugschlüspe zu verfallen, dergleichen man in der Thai aach 
anderwärts nicht selten begegnet. 

Es dürfte wohl als eine Aufgabe der Psychologie hingestellt werden, 
völlig zu erklären, weshalb wir durch unseni Verstand gezwungen sind, 
die oben aufgeworfene Krage zu bejahen. Indessen glaube ich, dass 
die folgenden ßetrachtungeu vorerst zur weiteren Aufhellung der Sache 
dienen können. 

Ich erinnere zunächst daran, dass nach unsrer Definition in Nr. 7. 
die beiden Anzahlen stets als gleich anerkannt werden müssen, sobald 
f.; nur irgend eineti Modus der Einzelverknüpfung gibtf bei dem kein 
Kest bleibt. 
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A priori ist es nun durchaus nicht nothweudig, dass wenn wir 
I^inge zum zweiten mal, z. B. in einer andern Reihenfolge als das 
Hrste mal zählen, sich di«? «gleiche Anzahl derselben herausstelll. Tn 
fler Zwischenzeit kann ja eine Veränderung nut den Dinf^pn vor^^e- 
^^anf^en sein; dieselben konnten sich vermehrt oder vermindert haben 
und man muss, falls das zweite mal deren mehr oder weniger gefunden 
werden, eben einfach annehmen ^ dass einige derselben verschwanden 
oder andere neu entstanden seien. 

Freilich wird es dann nicht möglich sein, die früher gezählten 
Einheiten alle mit den später gezählten durch die Idee einer stetigen 
Fortexisteng 0U verknüpfeHf und werden wir darum yorziehen, alsdann 
zu sagen ^ dass nicht genau diesalben JJinge es seien ; die in beiden 
FaUen gezahlt wurden. Wären sie nämlich durch jene Idee mit diesen 
?erknüpft| so würden sie uns eben dadurch schon (unabänderlich) in 
der gleichen Anzahl erscheinen. 

Nur insofern also, als wir das letztere thun ,teoUen, muss die 
früher und die später untersuchte Anzahl der Dinge allerdings stets 
als die gleiche gelten. Bben dadurch haben wir alsdann eine Voraus- 
setmng eingeführt, zufolge welcher die ideelle Association der Einer 
mit den Einheiten nunmehr schon in einer bestimmten Weise (ohne 
Rest) ausgeführt ist, und zwar bei beiden Zählprocessen im Grande 
auf die gleiche Weise. Sobald nämlich eine der beim ersten mal ge- 
zahlten Einheiten durch die Vorstellung einer ununterbrochenen P'ort- 
dauer verknüpft sein soll mit einer der beim zweiten m.il <^'e/ählteu, 
so wird jedesuuil durch weitere Verknüpfung der einen von ihnen zu- 
gleich eine Verknüjifung der andern vollzogen. 

Zur Verdeutlichung des eben gesagten mögen drei Objecte einmal 
in der Ordnung .1, B, C. dann in der C, A, B 
gezählt werden. j _|_ l _^ l 

Die nebenstehende Figur, in welcher die ^ | t 

punktirten Linien den Uebergang durch zeit- ABC 
liehe Fortdauer versinnlichen, die Pfeile aber Ns. ^i>< — 
den Zusammenhang zwischen Bild und Objeci --^^^^^ 
(Hier des Zeichens mit dem Bezeichneten ans> C A H 
drücken sollen, macht es anschaulich, wie so ^ ^ ^ 

\vir beidemal die nämliche Zahl l-j-^^ + l 1 + 1 + i 
üüden müssen. (Vergleiche noch Nr. 16.). 

Ganz ähnlich verhält es sich, wenn die Dinge nicht von einer 
Person zu yerschiedenen Zeiten, sondern von verschiedenen Personen 
6. gleichzeitig, aber eventuell mit verschiedener Anordnung des 
Pmcesses gezählt werden. Auch in diesem Falle muss von beiden 
^ie gleiche Zahl gefunden werden, denn indem wir annehmen^ dass 
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es dasselbe Ding sei, welches von beiden gezahlt wird^ bewirken wir, 
dass schon Ton Tonüierein und unaufhebbar eine solche Verknüpfung 
zwischen den Einem der beiden Zahkesultate besieht, welche (anf 
Grund der Definition) uns verpflichtet, diese Zahlen fortwährend als 
gleich anzuerkennen. 

Also kurz gesagt: 

Die Annahme, dass es genau (Jirsclhrn Dinge seien, welche unter 
verseil iedoneu Anordnungen des Z:ililj)rocesses gezählt werden, schliesst, 
nach dem Sprachgebrauch einerseits und andrerseits nach den gege- 
benen Definitionen es in sich, dass die aus einer jeden hervorgehenden 
Zahlen einander gleicli zu nennen sind. Und was wir soeben bei- 
spielsweise von der Verknüpfung der Einheiten mit den Einern aus- 
einandergesetzt haben, gilt ebenso für die Verknüpfung jener Einheiten 
mit irgend welchen*£tn/ie/^ von andrer Gattung, ist jedoch schon 
ausreichend fttr unsre Zwecke. 

Unter der angegebenen AufiPassung können wir es demnach als 
ein Princip hinstellen: 

Die natürliche Zahl ist nnabliiiuiiHi nni <h r Ixi iltrufohfr, in wilchrr 
die Juiihrifen durrli dii' /'jinrrsfrirhr altydiiltlrl tnrdcn; sie bUihf un- 
geändert, tvenn man irgend welche von dm J^inJwittin, sowie auch von \ 
den Einern unter sidi vertauscH, 

Zufolge der vorangeschickten Bemerkung, des Umstandes näm- 
lich, dass zwei Zahlen für gleich zu gelten haben, wenn ihre Einer 
von gleicher Häufigkeit sind, d. h. also — sobald nur überhaupt eine 
eindeutige Verknüpfung zwischen ihren beiderseitigen Einem bekannt 
ist, bei der kein Rest bliebe — muss dieser Satz geradezu als eine 
Identität erscheinen, und ist durch denselben die vorangeschickt« Frage 
noch keineswegs beantwortet. 



Nor das allerdings soll nicht übersehen bleiben, dass nach dem 
gesagten wir durch den angeführten Satz immerhin eine gewisse 
Voraussetzung in Bezug auf das Fortbestehen der Einheiten sowohl 
als der Einer eingeführt haben. 

Soweit die letzteren, die Einer, davon betroffen werden, ist übrigens 
diese Voraussetzung in einer noch allgenieinereii enthalten, die iiher- 
hauj>t ein Axiom joder deductiven Wissenschaft bildet, und auf welche 
ich deshalb kurz hinweisen will. 

Das gedachte Princip könnte wohl das Aj/iom V07t der hihärene 
der Zeicfteft genannt werden. Es gibt uns die Gewissheit, dass bei 



13. Einziges Axiom. 
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allen unserii Entwickeluljgeii und Schlussfolgeruugen die Zeichen in 
unsrer Erinnerung — noch fester aber am Papiere — haften. Die 
Anzahl der Einer, die wir schreiben, ändert sich zum Beispiel nicht, 
während wir sie umstellen und versetzen; dieselben können weder wie 
Pilze aus dem Fupier hervorwachsen, noch von selbst verschwinden. 
Es bleiben überhaupt die Buchstaben sich gleich, während wir mit 
ihnen operiren; ein a geht nie in ein h über; auch — bei der notbigen 
Sorgfalt von unsrer Seite — kann kein Betrug mit unterlaufen, durch 
welchen uns ein x für ein u gemacht würde! Ohne diesen Grund- 
satz, den wir aus einer sehr reichhaltigen Eri'ahrung durch inducto- 
rische Ausdehnung oder Verallgemeinerung gewinnen, würde in der 
That jede Deduction illusorisch sein, denn die Deduction beginnt eben 
dann, wenn — nachdem die Grundeigeiischaften der Dinge hinläng- 
lich in Zeichen eingekleidet sind — das Stadium dieser Dinge Plata 
macht dem ihrer Zeichen. 

Dieeer GrondsaU enth&lt wie gesagt eine willkflrlich angenommene Voraas- 
setzung; er laldet eine Annahme, die je nach dem GedächtniBS des Reohnenden 
and nach der Bescbat!V'iiheit des von ihm lu'imtzttMi Materials nur einon pfrösseron 
oder gerinfreren Grad von \Vfi1irschei)ilichl:cit besitzt, und es wäre z. B. die An- 
iiuhuie uuzuiüssig, oder üuch jene Wahrächuinlichkeit eine nehr geringe, wenn 
uuui mit Stherisch flüchtiger oder mit Bympathetischer Dinte tohziebe. Als That- 
sache mnis allerdiugs anerkannt werden, dasB es überaus sahlreiehe FftUe gibt, 
wo die in Rede stehende ^orausaetBong sutrifft. Die Zuversicht auf das Erfüllt- 
sein dieser mientbehrlichen Voraussetzung pfleget auch schon dadurch bedeutend 
erhöht zu werden, das« bei den deduetiven Operationen die F'rinnerung und die 
an selbstgesrhatleueii Zeichen in aller Müsse ausführbare Beobaehtung sit h gegen- 
seitig foriwährend zu cuutroliren vermögen; und in der That iät diese Zuversicht 
im allgemein«! eine so grosse, dass wir die (Teberseugung yon der cAtolutm C^e- 
«MMfteii der mathemaMsoihen Wahrheiten auf sie gründen. — 

Für die Weiterentwickelnng der Zahlenldire ist eine solche Voraassetsnng 
unerlässUch. Denn erst dureh die angegebene Mgensohaft erlangen die Zahlen 
ihre Taughehkeit zur Bemessung der Vielheiten. 

Es verhält sich dieses ■wiederum panz ähnlich wie bpj einem Massstabe, 
der ja auch iu erster Linie die Forderung der Constanz erfüllen, d. h. bei den 
Melsungen sich lörtwahreud gleich bleiben niuss. Ebeufalk gibt es gewisse Mass. 
Stabe, welche die Eigenschaft constant xu bleiben, vorzugsweise besitzen, und 
hiervon kann uns für eine bestimmte Klasse von Massstftben nur ein Indac^ons- 
scUuss die üeberaeogung geben. Dieser Schluss basirt auf Erfahrangen, die sieh 
in letater Instanz auf unsro unmittelbare Empfindung stützen, zu deren Zustande- 
kommen aber der Glaube an die Treue oder das Sichgleichbleiben unsrer Er- 
innerungen eine Vorbedingung bildet Nämlich wenn auch die Gleichheit, von 
zwei Strecken z. B., genau nur mittelst eiues Massstabes oder dadurch uach- 
ge wiesen werden kann, dass man die eine mit der andern zur Deckung bringt 
(oder gar durch noch mehr verfeinerte indireoie Ifethoden), so kann uns doch 
nichts luideres als eine auf unmittelbare Empfindung gegründete Indnction die 
Ueberzeuguug geben, dass während des hiezn erforderiichen Transportes (des 
Massstabes oder der Strecke) die beiderseitigen Längen nnrerliudert bleiben. 

Schröder, Lehrbuch d. Arithm. u. Algebra. I. % 
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£b wiSide flberhanpt kein Dipg txtm Gegenstai^ «um Stadium gemacht 
werden kOnnen ohne die Annalime, dass (entweder) das Ding selbet mitianiint 
den Eindrfieken oder Empfindungen, die ndi beim emeaten Betrachten denelben 

in uns wiedererzeugen (oder dass wenigstens die in unsrer Erinnerung haftende 
Vorstellung des Dinges] sich mindestens su lange gleichbleibe, bis die Unter- 
suchung zu einem l^rgebma« darüber geiährt hat. — 

14. l'iuidaiientaler Sati* 

Mit dem vorstehenden haben wir den eigentlichen Kernpunkt der 
zu Anfang von Nr. 12. angeregten Fr«age noch gar nicht berührt, ge- 
schweige denn erledigt. 

Jene Frage dreht sich nämlich im Grunde darum , ob die beiden 
in Nr. 7. aufgestellten Definitionen oder Kennzeichen der Gleichheit 
und der Ungleichheit von Anzahlen einander nothwendig ansachliessen, 
ob sie einen contradictoriachen Gegensatz begründen müssen. 

Dafür, dass dieses in der Thai der' Fall ist, gebe ich nachstehend 
iu etwas ausführlicherer Darstellung einen mir in dankenswerther 
Weise von Herrn Professor Lüroth mit der Ermächtigung zur \'er- 
dfPentlichung niitgetheilten Beweis an. 

Da die Art der Verknüpfung, welche je zwischen einer Einheit 
und einer anderen hergestellt werden soll, völlig dahinsteht^ da sie 
m. a. W. gUichffüUig ist, so werden, alle möglichen Verknüpfungsarteiii 
die sich zwischen beiden denken lassen, als gleich oder einerlei zu 
gelten haben, und mögen wir es überhaupt als einen Chrtmdsatg hin- 
stellen: 

Grundsatz. Zivei Einheiten lassen sich stets und nur auf eine 
Art mit einander verJcnilpfen. Namentlich aber — das iielimen wir 
zugleich damit uocli an — wird es auch nicht möglich sein, sie einmal 
mit und einmal ohne Kest zu verknüpfen. 

In dem Begriff der eindeutigen Zuordnung oder Verknüpfung wird 
es ferner liegen, dass eine Einheit nicht mehreren andern auf einmal 
eindeutig zugeordnet werden könne. Daher wird denn aus unserm 
Grundsatze auch die Umkehrung folgen: Wenn eine Einheit anderen, 
eindeutig zugeordnet ist, so müssen letztere auch in der Einzahl vor- 
handen sein. Wie aus dem Begriff der Verknüpfung herroigeht, ist 
dieselbe jederzeit eine gegenseitige; sobald a mit ^, so ist zugleich auch 
h mit a verknüpft. 

Um jets^ sor Yergleichung einer Menge von Einheiten mit einer andern 
Menge überEngehen, werden wir jene Operation auasoftlhren haben, die bisher 
verschiedentlicfa bald eine „Einselverknüpfong** oder „GegenflbersteHong**, bald 
eine ^^paarweise Zosammenfassung" oder „ideelle Association" (beseicbneiid wire 
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auch „Verkoppelung") genanut wurde, für die aljer wohl der Name einer „ein- 
deutigeu Verknüpfung'' oder ,, Zuordnung" um zutretfendsten sein möchte. 

Defmifim. Wir mmnen die F/tnhcitcn zweier Mengen eindeutig 
mit einander verknüpft, trenn jede Kiniieit dei' einen Menge eindeutig 
zugeordnet ist einer Einheit der andern. 

Es folgt hieraus mit Kücksicht auf das vorhergehende, dass 
dabei auch keine der letsteren mehr als einmal Terkuüpft sein darf. 
Ferner müssen darnach, weqn die Einheiten zweier Mengen ein- 
deutig mit einander verknüpft sind, nothwendig die Einheiten der 
einen Menge sämmtlich in Verknüpfung getreten sein und es kann 
nur mehr einer im den beiden Fällen vorliegen, wo entweder die« andere 
Menge noch Einheiten enthält, die nnverknüpft geblieben sind und 
den sogenannten B/etit ausmachen, oder wo kein Beet da ist und dann 
also auch jede Einheit der zweiten Menge sich Terknfipfb findet mit 
einer Einheit der ersten. 

Dies Torausgesetzt, gelten nun die beiden, wie man leicht sieht, 

einander gegenseitig bedingeudeu Sätze: 

Theorem. Wmti sieli die Einheiten einer Menge A von Ohjecten so 
eindeutig verhiiipfen lassen yn it den Einheiten einer andern Menge B, dass 
hem Best übrig bleibt {tvenn also beiderlei Einheiten „in gleicher Amahl** 
vorhanden sind), so ist keine eindeutige Verknüpfung zwischen ihnm 
möglich, bei der ein Best bliebe, es muss also auch jede andere etndent- 
Hge VerJcnüj^ung ohne Best antfgehen. 

Wenn gwisehm den EmheUen einer Menge A und denen emer 
andern Menge B eine scHehe emdeutige Verknüpfung esnsHrt, hei der 
ein Best übrig ist, so muss aud^ jede andere eindeutige Veihn&/ffung 
swisehen denselben einen Best lassen — eine sdtche Verhniipfung ohne 
Best ist nicht swistAen jenen Einheiten mögUeh, und sind diesdben „in 
ungleidier AnsaM" vorhanden. 

Wir werden jetzt den Beweis dieser Sätze indireet fiilireii , indem 
wir zeigen, dass die gegeiitheiligt? Annahme zu einem Widerspruch 
mit dem vorangegangeueu führt. 

Beweis. Die g^ebene Menge A enthalte die Elemente oder Ein- 
heiten üj a, a", . . ., ebenso B die Einheiten 6, b\ b"j ... Es möge 
nun zwischen den Elementen beider Mengen eine erste Art eindeutiger 
Verknttpfung ezistiren, bei welcher kein Rest bleibt. Bei einer sweiten 
V$rknttpfung8art aber soll (eventuell zugleich mit anderen Elementen) 
das Element h von B nnverknflpft geblieben sein. Dieses sei bei der 
ersten Art mit dem Elemente a von A verknApft gewesen, welches 
bei der zweiten Art etwa mit dem Element h' von B verknüpft ist. 
In Zeichen: 
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I. Art. II. Art. 

Menge — Elemente. Menge — Elemente, 

^...a JL • • • ii 

[Bei der zweiten Art könnte nicht etwa das Element a un verknüpft 
geblieben sein, denn die Elemente der einen Menge müssen noth- 
wendig alle sicli in Verknüpfung betinden, und da B diese Menge 
nicht ist; so muss A dieselbe sein.J 

Nun lasse man aus der Menge A das Element a und aus B das 
Element h fort. Es bleiben dann zwei Mengen — wir nennen sie 
A' und JB^ — deren Elemente man nach 1. ohne Kest verknüpfen kann, 
während nach IL auch eine Verknüpf ungsart möglich sein muss^ bei 
. welcher nnverknüpft bleibt 

Mit diesen Mengen. verfahre man ebenso weiter^ d. h. man lasse 

zunächst das Element b' nebst demjenigen a' fort, welches bei I. mit 

ihm verknüpft, bei II. aber dem h" zugeordnet ist, und so fort, bi.s 
schliesslich von der Menge ul nur noch ein Element a^"^ übrig ist. 

Dass dieses überhaupt einmal eiutreö'eu muss, liegt in der Voraus- 
setzung einer endlich hegremtm Menge A^ die wir stülschweigeud ge- 
macht haben; begründet. 

Die Menge, in welche B hierbei übergegangen ist, möge Jß<") 
beissen. Alsdann müsste sieh das eine Element a<") von A mit deu 
Elementen von B^"^ einmal ohne Rest nach I. und einmal mit einem 
Kest nach II. verknüpfen lassen, was nicht möglich ist, weil aus der 
ersten Verknüpfung ohne Best, folgt, dass auch nur aus einem 
Elemente bestehen kann. 

Die obige Annahme ist also in der That unverträglich mit dem 
angenommenen Grundsatee, und können die beiden Theoreme nur noch 

richtig sein. 

Für kleine Mengen von 2, 3, 4, ... Elementen wäre dieser Beweis ebenso 
leicht ad oonloa wie ad mentem za fähren. 

Man könnte vielleiisht noch evidenter nm einen Sdiritt weiter gehen ond 
die Operation so lange forUetxen, bis aUe Elemente von A fort wlbren. Dann 

müsste die dabei sich zuletzt erneuende Menge 2^'*''''^ nach I. ans keinem und 
nach II. aus mindestens einem Element bestehen, und hätten wir so Aufati^^ nur 
einen andern Folgesatz zu unsern vorausgeschickten Grundsätzen zu betonen 
brauchen, den nämlich^ dass ein Element mit keinem auch nicht eindeutig ver- 
knüpft werden kann. 

pemit möchte denn das Fundamentaltheorem der Zahlenlehre aof die mög- 
liehst an&chen nnd nur auf die jEHMbejt besCiglichen Vonuuseinmgen snrflckgeföhrt 
sein. In dieser Abnoht mnssten vir aach fortwfthrend nnr mit einielnen Einhmten 
)Ea opetiren suchen und haben deshalb die einander angeordneten Elemente der 
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Mengen A und B nicht etwa plötEÜch, sondern nur Stack für Stück fortnehmen 
dürfen. — 

Es wäre nun leicht, noch in ^anz ähnlicher Weise nachzuweisen, 
dass wenn bei einer Art von eindeutiger Zuordnung die Elemente einer 
Menge sich als zahlreicher herausstellen, wie die einer andern Menge, 
dies auch bei jeder andern Zuordiiujigsart insofern geschehen muss, als 
sie dann auch niemals als die weniger zahlreichen erscheinen können. — 



Was die Namen und Zeichen betrifft, die bei der üntersnchiing 
der Zahlen gebraueht werden, bo empfiehlt es sich, ehe wir in specielle 
Gebiete eindringen, einiges allgemeine Toraussaschicken. Natfirlich 
moss jedoch bei einer systematischen Anordnung des Stoffes, wie sie 
hier angestrebt wird, auch manches ?on Tomherein gesagt werden, 
dessen wahre Bedeutung erst später hlar werden kann [so z. B. bei 
den Nummern 18.— 20. und 28.]. 

IV. ZaUeiiTorgleioluuig und Untoiordnmig. 

1&. BeehniiBg, Ausdruck. 

Wie oben gezeigt, sind die nätOrlichen Zahlen ursprünglich — 
ich werde sagen in ihrer Urform — lediglich Summen Ton Einem. 
Indem wir uns dieselben nach ihrer GrSsse, d. i. nach der Häufigkeit 
ihrer Einer , geordnet denken [worfiber ein mehreres später], sind wir 
nunmehr zu dem Begriff der unbegrenzten Zahlenreihe gelangt ün- 
hegrengt muss diese Zahlenreihe deshalb genannt werden, weil . — nach 
dem Postulat von der Wiederholbarkeit der Zeichen — wie viele Einer 
wir auch schon gesetzt haben mögen, es immer noch möglich sein 
wird, denselben einen weiteren hinzuzufügen. 

Uebrigens niuss noch angeführt werden, dass man auch die Eins 
selber mit zu den Zahlen rechnet [wodurch beiläufig die in Nr. 6. aus- 
geschlossenen Dinge noch in das Bereich des zählbaren mit herein- 
gezogen werden], sodass also die ersten Zahlen der Keihe heissen: 

1 + 1, . 

1 + 1 + 1, 

1 + 1 + 1 + 1, 



Es haben aber diese Summen Ton Einem nun auch noch andere 
Namen erhalten; sie können sogar auf eine unbegrenzt mannigfaltige 
Weise ausgedrückt werden. Namentlich kennt jedermann die zweck- 
missige Bezeichnung oder Nomendatur, die den Zahlen zu Theil wird 
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in dem gehnUieüiffen ZaMensysiem, welches die ciTitisiTten Völker tod 
den Indern überkommen und allgemein angenommen haben. 
Der gewtfhnliolie Name der oben als Eiempel beosltteii Zahl 

ist I. B. „fanf'* und sie pflegt durf h das Zeichen 5 kfirzer dargestellt zu werden. 

Diese allgemein Übliche Darstellungsweise der Zahlen wird ihre 
dekadiscke Form genannt Ich werde indessen hier nur das Vorhanden- 
sein einer solchen Form voraussetzen müssen, nicht aber die Kenntniss 
ihrer specielleren Beschaffianheit, welch' letztere rielmehr erst in dem Ka- 
pitel über die Arithmetik (cf. 'Bd. 2.) genetisch begründet werden kann. 

Bis dahin mögen die dekadischen Zahlen und auch die vier Grund- 
rechnungsarten (spedes) mit denselben nur zu den Illustrationen durch 
Beispiele benutzt werden, und brauchen wir also, strenge genommen, 
nur zu wissen, dass jede Zahl ausser ihrer Urform noch einen anderen 
(kürzeren) N«men besitzt. In der Herstellung dieses anderen Namens, 
wird alsdann die Aufgabe bestehen, die Zahl avismurechnen. 

Das Becknen überhaupt besteht in einem Verknüpfen Yon Zahlen 
nach bestimmten Gesetzen, durch welches man Ton bereits Torhandeuen 
oder gegebenen Zahlen zu neu zu bildenden , gesuchten fortschreitet. 
Da jedoch dem Begriffe der Rrrhnungsopcration die Algebra erst nach 
und nach seinen Inhalt zu geben hat, so ist es wieder nicht von sonder- 
lichem Werth, eine exacte Dehnition desselben im voraus festzusetzen. 

Jeden Namen einer Zahl, welcher zusammengesetzt ist aus andern 
Zahlzeichen, die sich etwa mittelst Rechenzeichen verbunden finden, 
nennen wir einen Anadruck\ die in dem Ausdruck sich miteinander 
verknüpft ündeuden Zahlen heissen die Elemente oder Oj^ationsglieder 
desselben. 

16. Belatlon, Ctlelehnnir und Unsleldinnv* 

Zwei Zahleil heissen mm einander gleich, ivenn sie die niimlidic 
Summe von Einern vorstellen, — ganz einerlei, durch welchen Zähl- 
oder Rechenprocess man sie erhalten hat. 

Genauer gesprochen — wenn sie, in ihrer Urform angeschrieben, aus gleU^- 
viel Einentrichen EUBammengesetst sind — woxa Nr. 7. za vergleichen ist. Zwei 
in diesenf Sinne einander gleiche Zahlindividuen, wie 1 1 -f- 1 nnd 1 -f ^ + 1« 
werden jedoch gewöhnlich als ein und d»eseI5e Zahl behandelt; man pflegt sie 
lediglich als Keproductionen des Namens für eine einzige einmal gedachte Zahl 
oder df^ren Wiedererinnerunjr anzusehen. Hiezu a1>er ist man im Hinblick auf 
die Zwecke der Zahl eben deshalb berechtigt, weil nach dfiii in Nr. 8. angezo- 
genen psychologischen Axiom eine jede Häufigkeit, die durch das eine Zahl- 
individuum gemessen wird, aotichlieaelich und ebenso gut auch durdi jedes andere 
der Ulm gleichtti Zahlindividuoi gemessen oder dargestellt wird. 

Obwohl demnadi, gans strenge genommen, die Bereditigung zur Vertäu- 
Bchung gleicher Zahlen erst aus jenem Axiom [dag wir nachher sub Nr. 17. {A) 
in Form eines LehrBatzes über Gleichimgen wiederfinden werden] herzuleiten wäre, 
so glaube ich doch, dass die nachfolgende Darstellung den wissenschaftlichen 
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Aiiq»rüdien dar Leser völlig genügen wird. Bei dieser Dantellaag werte vir 
eben die Zahl uiolit als ein Individwm aaffassen, sondern als den ReprSsentaoten 
eines (ZtLhl-) Begriffes, der in ansfthligen Individuen verkörpert werden kann. 

Hat man zwei gleich« ZahleD, z. B. 2 -|- 3 and 5^ so drückt man 
ihre GleicUieit dadurch ans, dasa man sie durch das Zeichen «• Ter- 
bindet, mithin schreibt: 2 -)- 3 5. 

Das Zeichen (sprich: gleich) swischen zwei Ansdrflcken wird 
also nur angewendet, um auszusprechen, dass diese AusdrQcke (ver- 
schiedene) Namen fCbr eine und dieselbe Zahl sind. ^ 

Sind etwa a und h zwei Namen für die nämliche Zahl, so 
schreibt man: 

Eine derartige Behauptung wird eine Gleichung (aequatio) ge- 
nannt, und der ganze Ausdruck, der links oder rechts von dem ,,Gleich- 
heitszeiclien** stehi, lieisst tlie linke oder die rechte Seite ( tnembrum) 
der (ileichung; so ist n die linke Seite der obigen Gleichung; die 
rechte Seite derselben ist die Zahl b. 

Es versteht sich hiernach von selbst, ^A/ss jede Zahl sich selbst 
gleich ist, z. ß. es ist 5 = 5; ebenso dar! man schreiben: 

a « a. 

Eine natürliche Zahl heisst grösser als eiue andere, wenn sie mehr 
Einer als die letztere enthalt (cf. Nr. 7. und 12.), wenn sie also durch 
Hinzufttgen von Einem aus ihr gebildet werden kann. Die andere 
Zahl (welche durch Hinwegnehmen yon Einern aus der ersteren ent- 
steht) heisst die Meinere, 

Man schreibt z. B.: 

ö>3, 

sprich: 6 grösser (als) 3, und 

3<5, 

das heisst: 3 kleiner (als) 5. 

Eine Behauptung dieser Art heisst eine Ungleichung, Das Zeichen 
> heisst das ChmerffmtMeidtmf das andere < das Bwergemmehen. 
Um beide Ungleichheitszeichen zu unterscheiden, merke man, dass 
dieselben sich stets vom grösseren zum kleineren hin zuspitzen, oder 
vom kleineren zum grösseren hin ausbreiten oder erweitern; die 
kleinere Zahl steht immer an der Spitze des Winkels. 

Wieder spricht tuhm von der rechten und von der linken Seite 
der Ungleichung, um eigentlich dasjenige selbst zu bezeichnen, was 
auf dieser Seite steht. 

Ttelation ist ein gemeinsamer Name für <ileichungen und Un- 
gleichungen. Zwischen irjirend zwei natürlichen Zahlen muss jederzeit 
eine bestimmte ^ielt^tion b^slehen, d. h.; 
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Fön zwei naJb&rUchen ZMen a und h isi immer die eine entweder 
grösser oder gf/eiek oder Jdeinerf als die andere; es ist entweder: 

a > b oder 0 = 6 oder a < 6 . 

Nach der oben gegebenen ErklSrong iQr die Gleichheit zweier 
Zahlen iet dieselbe stets eine gegenseitige. Wenn a^b, m ist auch 
( » das heisst: man darf die beiden Seiten einer Gleichung mit- 
einander vertauschen^ oder die Gleichung ohne weiteres rückwärts 
lesen. Beiläufig gesagt würde dieses auch aus einem nachher darge- 
legten Grundsatze herroi^ehen. 

Will man hingegen eine Ungleichung rückwärts lesen, so muss 
man das Ungleichheitszeichen sozusagen tunJ^ren; grosser'* heisst 
rfickwarts gelesen kleiner nämlich wenn a> hj so ist b <a. 
Uebrigens Terwandelt sich ja der Sinn des Ungleichheitszeichens da- 
durch; dass mau es von der andern Seite betrachtet, schon von selbst 
in den entgegengesetzten. 

Es liegt überhaupt in (h.'iii oIhmi l'oniiulirton Hegriffe der (Zahlen-) 
Gleichheit; dass man die Nanion von gleichen Zahlen stets für ein- 
ander setzen darf — überall ^venigstens , wo von den Zahlen selbst 
die Rede ist und nicht etwa blos von der lieöchaÜenheit ihres betref- 
fenden Namens. 

Namentlich also in jedem Ausdruck und in jeder llelatiou darf 
gleiches stets für gleiches gesetzt frrrdrn- der Ausdruck wird dadurch 
seine Bedeutung (seinen Werth) nicht ändern und die Kelation wird 
richtig bleil»en. 

Man pflegt dieses Princip von alters her durch den Satz auszu- 
drücken: 

Oleiehes, ßr gleiches gesetut, gibt gleiches. 

Da vom Beispiel 8 -f 4 » 8 . 8 ist, indem beide Seiten der Oleicbnng die 
Zalil 6 vorstellen, so wird es erlaubt sein, in jedem Ausdruck, worin die eine 
odor andre derselben vorkommt, diese Zahlen 2 -f •* und 2.3 für einander zu 
setzen. Dasst-lbc ist überhaupt in jedem Urtlieil zulässig, welches diese Zahlen 
betriflt, jedoch mit der oben angedeuteten Ausnahme. In Urtheilen nämlich, wie: 
„2 -j- 4 iat eine Summe" und „2.3 ist ein ProUuct *, dürfen 2 -f 4 und 2 . 3 nicht 
yerwechselt werden. 

Indem man Ausdrücke durcii andere, die ihnen äquivalent sind, 
ersetzt, wird allerdings mehr als eine blosse Umfurniun^ oder Namen- 
üjiderung bewirkt; denn ein Ausdruck bezeichnet eine Zahl (in der 
Regel) dadurch, dass er zugleich eine Vorschrift angibt oder mitbc- 
\ zeichnet, nach welcher diese Zahl (in ihrer Urform) herzustellen oder 
auch (in der dekadischen Furni) auszurechnen ist und die hiezu er- 
forderliche Arbeit wird je nach der Natur des Ausdruckes eine ganz 
andere sein. Durch unsere obige Definition der Gleichheit ist aber 
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gerade diese Entsteh ungs weise zu einem unwesentlichen Merkmal der 
Zahl selbst gestempelt worden. 

Erlaubt heissen daher auch alle diejenigen Umformungen eines 
Ausdmckes, durch welche der Werth desselben nicht geändert wird. 

17.. 8itse iber Gldelraiif en. ^ 

Aus dem obigen Grundsatze der Vertauschbarkeit von gleichen 
Zahlen folgt auch leicht jener berühmte Satz, der fälschlich noch hie 
und da als ein Axiom aufgeführt wird: 

(A) Wenn zwei Zahlen einer dritten gleich sind, so sind sie auch 
unter sich gleich. 

Wenn n = c und h = c, so ist auch a = h. 

Der Beteeis dieses Satzes ergibt sich nämlich, indem man von 
der ausgesprochenen Erlaubniss Gebrauch macht und entweder in der 
ersten Gleichung rechter Hand b für c schreibt, wozu man auf Grund 
der zweiten Gleichung berechtigt ist, oder auch, indem man in der 
zweiten Gleichung rechts a für e setzt auf Grund der ersten Gleichung. 

Der letzte Satz ist nur ein besonderer Fall des nachstehenden 
allgemeineren : 

Wenn bdiebig vide Zahlen einer und deredbe» andern Zahl ^ekk 
md, so sind die erskren audh unter sid^ ghick, Wenu: 

a«n, 6«=n, c = M, ... 

80 ist auch: 

wie sich ebenso leicht bewoisoji liisst. Die letzteren Behauptungen 
pflegt man dadurch zu vereinigen, dass man schreibt: 

Ein derartiger Ausspruch wird eine zusammengesetzte Gleichung 
genannt; eine solche soll demnach ausdrücken, dass yon den durch 
Gleichheitszeichen verbundenen Zahlen je zwei beliebige einzeln ein- 
ander gleich sind. 

Noch etwas umfassender als der vorige ist folgender Satz: 

(B) ZMen, weiehe gleidien Zahlen gleich sind, müssen auch ein- 
ander (ßeieh Wenn: 

a = a, c = y, ... 

80 muss auch _ j, ^ 

sein. In einer andern Richtung jedoch lässt sich der jenem voraus- 
gehende Satz auch noch wie folgt verallgemeinern: 

(C) Hat man eim Beihe wm ZaMen^derart, dass eine jede von 
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ihnm der folgenden gleich ist, sn isf auch dir rrsfr dieser Zahlen gleich 
der letzten von ihnen und sind sie überhaupt alle einander gleich^ oder: 
Wenn a = hj h = c, c^d, d = e, so ist zum Beispiel 
auch: a«e und überhaupt: 



Alle diese 8&ize aber sind enthalten in dem nachstehenden: 
(D) Besteht awischm hdielng viden Bahlen eine Beihe van Glei- 
ehmgen, weUhe skh so anordnen lassen, dass hei Dwrehgdmng der- 
selben jede neu auftretende Zahl oder Seite der Gleidtung einer von den 
früher vorgekommenen gleich ist, so sind die sämmtlichen Zahlen äurthweg 
einander gleich. 

Die neaen Gleicbuugcn, welche so am den gegebenen folgen, werden yva 
^ diesen anhängig genannt. 

18. Fortsetsnng. 

Ans jenem Grondsats der Vertanschbarkeit von gleichen Zahlen 
folgt femer das allgemeine Princip: 

Gleid^ Betäiimngent mit gleidten Zahlen vorgenommen, müssen 
glei4:ke BesuUate liefern, welches wir lieber sogleich allgemein so be- 
weisen wollen, wie man es fQr jede einzelne Rechnungsart besonders 
beweisen könnte. Bezeichnen wir mit (a, h) das Ergebniss der Yer- 
• knüpf uDg zweier Zahlen a und h durch irgend eine eindeutige Rech- 
nungsart, d. h. durch eine solche, welche Überhaupt nur jedesmal zu 
einer bestimmten Zahl als Resultat ftlhrt, ist ferner: 



Denn da jede Zahl sich selbst gleich ist, so haben wir: 

(a, h) = (a, fc); 

machen wir aber rechts von dem Reclite Gebrauch , « für fr und ß 
für b zu schreiben, so ergibt sich iij der That die zu, beweisende 
Gleichung. — Namentlich ist z. B.: 

a + 6««-f/J, a — 6 — « — ß, a.h^u.ß, y«^/etc. 

So einleuchtend — ja Belbstverständlich und überflüssig — die vorstehende 
Betraehtong auch erscheinen mag, so hat doch gerade das obige Princip in seiner 
Anwendung sehr häufig zu TragaeUflsBön Anlaes gegeben. Die Tragechlflsse gingen 
daran« hervor, dan man die Cfleidiheit mit der Jogisdte» Unierordmmg verwech- 
selte, für welche letztere diemnach ein nnteracheidendee Zeidien Bedfirfinss ist 
Wollte man '/. B. schreiben: 

Metall = Silber, und ebenso: Gold = Metall, öo würde sich nach dem un- 
umstösölicheu Grundsatze, dass wenn zwei Dinge irgend welcher Art (seien es 
Zahlen, QrÖMien oder Begriffe) einem dritten gleich sind, sie auch unter sich gleich 
gelten mfiMen, die fäleohe ScUassfolgeruDg ergeben: Silber — Qoldt 



a^h^c^d^e^ 



so ist auch: 
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In der Tiiat war aber die Anwendung des Gleichheitszeichens für diesen 
Fall nicht erlaubt, da die Begriffe Gold, Metall etc. in der gegeoBeitigcn Bezie- 
buog der Unter- oder Ueberordnung zu einander stehen. 

Eine solche 8iih8umiion, wie bei den Begriffen Metall und Gold, kommt nvtn 
auch bei Zahlen vor, wie sogleich erhellen wird. 

19. Vieldeutige Ausdraclte. 

Wie sich zeigen wird, geben manche Untersuchungen Veranks» 
sung zur Einführung von Operationen, deren Resultat kein voUkommen 
bestimmtes ist. Es mag z. B. sein, dass die Definition einer der 
fraglichen Operationen — wenn man will — noch eine unroUstSndige 
ist, dass sie noch eine gewisse Freiheit in der AusfOhrung ihres 
Rechengeschüftes übrig- ISsst, welche für das Resultat keineswegs 
gleichgültig ist; es mag auch die Operation definirt sein dadurch, dass 
ihr Ei gebnias eine gewisse Anforderung erlfillen soll, nicht aber durch 
die Kette der zum Vollzug der Operation selbst nothwendig auszufah- 
renden einzelnen Geschäfte. 

Dergleichen Operationen, welche hIso , an jreo'ehencn Zalilen aus- 
geführt, noch zu verschiedenen Uesultateu führen köuueu, werden viel- 
deutige Operationen genannt. 

Wird das Ergebniss einer solchen Operation durch einen Aus- 
druck dargestellt, so ist dieser Ausdruck ein Name, welcher mehreren 
verschiedenen Zahlen mit gleichem Rechte zukommt; er' heisst darum 
ebenso ein ineUIeutiger Amdruck (multiformis). Derselbe ist, wie man 
sagt, mehrerer Werthe fähig, und ist den letzteren in ähnlicher Weise 
Qbetgeordnet, wie ein weiter (Ober-) Begriff einem engeren Unter- 
begriffe, oder wie eine Gattung ihren Arten und diese ihren Indi- 
viduen. 

Dergleichen vieldeutige Ausdrücke, wie z. 6. Va oder loga, ergeben lidi 
vonugsweise bei den invenen Operationen, und werden ihre Namen in doppelter 
und deshalb wobt zu antencheidender Weise angewendet. Einmal nämlieh, um 

die ganze Gattung der gedachten "Werthe auf einmal, d, h. einen bdiebigm unter 

denselben auszudrücken, wobei man sie nach Cauchy's Vorschlag (Cours d'Ana- 
lyse) mit einer sich sonst als üborflüsijig charakteriKirrnfhMi Klammer umschliesst. 
Sodann auch — unoingeklanimert — um einen oirr/.igon uuter jenen Werthen vor- 
zustellen, der durch eine anderweitige Festsetzung uoch völUg bestiuinit worden ist. 

So wird z. ß. das Zeichen (f^Ü) irgend einen der beiden Werthe -\- 3 und 
— .3 bezeichnen, und zwar so, dass es jederzeit freisteht, den einen oder den 

andern dafür zu nehmen. Dagegen wird schlechtweg das Zeichen / 9 gewöhnlich 
nur verwendet, um den positiven dieser beiden Werthe. -f- 3, darzustellen. 

Der als ein vieldeutiger verwendete oder unbestimmt gelassene Ausdruck 
und der in einer ganz bestimmten Bedeutung gebranchte werden einander auch 
als Vahr generalis und als Valor particttlaris (priucipalis) gegenüber gestellt. 
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80» Die logiBclie t'nterordnnng. 

In der Absicht eine möglichst grosse Präcision zu erzielen, werde 
ich mm. fElr die logische rntorordnung (z. B. eines Particularwerthes 
unter einen Generalwerth) die nachstehend in Vorschlag gebrachte 
Bezeichnung anwenden. 

Ist Ä ein vieldeutiger Ausdruck, welcher der bestimmten Zahlen- 
werthe a, d\ . . . fähig ist, ist jenes Ä Oberhaupt ein Begriff, der* 
diese Individuen a, u\ a\ , , « umfasst, oder zu dessen Kategorie die 
letzteren gehören, so werde ich schreiben: 

A^a, A^a, X^a", ... 
oder zusammenfassend: 

a 



a 

ff 

a 



sprich: A übergeordnet {super ordinirt) a, a', a", . . . und umgekehrt: 

a^A, a*^A, a"^ 1, . . . 

auch: 

a \ 
V I 



sprich: a, a, a", . . . mtergeordnet (^onKfMr/) A^ wobei sogleich 
darauf aufmerksam gemacht werden mag, dass diese SvbswmHtm- 
»eichen ^ und =^ in ähnlicher Weise wie die üngleichheHszeichen 
nmemonisch sind, indem hier der Bogen, der das GleichheitszMien 
durchsetzt, sich stets von dem engeren Begriff nach dem weiteren hin 
äusbreitet. 

Bisweilen wird auch von der Bezeichnung Gebrauch gemacht: 

sprich: a heigeordnet (coardiniH) a', etc. Indessen ist dieses Zeidien 
^ für sich ein ziemlieh nichtssagendes; es drückt blos aus, dass die 
dadurch verknüpften Namen oder Dinge überhaupt nur einem allge- 
meineren Begriffe in gleicher Weise untergeordnet sind, dass es irgend 
eine Gattung gibt, zu der sie als Arten gehören. Einen genaueren 
Sinn erhält das Zeichen erst, wenn der Modul der Coordination oder 
der jene Individuen gleichmässig umfassende Oberbegriff daneben er- 
wähnt wird. 

An Stelle des oben erwäbuten Beispiels würde demnach nunmehr genauer 
zn schreiben sein: • 

Metall ^ Silber, Gold =4 Metall, Silber ^ Gold. 
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Auch das GJridilic'ttszeiclicn werde ich bei Begriffen anwenden 
(z. B. zwischen den Generalwerthen zweier Ausdrücke) ; dann aber 
nur, um auszudrücken, dass die beiden Begriffe vJjllig — nach Inhalt 
und Umfang — übereinstimmen (dass also erschöpfend und ausschliess- 
lich die nämlichen Specialwerthe von dem einen wie von dem andern 
Ausdruck angenommen werden können). Gleiche Ausdrücke werden 
demnach auch stets gUick vieldeutig sein oder gleich viele Werihe 
tunfassen. 

Gleichwie das Zeichen ^ der Coordination sich darbot, um aus- 
zusprechen, dass die beiderseits stehenden Ausdrücke einunddemselben 
Oberbegriffe gemeinschaftlich t/nfrrgeordnet sind, so wird endlich (und 
zwar in noch höherem Grade) ein Zeichen erforderlich sein, welches 
ausdrackty dass allgemeine Begriffe, die sich zo beiden Seiten desselben 
befinden, einigen Uuterbegriffien oder Indiridnen gemeinschaftlich ^Sber- 
geordnet seien. Es' soll hiesa das eingeklammerte Gleichheitszeichen 
(«) Torwendet werden, sodass also die Beziehung: 

Ix'deuten wird, dass die fvieldeutigeii) Ausdrücke A und B mindestens 
etnm gleichen oder übereinstunmenden Werth besitzen, wie wenn etwa 
A die Werthe unter sich begriffe: c, , c^y ... und B die \\ erthe 
c, c\ c" , . . . hätte. Mit andern Worten sagt die Proposition aus, 
dass die Begriffe A und B sich factisch miteinander vertragen, dass 
sie — wenn ich mich der Ausdrücke bedienen darf, welchen die be- 
kannte geometrische Versinulichungs weise der Begriffe zu Grunde 
liegt — ihrem Umfange nach betrachtet, sich theil weise überdecken, 
coineidiren, schneiden oder wenigstens in einem Punkte berühren. 
Jene Proposition ist ein particulares bejahendes Urtheil, des Sinnes, 
dass einige A auch B und somit einige B auch A seien. 

Bei der Häufigkeit, mit der das Zeichen (a*) dieser gedachten Beuehnng 
späterhin auftreten wird, ist es wohl nöthig, sich eine kurze Art des AussprechffliB 
für dasselbe vorzuschreiben. Auffallenderweise fehlt in den Systemen der Logik 
ein Kunstausdruck für dieso Hcziehung, und scheint suf überhaupt gänzlich über- 
sehen zu werden, obwohl sie doch ein genaues Pendant zu der Coordination bildet. 
Man mag etwa, die Propoutlon smfShvIieh lesend, sagen: A »timmt in einem 
Werthe (resp. in gewissen Werthen) fiberein mit B, oder nnmassgeblich; A cor- 
niativ (zu) S» 

Wörde nun noch ein Zeichen für die Negation etwa in Gestalt eines über 
das Beziehungszeich*»n zu setzenden " eingeführt, so wäre damit eine voHständige 
Terminologie geschaffen, nach welcher alle Beziehungen, in denen BegriflTe (dem 
Umfange nach) zueinander stehen können, sich durch kurze Formeln auedrücken 
liessen, die Bich dem Schema der sonstigen mathematischen Zeichensprache 
uagUehst innig aascluni^feii ond in den ganzen Zochenapparat harmonisch ein« 
reihen. 

Ich gehe nun dasu üher, zu untersuchen, welche Schlösse sich 
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aus gegübeuen Relationen oder Formeln (genauer: Fropositionen) ziehen 
lassen, wenn dieselben eine Subsumtion ausdrücken. 
Eine Proposition wie: 

Ä^B oder B^A 

kann als der allgemeine Typus eines (bejahenden) Urtheils augeseheii 
werden, dessen Subject ^-1, dessen Priulicat B vertritt. Bekanntlich 
ist das Subject nur bisweilen, das Prädieat dagegen immrr ein allge- 
meiner Begriö, und ilas IJrtbcil sagt eben aus, dass das Subject zu 
der Kategorie des Prädicatbegrittes gehöre, dass es also den übrigen 
zu dit'SL'i Kategorie gehörigen Individuen in allen den Merkmalen 
gleiclie, die der I'riiilicatbegritl" als wesentliclie iu sich zusammenfasst. 
oder auch (etwas anders ausgedrückt) : dass die dem Subject schon 
so wie so eigenthümlichen , dasselbe anderweitig charakterisirendeu 
Merkmale sich zusammen vorfinden mit den im Prädieat hervor- 
gehobenen Merkmalen ) das Urtheil verknüpft die einen Merkmale mit 
den andern. — 

Alle mit Urtheilen rorzanehmenden Denkprocesse oder Geistes- 
operationen laufen nun im Grunde auf den folgenden Fundamental- 
satz hinaus: 

(A) Wenn B mnd B ^ Cy so ist aiie^: ' 

A-4.C. 

In diesem Satze unterscheiden wir die obere Freimisse, nämlich 
A'^B, die untei'e Prämisse: B^Cj und den ScMusssatz: A =^ C. 

Man nennt auch A den Unter', B den MiUd~ und C den O^- 
Begriff, 

Der Schlusssatz kann, Susserlich hetrachtet, auf zwei Arten aus 
den PrEmissen abgeleitet werden: erstens nftmlicb, indem man in der 
oberen Prämisse B durah C ersetzt, zweitens auch, indem man in der 
unteren B durch A ersetzt. Hieraus lasst sich der Satz entnehmen: 

(B) In einem Urtheil {welches eine Subsumtion ausdrücH) kann 
ihr untergeordnete Begriff' stets ersetzt werdm durch denjenigen, welcher 
Ihm in einem andern Urtheil untergeordnet ist, desgleichen der über- 
geordnete Begriff durch einen ihm in einem umlern Urtheil abermals 
übergeordnete n ; m. a. W.: 

Für das Stihject des Urtheils darf ein ihm unter geordnete^', für das 
Prädieat ein demselbeyi iihergeordneter Begriff' gesetzt icerden; das Um- 
gekehrte ist jedoch im allgemeinen nicht gestattet. 

Von den beiden hiemit zugelassenen Operationen braucht nur die 
eine ausgeführt zu werden und wird es auch in der Regel nur die 
eine. Gewöhnlich ersetzt man den Mittelbegriff durch den Unter* 
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begriff, indem man sich den Grundsatz gegeii\\ iirtig hält, dass, was 
von einer Gattung ausgesagt wird, auch von deii sämmtliclieu 2U ikr 
gehörigen Arten und Individuen gelten muss. 

Noch verallgemeinert heisst das letzte Theorem: 

(C) Wenn von einer Reihe von Begriffen ein jeder dem nächst- 
folgenden untergeordnet ist, so ist auch der erste dem letzten und über' 
haupt jeder frühere einem ^äteren miergeordnetf und statt unter- 
dürfte auch durchweg «iergeordn et. gesagt werden. 

Wollte ich mich hier tiefer in die Exposition der Logik einlassen . so wäre 
nun leicht zu zeigen, dass bei passender Auffassung auch der verneinenden Ur- 
theile, und mit Hülfe eine» Uruudsatze» für die Umwandlung der letzteren, sich 
überhaupt der Syllogiamus in allen Minen Figui:en auf den vorsteheuden ShAb (A) 
Barflokfahren Ittaat, daaa jener Sats eoiuit das Wesen aller VemanftsohlOase, der 
Syllogismen wie der KettenschlQsse bildet. 

Ich begnüge mich indessen, nur folgende leicht zu rechtfertigende Sätze noch 
auszusprechen, von d^nen später mehrfach Gebranch gemacht wird. (Vergleiche 
z. B. den zweiten Abschnitt des vierten Kapitels.) 

(D) Unterordnung tmtcr eitlen eifideutigen Ausdruck ist GleichJieit, 
Wenn Bf und B nur einen Werth hat, zum Beispiel B = b ist, 
so hat auch A eben diesen Werth b und ist folglich : A^ B. Die 
Gleichheit kann somit als eio specieller Fall der Unter- sowohl als 
der Ueberordnung angesehen werden. 

(E) ht gleiehMeUig A^B und A^B, so mms A^B sein. 

b 



(F) Sei A={ ^„ uful B 



1' 

so muss, wenn alle a=^B und 



aUe b =^ A sind, auch A^ B sein. 

(6) Aus dem ZusammenbesMien der Bropositianen: 

a^A und a^B 

für eine Reihe von ISinsdwerthen a, a', a", . . . kann stets geschlossen 

werden: 

A^B, 

sobald nur jene Werthe die einzigen sind, deren der Ausdruek A fähig 
ist, sobald also die zwrife Propoftition für alle divjeni<)en FAnzeltverthe 
g^iltf welche — mit'a hezeirimd — die erste überJiaupt crfidlen können. 

Alsdann nämlich werden alle Werthe, deren A fähig ist, zugleich 
auch dem Ausdruck B zukommen, womit indessen keineswegs die 
Möglichkeit ausgeschlossen ist, dass umgekehrt der letztere B noch 
andere Werthe mehr besitzen könnte, deren A nicht fähig ist. 

Würden die zwei obigen Propositionen nur für den einen oder 
andern Werth a Geltung haben, sü liesse sich auch nur der Schluss 
ziehen : A (=) B, — 
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y. EliiBetxiuig und SiiiMlilieasiuig. 

21. SubstitaUon. 

Wie schon angedeutet wnrde, sieht man sich oft venuilasst, f&r 
einen Ansdnick einen andern za setzen; man ist z. B. immer hiezu 
berechtigt, wenn die beiden Ausdrücke einander gleich, oder wenn 
der erste dem zweiten fibergeordnet ist 

Das Verfahren, welches hierbei in Anwendung kommt, heisst 
Einsetsung oder SuhstituUon und ist die allerprimitirste Verrichtang, 
welolie in der Mathematik gefordert werden kann, aber auch der 
wichtigsten eine; sie muss deshalb von dem Anfänger auf das mannig- 
faltigste eingeübt werden. 

Um in einem Ausdruck, den ich c nennen will, für eine Zahl a 
eine andere Zahl h zu substituiren, ist es meist nicht thunlich, tlie 
Zahl a überall, wo sie sich in dem Ausdruck r tindet, wirklich aus- 
zulöschen ofler zu tilgen und dann h an tlie Stelle selbst zu setzen, 
die n bis (hihiii eingenommen hatte; man muss vielmehr dieses Ver- 
fahren mit einer JReprodurtion des Ausdruckes verbinden und das ge- 
wünschte Ergebuiss der Suhstitution ganz neu schreiben. 

Man beginnt zu diesem Zwecke damit, den gegebenen Ausdruck 
e in allen seinen Theilen successive zu copiren, nämlich ihn einfach 
abzuschreiben, soferne nicht die Zahl a, für welche b eingesetzt werden 
soll, sich darbietet. Sobald man jedoch auf diese zu ersetzende Zahl 
a stösst, muss man seines Vorhabens eingedenk sein und dieselbe nicht 
mit ihrem eigenen Zeichen a, sondern mit dem andern Zeichen h 
abbilden, welches für sie eingesetzt werden sollte — woran man 
nöthigenfalls sich durch eine Vorschrift a^h erinnern kann. 

In Anbetracht der äusserst häufigen Anwendung, welche die Sub- 
stitution in der ganzen Mathematik findet, Termiut man einen geeig- 
neten Kunstausdruck sowohl für die gu erset/mde (zu remphicirende, 
auszumerzende, zu eliminirende) Zahl a, als auch fDr die daffir ekm- 
Seieende (zu substituirende, zu introducirende) Zahl h, desgleichen end- 
lich für den ganzen Ausdruck e, in welchen b für a substituirt werden 
soll. Ich würde etwa die Namen: EUminand, Introdueend und Sub- 
stUtdiombasis emj^iehleu] der neugebildete -oder transformirte Ausdruck 
wäre endlich als das SubsÜiuHonaresuUat zu bezeichnen. 

Die Substitatioii wird nicht aar bei Zahlen im grOaaten Umfange ausgefibt; 
ue iBt aach daa Qnmdelmeut und ihre reine Ausbildung und Darlegung dae 
Ideal der dednctiven Methode flberhanpt, indem alle rdn logiaehen Sehlnasfolge- 

rungen, soferue sie nicht blosse Umschreibungen und ZuBammenfaBsungen sind, 
schliesslich darauf hinauslaufen , dass in einem Urtheile [kraft eines andern) ein 
allgemeiner Begriff durch ein zu seiner Kategorie gehörendes bidiTiduum oder 
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ein weiterer ßegriff durch eineo engeren, der in ihm entlialten i«t» ersetzt wird. 

R«'i allen dtdnctiven Schlnssfolj^erMns'en wird, wie schon einmal BOgedeatet, &n 
untergeordneter Begriff für den ilim übergeordneten substituirt. 

Die Vei'tnuschung bestellt in einer gleichzeitigen Ausführung ge- 
wisser Substitutionen. Es werden a und h miteinander vertauscht^ 
wenn sowohl h für a su1)siituirt, als auch a an der Stelle eingesetzt 
wird, wo vorher h stand. Desgleichen werden mehrere Zahlen unter 
sich vertauscht oder pc^fnuHrt, wenn jede derselben durch eine andere 
von ihnen ersetzt wird. — 

Die Ausführbarkeit aller Substitutionen und Yertanschungen bildet 
ein Postulat bei allen Deductionen. Im übrigen kommt es dabei noch 
auf ein richtiges Beobachten der Snbstitutionseigebnisse an. 

Wenn zum Beispiel an einer bestimmten Stelle fttr a erst h und 
ftlr b dann e gesetzt wird; so lehrt die Beobachtung, dass das ür- 
gebniss das nämliche ist, wie wenn für a sogleich e gesetst worden 
wäre, und dasselbe muss überhaupt der Fall sein bei jedem Ausdruck, 
der das Zeichen b nicht enthält. 

In Folge dessen wird denn auch tlic voll/jjgcne Vortaiiscluing 
zweier Zeichen durcli eine darauf folgende abermalige Vertauscliung 
derselben Zeichen wieder aufgehoben. 

Einen Aiisdnick. der die /,u ersetzende Zahl gar nicht enthält, 
lässt die >Sul>stitutiun gäii/licli unverändert. Soll überall, wo a steht, 
h gesetzt werden, uud hudet sich a nirgends, so bleibt natürlich alles 
beim alten. — 

22* Gebrauch der Klamnem. 

Wenn oben jjesajLct worden ist, dass «bleiche Zahlen für einander 
gesetzt werden dürfen, so ist jedoch eine \ orsichtsniassregel dabei nicht 
ausser Acht zn lassen. Hätte man z. B. 5 mit G zu multipliciren, also 
f) . 0 zu l)ilden, und würde man, da 5 ^ = 2 -\- ist, statt 5 ohne wei- 
teres 2 3 schreiben, so könnte niemand dem Ausdrucke 

2 + 3.6 

ansehen^ dass die ganise Summe 2 -|- 3 mit 6 multiplicirt werden soll; 
vielmehr wQrde man beim Anblick jenes Ausdruckes eher auf die Mei- 
nung gerathen, dass das Multiplicationszeichen sich nur auf den letzten 
Theil 3 der Summe 2 -f- beziehe, welcher demselben zunächst steht. 
Der Werth des (ianzen würde sich alsdann = 20 anstatt = 30 heraus- 
stellen. 

Um nmi derartige Zwoif(d zn beseitigen, wendet man eine Khim- 
mrr oder Part nthese an, und schreibt für b . G nunmehr vollkommen 
unzweideutig : 

(2 + 3) . G = 30, 

Sohr&der, Lehi1>uc1i 4. Aiithm. «.Algebra. I. 8 
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[lies: Klammer 2 -f- 3 geschlossen X ß, oder Parenihesis 2 + 3 clau- 
datur X (')|, im Gegensätze zu 2 -|- (3 . 6) = 20. 

Ueberßüssig ist denuiacli die eine Zahl oder einen Ausdriuk um- 
scliliessende Klammer, sobald dieser Ausdruck für sich steht und nicht 
weiter mit andern Zahlen zu verknüpfen ist. Aber auch in dem Falle, 
wo mit einer Zahl noch Rechnungen vorzunehuien sind, ist die Ein- 
klammenuig derselben unnüthig, wenn sie durch ein einfadtes Zahl- 
zeichen, einen liuchstaben oder eine ZifVer ausgedrückt ist. 

Die üherpi'issige Klammer bildet, wie s-rlioii cinina! aiuleutttiigsweise benutzt 
wurde, ein noch für andere Zwecke dispuniMfs Muik/.eichen. 

Ganz anders verhält es sich, wie oben gezeigt, in dem üusserst 
häutig vorkonuneuden Falle, wo der Niune oder Ausdruck der durch 
Rechenzeichen mit andern zu verknüpfenden Zahl selber aus mehreren 
Zahlzeichen zusammengesetzt ist, durch deren Verbindung mittelst Opera- 
tion szeichen die ßüduiigsweise jener ersteren angedeutet wird, lu 
Uetretf der Einschliessiuig merke man daher die Vorschrift: 

So ofl mit einem gusammcngeseteten Ausdruck irgend n'ne TM^^ 
nung vorgenommen werden soU, so muss derselbe eingeklammert imdfti, 
nnd zwar: damit man nicht auf die Meinung gerathe, das Zeichen 
der erwähnten Rechnung beziehe sich nur anf den ihm zunächst 
sieheudeu Theil des Ausdruckes. 

Die Klammer, durch welche ein Aiudradk ».eingeMhloBsen" wird, vertritt 
eigt iitlich die Stelle einer densell-en rings umgebenden und von andern Zahlen 
trenurudeii Hülle, etwa einer gcBchloaseuen Curve. Da man indest^en stets auf 
der Zeile schreibt und auch entlang derselben rechnet, so kann durch die doppelte 
Ualbklammer ganz derselbe Zweck erreicht werden; er könnte oft ebenso gut 
durch eine fiber oder unter den Ausdruck geschriebene Halbklammer, durch einen 
wagereehten Strich erreicht werden, wie etwa in 

2+3.6 oder 2 4-3 .6} 

ein solcher hat jedoch als verlängerter WureeUtricht sowie alt Bmdutridi eiae 
anderweitige Verwendung gefunden. Wenn daher auch an Stelle der Klammer 

der wagcrcchtc Strich nicht eingeführt werden kann, so wird dagegen durch den 
let/tertu da, wo er sich ohnebin vorfindet, die Klammer in der Tbat oft ent- 
behrlich gemacht. 

Der Bruch- oder Wurzelstrich ersetzt die Klammer sehr ult in solcheu 
Fallen, wo die Operationsseidicn sich anf der Zeile selbst, oder wenigstens gerade 
über oder unter derselben befinden; so s. B. bei Va + was von Ya-^-h, sowie 

bei ^"^^ ^ was von a 4- — schon von selbst hinreichend unterschieden ist etc. 
c c 

Jedoch in einem Ausdruck wie worin Zahlen in sdirftger Richtung ver- 

knüpft werden, dürfte ungeachtet des iiruchstriches die Klammer olieubar nicht 

nnterdrfickt werden, da derselbe sonst von -y- «■ ■ ^ ^ nicht genügend unter« 
scbeidbar wftre. 
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Aach da endlich , wo eine mil tmem BUHUiunengesetsteii Ansdrack Tona- 
nebmende Op^tion durch eine veränderte Stellung dieees AmdmckeB Aber oder 

unter der Zeile markirt wird, wie in ^ c^''+*>, ist die EinaohlieaBung ?on 
Tomberein unnSthig. 

Da das Sdireiben zahlreicher Parenthesen sehr lästig ist, so sucht 
man diese überhaupt mdglichst za ersparen. Dass es in der That 
gelingt, sie TerMltnissmSssig sehr selten zn madien,. ist aber Tor- 
nehmlich folgendem Umstände zu danken. Wie sich zeigen wird, kön- 
nen eigentlich nicht mehr als girci Zahlen auf einmal durch eine lUeli- 
nung miteinaiKlcr verbunden werden. Ein Ausdruck, in welcheui drei 
Zahlen durch Operationszeichen miteinander verbunden sind, wie z. B. : 

a — 6 + c, 

hat also nur insofern einen Sinn, als man sich erst zwei von diesen 
drei Zahlen (durch eine Klammer) zusammengefasst uud dann das 
ErgebDiss mit der dritten Zahl yerknüpft denkt. Eine Klammer kann 
aber hier nnr auf zwei Arten gesetzt werden: entweder um die beiden 
ersten oder nm die beiden letzten Buchstaben herum, wie 

(a — h) c und a — {h -\- c)] 

die erste und die letzte Zalil näinlicli können deshalb nicht zusammen- 
gefasst gedacht werden, weil sie durch die mittlere getrennt erscheinen. 
Da es deinnach nur darauf ankommt, jene beiden Ausdrücke zu unter- 
scheiden , so kann man sicher die Klammer in dem einen Falle stets 
weglassen, wenn man sie für den andern gewisseuliaft beibehält. Die 
Klammern dürfen sogar alle beide weggelassen werden, wenn die Aus- 
drücke^ auf deren Uiiterächeiduug sie hinzielen, den gleichen Werth 
haben. 

Sind in einem Ausdruck mehrere Klammern vonnothen, so pflegt 
man sich zur Erleichterung der Uehersicht verschiedenartiger Klam- 
mem zu bedienen: der runden ( der ecJeigen [ }- und der geschwun- 
genen ^ 

Da sich mit einem eingeltlammerten Ausdruck erst dann weitere 
Rechnungen ausfuhren lassen werden, wenn man bereits den Werth 
desselben kennt, so ergibt sieh fQr die Ausrechnung von ineinander 
eingeschachtelten Ausdrficken die Regel, dieselbe jederzeit in der Rich- 
tung von innen nach aussen vorzunehmen. 

VI. Anwendimg der Buchstaben. 

23. Literale und namerisclic Zahlen, 

FOr den Anfönger muss noch der Gebrauch der Buchstaben ge- 
rechtfertigt werden. 

8* 
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In der aJJ(/emcinefi Aritlimdik oder BHrhstahenrechnnny Ijeilient 
man sich derselben, um irgend welche Zahlen zu bezeichnen, welche 
alsdann BucJiSk^engrösscn oder llfcralr Zahlen genannt werden, im 
I Gegensatz zu den mittelst Einem oder Zittern dargestellten munerisehm 
Zahlen. 

Gewöhnlich werden dazu die kleinen oder grossen Buchstaben des 
lateiniaehen oder 'griechischen Al])habete8 benutzt. Um jedoch die 
Anzahl der zu Gebote stehenden Zeichen, welche sonst nicht grösser 
als die Anzahl der Buchstaben jener Alphabete: 

O, hf c, d, , , . 

^ , U y (J y , • • • 

a, ß, ö, . . . 

yi j H f I j J j ... 

wäre, ins unbe«j;n'ir/le zu vernieliren, nimmt man sehr oft anch nu- 
mn'irte Buchstaben, d. h. Buchstaben mit rechts unten anijjehiinot«^n 
Zahlzeichen, welche SteUmseigvr {Indices, iSuljixe) genannt werden, 
wie z. B.: 

(sprich: a mitctt n). 

Nicht selten kommen sogar mehrfache Indices in Anwendung, z. B.- 
doppeUCf wie bei: 

1> ^t,9f 6«,8> • • • 

Ungern dagegen setzt man die Stellenzeiger über den Buchstaben, 
wie m* 

a, rt", «W, 

(sprich: a prlm, a secund, oder a ewei gestrichen etc.) und drückt sie 
alsdann durch römische Ziffern aus, oder klammert sie ein, weil eine 
rechts flbergeschriebene Zahl eine andere Bestimmung erhalten hat, 
nämlich die, als ein Exponent zu dienen. 

loh bemerke bei dieser Gel^nheit, daBs wir oft, wenn n eine beliebige 
Zabl bedeutet, die Tocbergehende mit « — 1, die xweitvorheigehende mit n — 2 
bezeichnen werden, ohne noch im übrigen aber die SabtracUon irgend etwas 
ToniUBznsctzon ; die nachfolgenden Zahlen heisren: n ~f- 1 , n-}-2, lind so fort, 
sodass die Keihe der nach ihrer Grösse geordneten Zahlen lautet: 
1, 2, 4, . .. n — 2, » — 1, «, w + 1, « -f- 2, . . . 

Ich werde librigens von dieser Bemerkung lediglich bei Stellenzeigcrn Ge- 
brauch raachen, und ist demnach beispielsweise iintnr a^^ j eben nur die Zahl 
zu vorstellen, welche in einer von uns gedacliten ZahlL-nreihe «j, Og, ... der 
irgouUwauii oiunial vorkommenden Zahl unmittelbar voran<,'oht. 
Die Punkte . . . sind das Zeichen ffir „und so weiter (bis)". — 
Wir werden uns also unter jenen Buchstaben stets irgend welche 
Zahlen vorstellen, und zwar im Laufe einer Rechnung oder Unter- 
suchung unter demselben Buchstaben, so oft er wiederkehrt, immer 
die nämliche Zahl. Mit verschiedenen Buchstaben bezeichnen wir 
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Zahlen, welche versehiedci] i^^edaclit werden dürfen, aber in besondem 
Fällen auch einander gleich angenommen werden können, also im 
allgemeinen gänzlich Ton einander unabhilngi^ sind. 

Es ist nun nachzuweisen, dass eine solche Verwendung der Buch- 
staben einerseits erlaubt und andrerseits, dass sie vortheilhafl ist. 

24. Berechtigong su Jener AnwenduMT« Prinelplen der NomeneUtar« 

Das ersterc Icuclitrt oliiie weiteres ein, da Missverständnisse daraus 
<l(>('h nur (laiin hervor^elu ]! köiiiitcii, woiin die F^uelistaben eine ander- 
vvuiti^^L', eine ihnen eigenthiinilichc 1 'x'deutunii: Iiiltten, was ja bekannt- 
lich nicht der Fall ist. Wer ü)>er das \Vesen der Nonienclatur oder 
HcscichninKj auch nur einii^eriuassen nachgedacht hat, wird überhaupt 
den folgenden Grundsatz zugeben: 

Ein- Zeichen, welches »ocÄ keinen Sinn besitzt, kann als Name für 
jeden hdieldgen Gegenwand verwendet werden, ohne dass dadurch Ter- 
wechsdungen oder Missoerstandnisse hervorgerufen werden konnten. 

Es vorhält sich mit dergleichen sinnlosen Zeichen ähnlich wie 
mit einem herrenlosen Gut, das dem ersten besten gehört, der es findet 
oder es der Mühe werth hält^ dasselbe aufzuheben. Auf diesem Gebiet 
(dem der Nomenclatnr) wenigstens liegt keine Verpflichtung vor, .etwas 
so oder so su halten, so lange noch nichts darüber ausgemacht ist, 
lind wo es sich nur um eine üebereinkunfk (Convention) handelt, kann 
man — so lange man keine Versprechungen gegeben hat — auch an 
Gesetze sieh nicht i^a'hunden erachten. 

Dass andererseits die Beschränkung, das Zeichen, worüber dis- 
ponirt wird, solle noch ausdruckslos, ohne 8inn sein, eijie wesentliche 
ist, wird sofort klar, wenn man sich die Confusion vergegenwärtigt, 
die entstehen muss, falls unter einem Wort zweierlei verstanden wird — 
falls z. B. in einer Gesellschait zwei Pei^oneu den gleichen Namen 
tragen. 

Der obige Grmidsatz, der die Freiheit der Bezeichnung garantirt, 
l)ildet somit in der That die erste Hasis, auf ( I rund von welcher behufs 
' . der Namengebung eine Ucbereinkunft zu Staude kommen ki'nnite und 
findet dieser Grundsatz in der That in der ganzen Mathematik die 
ausgedehnteste Anwendung. Namentlich bei allen ConTentionen , die 
nur für den Augenblick, für «ine hurge Weile geschlossen werden sol- 
len, kann man ihn ganz unbedenklich befolgen und braucht sich nicht 
einmal an Gebranch und Herkommen — an das „usus est iyrannus'' — 
zd kehren. Des weiteren hat man sich dabei nur durch die Rücksicht 
auf zu erzielende Vortheile hinsichtlich der Bequemlichkeit der Aus- 
drocksweise leiten zu lassen. Eben dadurch aber, dass letzteres in 
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geschickter Weise gesclueht| und von jener Freiheit der Bezeichnung 

der geeignetste Gebraveh gemacht wird, wird die Mathematik selbst 

einem ihrer Hauptziele näher gebracht. Da nämlich auch die Ge- 

danken au Worte und Zeichen geknüpft sind, so wird durch ein weises 

Haushalten mit jenen Zeichen auch auf eine möglichste Ersparniss an 

Gedankenarbeit hingewirkt, und die Mathematik zu einer Oekonomik 

des Geistes nicht minder als der Sprache herangebildet* 

Wir werden beaonders im dritten Bande sehen, wie ans der Aasdebnang 
des obigen Gnindaatses auch auf Bolohe Zeichen, die ihre .Sinnlosigkeit nnr dorn 
Umstände verdanken, daes sie aus Binnvollen Zeichen in einer absnrden Wdse 
zusamroeDgesetzt sind, ein eminenter Gewinn gezogen nvird. 

Die Berechtigung zu einer beliebigen Anwendung der Buchstaben, 
namentlich also auch zur Bezeichnung von Zahlen, steht mithin über 
allem Zweifel, und auch die Gefahr, etwas inhaltsloses oder sinnloses 
auszusagen, wird wegfallen, wenn man sich nur jederzeit Ober den 
Sinn, welcher den Buchstaben beigelegt werden soll, gehörig verstan- 
digt hat. 

86. Beweggrund and Torthelle Jener Aawendang. 

Der Nutzell al)er, den diese Veiweudung der Biielistaben gewäh- 
ren kann, ist ein niaiiiiigfaelier, iiiid soll nun Punkt für Punkt be- 
leuchtet werden, da sich einige nicht unwichtige Bemerkungen darau 
knüpfen. 

A) Audi abgesehen von ihrer Bedeutungslosigkeit eignen sich 
die Buchstaben sdion dadurch, dass sie jederuiauri bekannt, möglichst 
leicht mittheilbar und von unül)ertrell'Iicher Kürze sind, überhau|jt 
am besten dazu, Namen abzugeben; sie erapfelileii sich vor allen an- 
dern Wörtern oder Sprachzeichen zur Bezeichnung von solchen Dingen, 
die noch keine Benennung gefunden haben oder für eine kleine Weile 
eines neuen Namens bedürftig sind. Sie werden deshall) auch ander- 
wärts vielfach angewendet, z. B. in der Geometrie, um Punkte, Linien 
u. s. w. zu bezeichnen. In der reinen Mathematik jedoch bedeuten 
die Buchstaben in der Kegel nur Zalilen. 

B) Namentlich zur Darstellung noch unhckannlcr VjMen hat man. 
so die Buchstaben als bequemes Mittel zur Hand, und zwar pflegt 
man hiezu die letzten Buchstaben x, y, g, , . , des Alphabetes vor- 
zugsweise gern zu nehmen. Wenn ich*z. B. einen Haufen NGsse vor 
mir habe, so ist die Anzahl der NQsse eine bestimmte, denn ich kann 
sie erfahren,, indem ich die NQsse zahle; so lange aber das letztere 
nicht geschehen, ist sie eine unbekannte. Dadurch nun, dass wir 'sie 
(nicht die Nfisse, sondern deren Anzahl !) einstweilen mit x bezeichnen, 

.^langen wir den erheblichen Yortheil, dass wir ohne grosse üm- 



Digitized by Google 



VI. Anwendung der Bochataben. 39 

schweife von derselben sprechen und ?ielleicht solche L'iitersucbangen 
über sie anstellen können , welche uns schliessUch der Milbe, sie zu 
zählen, total überheben. 

G) Aber nicht nur unbekannte, sondern aucl^ bduinnte Zahlen 
werden oft vortheilhaft durch Buchstaben ausgedrfickt; diese Darstel- 
lung ist ja meistens kürzer als die Bezeichnung, welche die Zahlen 
in ihrem ausgcredineien Zustande mittelst Ziffern gefunden haben, 
und man wird also namentlich bei sehr grossen Zahlen oft wohl daran 
thao, einen Buchstaben anzuwenden, um den complicirten Namen der- 
selben nicht wiederholt anschreiben und aussprechen zu müssen. Ganz 
besonders trifft diese Bemerkunfr bei den irrationalen Zahlen gerne 
zu, ferner auch bei allen noch unausgerechneten Ausdrücken, mit 
welchen weitere Kechnungeu vorgenommeu werden sollen. [Vergleiche 
hiezu noch E) und F)|. 

Die Buchstaben empfehlen sich mithin schon zur Bezeichnung 

von hcslimmkn Zahlen. 

D) Weit erheblicher noch ist aber der Mutzen, welchen die Buch- 
staben als aUgemeine Zahlzeichen gewähren, um unbestimmt gelassene, 
ganz beliebige Zahlen Torzustellen. 

Erst auf diese Weise gelangen wir dahin, Satze, welche von. un- 
endlich vielen Zahlen gelten, mit völliger Allgemeinheit und dennoch 
ohne Vergleich kürzer als in Worten — mittelst Formdn — /raszu- 
drOcken. Erst so lässt sich der Vortheil der grössten Kürze, den die 
Zeichensprache gewährt, mit dem Vorlheil der höchsten AlU/enicinhcit, 
welcher der Worts] irache oi<(on ist, vereinigen. 

Es wird passend sein, dies an eiiiij^^eii einfachen arithinetischen 
Sätzen zu erläutern, von deren Uiclitic,dioit sich der Aiitäiif^er einst- 
weilen auf empirischem Wege, durch l'robiren, überzeugen kann. 

So fasst z. B. die Formel: 

a . (6 -f c) ==» a . & + a . c, 

genauer: • = {a . h) -\- {a . c) 

eine Eigenschaft der Addition und Multiplication bei unbegrenzt vielen 
Zahlen vollständig und kurz zusammen, die mau sonst nur umständlich 
verbaliter zu beschreiben im Stande wäre. Es ist nämlich insbeson- 
dere: 5 . (3 -f 4) — 5 . 3 + 5 . 4, ebenso 7 . (8 + 1) = 7 . 8 -f 7 . 1, 
2 . (4 -1- 2 . 4 -|- ^ • 9| und so weiter ohne Ende fort; kurz: 
welche Zahlen man auch an die Stelle der Buchstaben a, h, c setzen 
mag, so erhält man immer eine richtige Gleichung. 

Als weitere das Interesse des Anfängers gerne fesselnde Exempel 
empfehlen sich unter andern noch die Forniehi: 
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a • a — = -|- ?>) (tf — ft), 

1 + 3 + 5 H 1- (2m 1) = h • n, 

l-2 + 2-3 + 8-4+--- + t»(it+l)- "'" + '^'"+*\ 

1.2 + 2.8+ 8^4+ + etc., 

weklie .silinintlicli dvr reinen Matlieniatik (uler /alileJilelue entnomuieii 
sind. Die uiiendlii'li nianni^tuHij^eii Kiille, wo eine Zahl nirlil, ;><)Wohl 
durch eine bestiniinle aritliineiisehe IJihlunj^sweise, als viehnelir durch 
ihre JJenennunjjj delinirt ist (wie in der (Jecunetrie /. H. diu Anzahl 
der I)ia«,'()nalen eines 3, -1, 5, . . . n Eckes), übergehe ich hier alü 
dem (jiebict der angewaiidteu Mathematik angehörig. 

„Es ist klar, dass es nicht ausreicht, zum Ausdruck <lerartiger 
Gesetze bestimmte Zahlen zu wählen, weil es den dal)«3i erhaltenen 
(ileichungen sieh nicht ansehen lässt, dass sie uui h für beliebige andere 
* Zahlen gelten. Sonst könnfe man ja aus der CJIeichung 2 .2 ^ 2 -\- 2 
mit demselben Itechte schliessen, dass auch 3 . 3 » 3 -|~ ^ wäre!'* 
(M iiiler 1. c.) 

An den hiermit eiugeführten Begriff der Formel knüpfen sich 
nun 90 mannigfaltige Betrachtungen, dass ich es ffir gut finde, die- 
selben auf eine folgende Nummer zu versparen, und vorerst die be- 
gonnene Aufzählung über die Nützlichkeit des Buchstabengebrauches 
zu beendigen. 

E) Die unter C) angeführten Vorzüge finden nicht nur eine Stei- 
gerung, sondern auch eine vortheilhafte V erschnielzuni; 111 il den sub 
D) angedeuteten in dem Umstände, dass diu lleclinungeji; welche über- 
haupt mit lileraien Zahlen gelordert wordeu künueu, weseutlicü leichter 
bind, als diu mit numerischen Zahlen. 

Um z. B. zwei Zahlen a und b zu addireii, zu subtrahiren, zu 
nndtipliciren oder zu dividiren, braucht mau blos resp. {respcdive = 
beziehungsweise) 

a-^b, a — h, a . 6, ^ 

zu bilden (zu sagen oder zu schreiben). 

Man wird daher, wenn etwa eine Aufga))e zu h")S('n ist, oft wohl 
daran tbun, Buchstaben an die Stulle der Zahlen wertho zu setzen. 
Durch die Verbindung <lieser Ibichstaben deutet man an, welche Kech- 
nungen nut den Zahlen voi ^i noinmen werden sollen, und führt erst 
dann an Stelle der Buchstaben die Zahlen wieder ein, nachdem diese 
Uedmungen auf möglichst einfache zurückgeführt sind. 
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x\lle diese Uinformiiii^eii könnten zwar auch mit ilen bestimmten 
Zahlen ebenso leicht vorgcuommen werden, weiiu von dem sub C) 
gcsiigteu abgesehen wird; allein dann hätte man in jeder ähnlichen 
Au^abe, in der nur die Zahlen andre Werthe haben, wieder von 
vorne die nämlichen Umformungen auszuführen, wShrend es durch die 
Buchstaben ein für alle mal geschieht und dadurch die Allgemein- 
güliigkeit der arithmetischen Gesetze erst ihre volle Verwerthung findet. 
Manche Aufgaben aber drangen solchermassen sich wirklich in so 
häufiger Wiederholung auf, dass bei ihrer Behandlung im einzelnen 
schon die kleinste Ersparniss äusserst schätzenswerth erscheint, und 
dass vollends durch ihre vereinte Erledigung im ganzen eine unbe- 
rechenbare Arbeitserspamiss erzielt wird. 

F) Als ein Vorzug der Anwendung von Buchstaben, wefcher mit 
dem vorigen im Zusammenhang steht, kann endlich noch hervor- 
gehoben werden, dass Buchstabenausdrücke das Gepräge ihrer Ent^ 
stehung hartnackiger festzuhalten pflegen, als Ausdrücke, die aus 
numerischen Zahlen zusammengesetzt sind. Hat man z. B. den Aus- 
druck a . {b (•) \'\\v die bestiinmtcn Werthe a = 5, fta=a3, c = 4 
bproclinet, so l<aiiii man dem Resultat .Sö diese Entstobuiii,' nicht 
JiR'lir ansehen, während der Huchstabenausdruck sie stetstort zu er- 
kennen m})t. So lie<ct .ilso in der Aiiwriidiin'j; V(»n liuclistaben eine 
gewisse (iarantie dagegen, dass niclit mühsame numerische iiechuuugeu 
unnöthigerweiöc ausgeführt werden. 

VII. Formeln imd Functionen. 

2tt. Analytiscke und synthetische Cleiohmigen. 

Wir haben unter litera D) der vorigen Nummer den Gebrauch 

der Buchstaben als allfjrmcinur 'Äuhlvn uiulivirt und sind dabei zu dem 
Begrill" einer ti^auieu Art von (jJleichuugeu gekojnmen, welche Formeln 
genannt wurden. 

Fornid heisbt überliaujii judr lielafion, in welcbcr dergleiclien , 
allgemeine Zahlzeichen vorkonmicn. Ist die ludation etwa eine (ilei- 
chun;r, so kann sie, insoferne man sich Ix'ide Seiten ilcrselbeii ans- 
gerechnet ilenkt, wo dann links und rechts j;enau dasselbe steht, auch 
aina JilciUität genannt werden (identitas, von ideui); der letztere Name 
kommt jedoch auch einer Gleichung zwischen ganz l)e.stiinniten Zahlen 
zu, wenn ihre Ri( htiL^H<( it sich von selbst versteht, d. h. nach den 
Regeln der Arithmetik nachgewiesen werden kann. 

lUswuitcn *), werden noch die Bezeicbnangen Formel (rormula, als Dimwu- 

*) Z. Ii. in dem bekannten Lehrbuch von Baltzor. 
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tivuin von forma, Form) und Auadruck (wörllidi: cxprcssio) darcbrnfiaader ge- 
worfen, und sebebeo beide unprünglioh allerdiogs von sehr verwandter Beden, 
tnng geweaen wa wein. loh glaube indessen, daas man wohl daran thun wird, die 
beiden Wörter auseinander »u halten und die Trennung, die der Sprachgebraacb 
bezuglich ihrer RedculMncr gcöchiilfen hat, nicht tendenziös aufzuheben. 

Ks int hier der Ort, auf die Eiutheiiuug . der Eelationen überhaupt etwa» 
näher einzugehen. 

Eine Itelation enthält entweder bloü numerische Zahlen, wie z. B. die 
tileidiang: 

14.34.54.74.9^.11*4.13^15-1- 17 + 19»i00, 

oder die Ungleichung: 

2 + 8<S.3, eto. 

und sie ist dann einfitch entweder ruMig — d. h. im Einklänge mit den fiber 
Zahlengleicbheit und Bedeutung der ÄuBdrilche getroffenen FestBetsungen — oder 

falsch (imd im erütercu Falle, wo sie eine Gleichung iHt, wie gesagt idenHaA). 
Oder es kommen in der Relation — ausoer vielleicht einigen ans Ziffern zuaam- 
mengesetzten Zahlen — auch norh andere Zahlcnsymbole VOr, als welche bekannt^ 
iich BucliBtiiben ausscliHcsshch verwendet werden. 

In dem letzteren Falle aber kann von voruhereiu nicht darüber eutächiedeu 
werden, ob die Relation richtig oder falsch sei, da dieses davon abhängig ist, 
welche Bedeatong man den Buchstaben beilegen wird, and in dieser Besiehung 
stellt sidi sogleich ein capitaler Unterschied herans — namlicb: 

Wofeme man sich nur aaf einem bestimmien (wenn auch unbe- 
grenzten) Zablengebiei^ bewegt^ kurz auf einem Zahlengebieie^ welches 
zwar beliebig ausgemacht worden sein darf, aber als bekannt voraus- 
zusetzen ist, so bemerkt man, dass es Relationen gibt, in denen 
man allen darin vorkommenden nuthstaben jeden beliebigen Werth 
(aus dem gedachten Zalilengehiete) beilegen kann, ohne ihre Ivichtig- 
l<eit zu beeinti'ächtigeu, während bei anderen Uelationen dieses uidit 
der Fall ist. 

Die ersteren sind uiisre Fctrinelii, und sie werden auch — obwohl nicht 
ganz cingeniessen — aiKthills'lic (ileicliiiiigeu (resj). Ungleieliuii;j;L'ji) ge- 
iiannl; das gedachte Zahlciigebiet bildet das (J ültigkcitsbereich derselbea. 

Im (Jegeiisatz dazu lieissen die letzteren sytifJu f/srjir (Jhiichungen. 
In einer s(dchen treten zwar ebenfalls I^uchstaben auf, jedoch nicht 
in der ICigenschaft allgemeiner Zalilzeichen, sondern — woferne es 
überhaupt innerhalb des vorgeschriebenen Zahlengebietes solche Werlhe 
(„Wurzeln") gibt, welche sie erfüllen — nur um eine ganz bestimmte 
Zahl oder wenigstens eine gewisse Reihe liesondrer Zahlen zu ver- 
treten. Die synthetische Gleichung kann also dazu dienen, um gewisse 
Zahlen vor den übrigen hervorzuheben, um sie gemäss gegebenen Be- 
dingungen oder als Mittel zur Erreichung gewisser Zwecke zu be- 
stimmen. 

So ist auf dem Gebiet der gemeinen Zahlen z. B. die Gleichung: 
(a -{-l) -^b'Mma, desgleichen 2{X'\'di) — 2x -\-ß eine analytische 
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Gleichung oder Formel, weil sie gültig ist, welche Zahlen mau auch 
unter b, x sich vorstellen mag; dagegen ist: 

2x + l^2 



eine synthetische Gldchungi weil sie nnr in dem einen Falle richtig 

sein kann, wo x die bestimmte Zahl 4 repräsentirt. 

Nach den gesagica wird man heiaidekweise moo tnuuMceudeote Gleicbang 
mit unendlich vielen Wnrseln sowohl als eine analytische wie auch als eine syn- 

thetische ansclicn können, je nachdem ihr Gültigkeitsbereich ein vorgegebenes ist 
oder nicht. So ist etwa die Gleichung tgn«»0 eine analytische zu nennen, 
wenn hcreits aiiPfjeniaclit ist, da«« n eine ganze Zalil vorKtollm soll; im andern 
Kall, wenn dio HescliiiHenheit von n noch dahinsteht, riin; KyntlietiHclie. In den 
höheren Gebieten der Mathematik kann jedoch der Unterschied zwischen einer 
analytischen und einer synthetischen Gleichung aaeh darein verlegt werden, dass 
an die ersiere die Anforderung gestellt wird, ihr Gflltigkeitsbereich solle sich 
über Werthe erstrecken, die in steligem Zusammenhange miteinander stehen oder 
ein contiuuirlichea (iebiet auBfallen. 

Zur Untorschcidnn^ von analylisclien und sYnthcHstlirn tJlri<liiinj^on h.il>pn 
auch < inige Autoren die ^iaiueu „Gleichheiten" und „Gleichungen*' einander 
gegenüber gctitellt. 



Das charakteristische für eine Formel oder analytische Gleichung 
war nach dem obigen, tlass sie Hucbst;il)eii enthält, denen unbeschadet 
ihrer Uiclitigkeit beliebige VVerthu (aus dem Zableugebiet) beigelegt 
werden können. 

Und zwar gelii darans hervor, dass in einer Furnicl für je<le IJiicli- 
>labengiössc li( mir eine l)eli«dii^re hcsliinmfr Zahl ciiii^'t'selzi werden 
darf, soiidcrn aiicii irü:»'nd ein anderes Zeiclien, wtdclies wieder eine 
, (tll(ßf)if(iiu Zahl vorstellt, kurz, lin ^anz heliehiger einfaehor oder zu- 
saniniengesetzter Ansdruck — der letztere, falls er nur vorächriits- 
inässiL( eingeklammert wird. 

»So gut zum Heisjuel a . (h c) = a . b a . c ist, nuiss auch 
:c . {b -\- c) = ci' . h -\- X . c sein, denn das Zeichen x stellt in gleicher 
Weise, wie der Ibicbstabe a, an dessen Stell'* es gesetzt ist, eine Jiucli 
nnbestimint gelassene Zahl vor, o<ler: die Zahl, die « genannt wurde, 
hätte auch x genannt werden können, weil bei <ler Namengehnng üher 
die Wahl des Ibichstabens keine Yorschrii't existirt. Desgleichen folgt 
auch poch : . (?/ -f je) = as . y + jc . iE? , ferner: (« — /J) . -|- 
= (« — ß) . y {a. — ß) ' 1^, und so weiter. 

Rei einer Formel tritt also der I all ein, tlass man nicht uiur 
gleiche^ sondern auch verschiedene Zahlen nnnmschränkt iÜr einander 
setzen darf, und bietet die Substitution somit «in Mittel, um aus ciuer 
g^ebenen Formel oder Gleichung noch deren neue ohne Ende fort • 
absuleiten oder zu folgern. 
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Werden so in einer Formel durch eine Substitution neue Zahlen 
eingeführt, die von besonderem Interesse erscheiüen, so sagt man, es 
werde die allgemeine Formel auf diese besondem Zahlen angewendd. 
Wenn namentiich die Formel eine Gleichuug ist, so findet diese An- 
wendung in der Regel in der Absicht statt, um eineu gegebeneu Aus- 
druck in einen gewünschten umzuformen. Alsdann nämlich spricht die 
Formel die Erlaubuiss aus, die eiue Seite derselben durch die andre 
er-setzen. 

In (licsLT Weise uW lasst sich die Formel ofVenbar auf rjwci Arten 
:iii\V( ii(l<'n j je iiaclulem die linke Seite in die rechte, oder die recht« 
Seite in die liidve umgtiwandelt werden soll. Jede Seite der (ileichuui,' 
enthält eine ivechenvorsehrift , nnd die (ileicliuni^ sagt aus, dass die 
liereclmung der beiderseitigen Ausdrücke, wenngleich die Arbeit dalx'i 
eine andere ist, /um nämlichen llesultut liihrt; es kann darum Vor- 
Iheil bringen (und autorisirt man sich el)en durch die Formel dazu\ 
statt der eiueii Uechenvorschritt die andre zu befolgen oder auch um 
gekehrt. Gewöhnlich sind auch noch die Zahlen, au welchen jene 
Kech innigen vorgenommen werden sollen, anders bezeichnet, als die 
in der Formel vorkommenden, sodass der Uebergang von der einen 
'/ur anderji Seite derselben zu verbinden ist mit Substitutionen für die 
dabei auftretenden Zahlen. 

Zur Erleichterung dieses zusammengesetzten Gescluiftes kann es nun 
dienen, die Formel in Gestalt einer Beffel in Worte zu fassen, und vrird 
man nicht selten gut thun, die letztere sich einzuprägen. Je nachdem 
aber die Formel dabei von links nach rechts oder von rechts nach 
links gelesen aus der Zeichens{»rache in die Wortsprache fibersetei 
wird, d. h. je nachdem sie behflUHch sein soll, die Ueberftthruug eines , 
Ausdruckes wie des links stehenden in einen andern, der dem rechts 
stehenden nachgebildet ist, zu bewerkstelligeu , oder umgrekehrt, wird 
diese Regel ganz verschieden klingen , und liefert also eine Formel, 
in Worte übersetzt, im allgemeinen stvci Regeln, die im Grunde doch 
nur ein einziges llirorcm oder ein und denselben Lehrsatz ausdrücken. 

Jene beiden Iiegeln kininen übrigens auch vollkoniiueü gleicli- 
lautend auslailen, wenn nämlich die eine Seite der Formel durch blosse 
Vertauschung einiger Buchstaben in die andere verwandelt werden 
kann (was dann stets auch umgekehrt ausliihrbar ist) — wenn also 
die beiderseitigen Ausdrücke sich nicld durch ihren ßau, sondern nur ' 
durch die lienenmuigsweise darin v<»rkommemler Zahlen unterscheiden. 
In diesem nicht übermässig seltenen Falle wird dann die Formel eine 
symnhdriackc genannt 
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28. Constaute und rariable Zahlen 9 Functionen. 

Bei litera]en Zahlen wird noch eine Unterscheiduug gemacht zwi> 
sehen hesUindigen und veränderHchen Zahlen. 

Oben wurde gesagt, dass man sich unter einem Buchstaben, 
z. 6. a, im Laufe einer Rechnung oder Untersuchung stets die uäm- 
liehe Zahl vorstelle. Dies ist im allgemeinen richtig und kann auch 
immer aufrecht erhalten wenlen, iusoferne man, wo es nicht der Fall 
ist, beliauptcii kann, dass oinc nrnv Untersucliun<( bejijinno. In allen 
Theilen ein uiitl »lessolbcu Ausdruckes, sowie zu beiden leiten einer 
lielution, niuss jiHndings das nämliche Zahlzeichen, wo immer es auf- 
tritt, auch unbedingt die nämliche Zahl bedeuten. Im übrigen Jedoch 
sieht man sich sehr oft veranlasst, in einem ganzen Ausdruck, oder 
durchweg in einer Formel, demselljen Huchstal)en a der Ueihe nach 
verschiedene Werthe beizulegen — sei es nun, dass man die Formel 
so auf mehrere Zahlen anwenden will, indem ein Fall, auf den die 
Formel passt, sich oft wiederholt, sei es auch, dass man die Werthe 
der Ausdrucke^ die bei verschiedener Annahme der Buchstabengrossen 
aus einem gegebenen Ausdruck hervorgehen , unter sich vergleichen 
will. Kurzum: es müssen oft viele gleichartige einfache Untersuchun- 
gen aneinander gereiht und zu einer zusammengesetzten Untersuchung 
verflochten werden. 

Man pflegt nun in diesem Falle die Zahl ä eine veränderUdte Zahl 
oder eine Variable zu nennen, und im Gegensatz dazu eine (litexale) 
Zahl, welcher man keine wechselnde Bedeutung untergelegt wissen 
will, eine unveränderlkhe Zahl oder Canskmte. 

Strenge genommen legt man dadurch der Zahl selbst eine Eigen- 
sehaft bei, die ihren Grund doch nur in unsrer eigenen Willkür hat; 
man sagt z. B. die Zahl a ändere «icft, wachse oder nehme ah, wahrend 
eigentlich eine jede Zahl sich fortwährend gleich bleibt und nur wir 
unsrc Aufmerksamkeit von der einen auf die andre lenken und dabei 
<len gleichen Namen von jener auf diese übertragen. Dieses Verfahren 
aber ist gerechtfertigt nicht nur durch den anschaulichen Vergleich, 
den es implicirt und durch die Beriuemlichkcit der Ausdrucksweise, 
indem dabei die Zahlen gleichwie auf einer l\eise die Gegenstände vor 
unserm Auge vornl)erzuziehen scheinen, sondern es ist aucii in vielen 
Füllen der innersten Natur der Sache angemessen , da die (variable) 
Zahl häuhg delinirt ist als Masszahl einer (»rösse, welche in Wirklich- 
keit in einer Aenderuug, im Zunehmen oder im Verschwinden, bc- 
gritfen ist. 

Die numerischen Zahlen bil(h-n Fniiiit ^'owisst iniassen das ntarre, feste, die 
Uteralen Zahlen aber das llüs»ige, bewegliche Kleuient in dem Organismus der 
Analysia. 
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Jedem Wcrthe oder Werthsysteine der verllnderlichen litt'ralen 
Zahlen entspricht''' dabei eiu bestimmter Werth des aus ihueu zu- 
sammengesetzten Ausdruckes j iiiunlicli derjenige, welclier sieh durch 
die Substitution jener Zahleiiwcrthe und Berechnung des daraus hervor- 
gcliendeii Ausdruckes ergibt — und man sagt: der Ausdruck Jiämji 
von den in ihm vorkommenden Variabein al) , er sei eine l''unction 
dieser Variabein ; die letzteren ihrerseits heissen auch die yiryumtiite 
der genannten Funeiion. |I>ie (Vmstanten dagegen, welche noch in 
dem Ausdruck vorkommen können, werden, werin sie literale Zahlen 
sind, bisweilen die Farnmctcr der Fuuctioii genannt.] Die Argumente 
nennt man häufig auch unalhihujicj rfrändcrluHie uud die Functionen 
derselben abhängig veränderliche Zahlen. 

So ist z. B., um auf ein früheres Exonipcl zurückzukoraraon, der Ausdruck 
fitl)^c) eine Function der drei Ar«^nmoiil(' (t, h, r; der Werth desselben hangt 
ledigiicli davon ab. wch lie Wcrtlif man den letzteren beilegt. Ebenso sind '2 n 1 
und Functionen vun n, und zwar .solche, von denen man B. sagen kann, 
dass sie gleich/.eitig mit n wachaeo; d. h. legt man dein m iiumer grü.säeru nud 
grössere Wertbe bei, so nimmt auch »* immer grOssere Werthe an. Für n 1 
ut «* » 1 ; ffir n = 8 ist n* o» 4; ffir « » 3 ist » 9, n. s. w. Ebenso ent- 
sprechen den Werthen 0, 1, 2, 3, 4, 6, ... von n besieh ungsweise die Werth« 
1, 6, 7, 9, 11, ... von 2« -|- ^ » ^- ^- [Sieht man a -f- xb nur als Functioo 
von o; an, 80 »ind die Conatanten a nnd h die Parameter dieser Function ] 

Wie nahe verwandt auch die Bezeichnungen ^^(analytischer) Aus- 
druck" nnd „Function", |sowie ^yOperationsglicd'' und ,,>4/v/?<ffie«<**] nach 
dem obigen erscheinen mögen , so sind sie doch keineswegs iden- 
tisch.») Z. ß.: 

(a -f- «) — (a — x) und 2 x 

sind ganz verschiedene Ausdrficke, dagegen die nämliche Function 
Ton X, Ob zwar der erste Ausdruck eine Differenz, der zweite ein 
Product ist, so muss doch — da nach den R^hi der Arithmetik hier 
beide stets einander ^deich sind' — einem beliebigen Werthe Ton x 
jedesmal der nämliche Werth des einen wie des andern Ausdracks 
entsprechen . Eben diese Zusammengehörigkeit bestimmter Werthe 
macht aber da.s charakteristische Merkmal der Kunetion aus. 

Eine veränderliehe Zahl «? heis.st überhaupt eine „Function ^' von 
einer (oder mehreren) andern \'aiiabeln x (resp. Xj y, s, . • •)> wenn 
eine Vorschrift gegeben ist, nach welcher zu einem Ijeliebi^en Werthe 
(resp. Werthsysteme) der lefztereu Zahleu jedesmal ein hcstimnUcr 
Werth jener ersten Zahl gehört. 

Es kann demnach zwar vieldeutige Ansdrücke, doch keine viclileutKjcu Fiiuo 
tionen geben, denn nach der eben anfgesteliten Detinition liegt das Wesen der 

*) Die Vermengnog dieser Begriffe ist ein Fehler, in den neuerdings z. B. 
Iiiersemann verfällt (dessen Lebrbaeh der Arithmetik und Algebra, Leipzig 1871). 
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Function gerade darin, dass jedem Wcrthsystcm der Argumente je eine bcstimnito 
Zahl oU Werth der Function unzweideutig zugeordnet iüt. 

Eine Fonction kann didier höchstens nngenflgend erklärt oder nodi unhe- 
sUmmt gelassen sein; eine Mehrdeutigkeit kann nur der Art ihrer Bestimmungt 

nicht aber der Function selber anhaften. Je nachdem diese Angabe für die Func- 
tion beächatfen iot, wird man die letztere eine nuvollständig oder aber eine voli- 

btändig explicirte nennen. 

Mau deutet oft das yDrhaudenseiii ciues solchen Abhäiigigkeits- 
verhältuisses dadurch au, dass mau schreibt: 

w^f(x), beziehangsweise w F {x,y, m, ,,.), 

oder auch wohl: 

— d. h. also, indem man ror die darch Kommata getrennten Argu- 
mente eines der „FmeHonseetehm" f,(p,ii)f.,,F,^,^j., . setzt 
(oder auch die Argumente als Suffixe dem Fnnctionszeichen anhängt). 

Darnach wird nun allgemein F{aj /}, y, . . .) denjenigen Werth 
der Function iv = F(Xf y, 0j * » •) vorstellen, welcher dem VVerth- 
systeni der Argumente: 

X =^a, 1J ^ ß, s = y, . . . 
zu entsprechen liat, und setzt uns also eine derartige Darstellung in 
den Stand, für alle ni(*)glichen VVerth.systeme der Argumente den zu- 
gehörigen Werth der Function unzweideutig nach einem einfachen 
Princip zu bezeichnen. 

£s werden so z. B. unter f {\), f (2), f (3), . . . diejenigen Werihe 
einer Function f{x) zu verstehen sein, weldie beziehungsweise den 
Werthen 1, 2, 3, . . . des Argumentes x entsprechen. 

Das Functionszeichen soll jedoch noch etwas mehr als das blosse 
Vorhandensein einer derartigen Beziehung oder Abhängigkeit aus- 
drflcken; es kann auch bis zu einem gewissen Grad die Art des Ab- 
hSngigkeitsrerhaltnisses selbst andeuten , insoferne durch dasselbe die 
Gleichheit oder Verschiedenheit ?on Functionen kenntiich zn machen ist. 

Zwei Functionen von gleich viel Yariabeln, wie: 

w^F {x, y, z, . , .) und « — ^(|, i^, ^, . . .) 

heissen (jlcirh, wenn zu jeder Zusammenstellung von Werthen der Ar- 
gumente bei der einen lumction stets der nämliche Functionswertli 
gehört, wie bei der andern; sobald dagegen dieses nicht durchweg 
der Fall ist, heissen die Functionen verschieden. 

8olleu F und O gleiche Functionen sein, so muss also z. B. der 
Werth von co, welcher den Werthen: § = 9, = f), 5 = 0, ... zu- 
gehört, gleich sein dem Werihe von w, der den Werthen a; = y, 
y = 5, gasaQ^ ... entspricht, d. h. es muss: 

F(d, 5, 6, ...) — 5, 6,...) 
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ebenso miiss: 

sein und so weiter ohne Ende fort. [Welches die gedachten Werthe 
V071 Hl oder « selbst sind, das wird natürlich erst aus der speciiischen 
Uefiiiitioii der Fniictioii /' zu ersehen sein.] 

(ileiche Functionen dürfen dcnuiach mit d(Miscll)en , verschiedene 
dagej^ren müssen mit verschictlcnen Functionszeichen linet werden, 

und ersieht man hieraus feriiiT, dass die Wahl der Huehstaben, mit 
wekhen die Arf(umente bezeichnet werden, keinen EiuÜuss auf den 
Charakter einer Function hal)en kann. 

Was nun die Arten hetritft, auf welche eine specielle Function 
definirhar ist, so kann dieseli)c zunächst tahelkirisch gegeben werden; 
man kann eie sich nändich bestimmt denken durch eine Tabelle, iu 
welcher zu jedem Werthsystem der Argumente der zugehörige Func- 
tionswerth aufzuschlat^en wäre. In <lieser Weise — als tabellariscli 
gegebene — bieten alle Functionen sich dar, weh In; ans heobctchtctcn 
Zahlenwerthen erkannt werden sollen, z. B. solche Functionen, welche 
die Abhängigkeit gewisser Naturerscheinungen von anderen darstellen. 
Tabellarisch gegebene Functionen können ohne jede Spur Ton Gesetz- 
mässigkeit sein. Indem man sich einen Ueberblick über alle ihre 
vorliegenden Werthverknüpfungen bildet, setzt man sich den Begriff 
' dieser Functionen nach und nach syfiiheHsch zusammen. 

Auf der andern Seite kann eine Function auch eine gmereUe Be- 
stimmung crfieihren, d. h. die Zusammengehörigkeit zwischen FunctionB- 
und Argnmentwerthen kann vermittelst allgemeiner Festsetzungen mit 
einem Schlade bestimmt werden. 

Die Function heisst alsdann eine gesetzmassige, analytische ^ und 
zwar kann dieselbe noch impUcile gegeben sein durch irgend welche 
Bedingungen oder Hestimniungsgleichungen, die sie erfüllen soll, oder 
auch cxplicitc durch einen algebraischen Ausdruck, welcher bei seiner 
Ausreclmung selbst die verschiedenen Functionswcrthe liefert. 

Setzt mau überhaupt eine gesützmässige Abliitugigkeit zwischen Zahlen vor- 
aoB, nimmt man s. B. an, dass eine Zahl w mit andern Zahlen . derart 

in Znaammenhang stehe, dass der Werth der efsteien ans den Werthen der lets* 
teren stets auf einerlei Art ableitbar ist, so ist umgekehrt aadi ebmi damit an- 
genommen, das« w mne analytische Function dieser Argumente sei. Es wird 
alsdann auch einen arialytischen Ausdruck geben, der <,dei(li w gesetzt dio go- 
dachte Function y, ~, . . .) vorstellt. Denn da die Ableitung einer Zahl 

durch gesetzmassige Verknüpfung aus andern Zahlen (im weitesten Sinne des 
Wortes) „llechnuDg" genaimt wurde, &o ist mit obigem festgesetzt, dass sich jeder 
Werth der ersten Variabein ans den sngehdrigen Werthen der letsteren omtwei- 
dentig berechnen lasse. Die Bechengeschäfte aber, die mit diesen Torxnnehmen 
sind, um jene sn erhalten, kann man sich immer dadurch angedeutet denken, 
dass die gegebenen Zahlen mittelst Operationsaeichen za einem Ausdrucke vet- 
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knüpft sind, welcher selbst explicite den Werth der getnohian Zahl für alle Fälle 
Tontdlt. 

Bi kann fllmigeiit ancli TodKOmiiieii, dan Fimelioiioii eine gemitdii» Bertim- 
mongsweiBe «rleiden, dast tie fBr verschiedene Thefle des Zahlengebietea durch 
▼enduedenartige AoBdrfldce TorgeiteUt oder zam Theil «idi tabellarisch gegeben 

sind. Ferner kann es gelingen, ursprunglich beliebig ungesetzmässige Fanctionen 
durch analytische Ausdrücke darsusteUen und dadnroh ab gesetsm&ssige encheinen 
zu lassen. 

Denken wir uns nun eine Function F (je^ y, g, . . .) darch einen 
aoalytisclien Ansdrack, wie s. B. 9'* + 3 xy ss , gegeben, so wird 
Ton diesem speciellen Ansdrack der Function das fQr dieselbe allgemein 
eingeführte Zeichen JP {x, y, g, , . ,) — als der sifmbdUsehe Auaäruck 
derselben — za unterscheiden sein. 

Während in dem symbolischen Ausdruck die Yariabeln x, y, z, . . , 
nur einmal als Argumente angeschrieben erscheinen, können sie in 
jenem wirl ^irhen oder actuellen Ausdruck auch mehrnmls verknüpft 
enthalten sein; nach dem gesagten wird der letztere Ausdruck auch 
andere, z. B. numerisch bestimmte Zahlen als Bestandtheile enthalten 
können, überhaupt noch Zahlen, die Ton x, y, ß, , , . unabhängige 
vorgegebene Werthe besitzen. 

Da jedoch diese Constanten Bestandtheile, sowie nach unsrer Aix- 
nahme auch der ganze Bau des Ausdruckes stets die gleichen sein 
mtlsBen, för welche Werthe yon x,y,M,,,, man auch die zugehörigen 
Wertiie von w berechnen will, so branchen dieselben in dem acymbo- 
üsch abgekürzten Ausdrucke ffir die Function ancb in der Regel nicht ' 
markirt m werden und wird überhaupt bei vielen Untersuchungen die 
spedelle Natur des (actuellen) Functionsaosdmckes zeitweise nicht in 
Betracht kommen. 

Ffir diese Fälle ist es nun wichtig, ein für alle mal auf folgendes 
aufmerksam zu macheu. 

Soll in dem actuellen Ausdruck für irgend eine Variable, z. B. x, 
wo immer dieselbe in ihm vorkommt, ein Werth a substituirt werden, 
80 kann dies an dem symbolischen Ausdruck der Function zur genüge 
siehtbar gemacht werden dadurch, dass nur an der einen Stelle, wo 
das X in ihm steht^ dieselbe Substitution au^g^ffihrt wird. Umgekehrt 
also hat man sich eine jede Veränderung, die an dem Namen einer 
Variabeln in dem laymbolischen Ausdruck der Function nor dmmü ans- 
geltihrt oder angedeutet wird, in dem actuellen Ausdruck der Funo- 
tum stets dmurehnoeg ToUsogen zu denken — * an allen Stellen, wo diese 
Variable in ihm Torkommt — wogegen aUes andere dabei unvei&idert 
>Q lassen ist So z. B. wenn jer) «- -f ^ + ^ muss 

F(a, ^ 3 «2/ -|- 1; bedeuten, und wird in eben dieser Zurüek- 

BcbrSd«!, LahilMMli d. Aritlw. «. Algtbi». I. 4 
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führong eines mehrfiichen Geschäftes auf ein einfaches ein Haupt- 
Tortheil der symbolischen Fnnctionsbezeichnimg bestehen. — 

Die weitere Ausbildung des Begrifres der Function und die Unter- 
sucliiiiii,'' ihrer Eigeiiscliuften macht iil)rigens den Vorwurf der höehstoii 
Parti* (11 i\vv Matlieiuutik aus, und mag iür deu clemeutareu Tlieil 
das bisherige genügen. 

Vni. SeUiiflsbemerkung. 

Wir setzen nun die im bisherigen aiigegebeneu einfachen Be- 
griffe nnd Bezeichnungen als bekannt vorans, und gehen zur ßetrach- 
tung der 7 algebraischen Operationen über. Zur Kenntniss dieser 
Operationen und ihrer Hauptgesetze hissen wir uns zwar — wie aii 
einer Kiclitschnur — an dem Jjeitfaden der natürlichen Zahlen hin- 
führen; dabei werden wir jedoch dem Objecte — den Zahlen selber — 
möglichst wenig Aufmerksamkeit widmen. Wir wollen vielmehr unser 
Hauptaugeiiuierk auf den Hegrift' und die (irundeigpuschafteu der 
Jlecliengeschätte richten, welche mit jenen vorgenommen werden kön- 
nen, damit wir dann später mit ilülle dieser Operationen die Eigen- 
schaften der Zahlen um so besser untersuchen können. 

Auf (Ifii »»rsten Blick scheint es allerdin<::f8 naturgeinässer , nicht von den 
())»erivtiünen auszu<jrehc'n , sondern von <Jeni (iegcnstaud, an welchem sin /u voU- 
ziclK ii sind (den Zahlen), mid so die Operationen erst ein/.iilühren, nach Massgabe 
ulä bich das Bedürluiss derselben herausstellt — wie luau dies übrigens auch leicht 
im Änschlass an den gegenwärtigen Lehrgang, sobald er yoUendet, durdiführen 
könnte. 

Im Interesse der Ueb ersichtlichkeit und atrenj^en (iUederung habe ich jedoch 
auf eine solche rein genetische Entwickelung verzichtet, und schicke der eigent- 
lichen Arithmetik die Lehre von den Operationen gewissermassen propädeutisch 
voraus. 

Die abi'eleiteft'H l'onncln haben demnach zunächst allcrdiuo'S nur 
beschränkte Gültigkeit, indem alle vorkommenden Westhe natürliche 
Zahlen seiji müssen, und auch die Null — zum Beisj)iel überall 
ausgeschlossen bleibt. Jnsoleru aljer diese Gesetze späterhin als Norm 
^uch für andere Arten von Zahlen aufgestellt werden, lässt sich dieser 
erste Abschnitt als formaler Theil der Algebra ansehen, welchem die 
nachfolgenden Abschnitte erst nach und nach den realm Inhalt voll- 
ständig geben werden. 

Dabei sind nameutlicb auch die (wenigen) Voraussetzungen zu 
merken y aus welchen alle Folgerungen fliessen, damit man bei der i 
späteren Ausdehnung der Sätze auf andere Arten von Zahlen nicht 
geuöthigt ist^ dieselben Sehlussreihen nochmals durchzumachen. 
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Der Naclitlieil der l)e<lingteii (iiiltigkeit unsrer Gesetze wird 
übrigens zum Theil sclioii durcli eiiieu Vorzug aufgewogen, auf den 
ich nicht imterlasseu will, Iii n/ii weisen; es ist der Umstand, dass (mit 

einziger Ausnahme des Symbols log 1) sUmmtliche Operationen voll- 
kommen eindeutig sind^ mithin die Schwier igkeity welche mehrdeutige 
Operationen zu bereiten pflegen, für den Anfang wegfallt. 

Es soll gleichwohl auch diesen Schwierigkeiten hier schon -yor- 
gebaut werden, und gebe ieh demnach f&r diejenigen Leser, welche 
tiefer in die Materie einsndringen wünschen, eine eingehende Behand- 
lung auch der vieldeutigen Operationen. Die einschlSgigen Betrach- 
tangen sind aber sammtiich in die mit geraden romischen Ziffern über- 
schriebenen Abschnitte verwiesen, und kann diese der Anfanger, der 
nar rasch in höhere Gebiete vordringen will, zunächst fiberschlagen. 



Zweites Kapitel. 

Die drei direeten Operationen. 

Ich werde den vorliegenden Stoff im folgenden auf zwei grund- 
verschiedene Arten behandeln, die gänzlich vuu einander unabiiängig 
sind und je ihre eigenthünilichen Vorzüge besitzen. 

Die sogenannte liub [uiuknie Behaiidlungsweise besitzt den Vorzu*»', I 
eine jederniaim sofort zugängliche JSIotivinuu) für sämnitliche Fest- 
setzungen abzugeben, und zwar iilierall die einfachsten Beweggründe 
zu offenbaren, die sich denken lassen: aie führt alle neuen Begriife 
auf leichte und naturgemässe Weise ein. 

Bei dieser Behaudlungaweise sind überdies weniger lange Schluss- 
reihen erforderlich, sie eignet sich mehr zu abgekürzter Behandlung 
und ist gewissermassen intiiiti?er| maclit dafür aber grössere Ansprüche 
au das innere Anschauungsvermögen. Sie ist ausserdem diejenige 
Methode, durch welche die Theorie historisch nach und nach heran- 
gebildet worden ist 

Die andre Behandlungsweise, die wir die reowrrente nennen, ist 
aus dem Bedürfuiss grösserer Strenge in der Absicht nach möglichster 
Vereinfachung der zum Ausgangspunkt genommenen Voraussetzungen 
und Einschränkung der alsdann benutzten Schlnssmittel hervorgegangen. 
Man verdankt dieselbe hauptsSchlich Grassmann (1. c.) und kann 
<U8 genannte Ziel als durch sie erreicht angesehen werden; dieselbe 
iSsat in Hinsieht auf GrOndlichkeit kaum noch zu wünschen fibrig. 
Obwohl diese Behandlungsweise für Anfanger von der dnrchschnitt- 

4* 



Digitized by Gopgle 



52 Zweites Kapitel. 

liehen Begal)iing sieh nicht empfehlen niüclite^ hauptsächlich wegen 
der Schwierigkeit, die es verursaclien muss, begreiflich zu machen, 
wie man auf Definitionen und Deductionen. wie die dort aufgestellten, 
verfallen konnte, so ist sie doch in methodologischer Hinsicht voa 
solchem Interesse, dass ich micli nicht enthalten kann, ihr in gegen- 
wärtigem Lehrbuch Aufnahme zu göunen — um so weniger, als letz- 
teres ja gerade in dieser Hinsicht nach Vollständigkeit strebt. 

Um jedoch Wiederholungen zu vermeiden, werde ich in Worten 
die Sätze zumeist nur bei der ersten Darstelliuig aussprechen. 

I. Die AdditLon in independenter Behandliuig. 

§ 1. Begriffe und Benennungen. 

Gleichwie es schwierig sein mag^ demjenigen, der eben das 
Alphabet erlernt, einen Begriff von dem Beichthum der Literatur bei- 
zubringen, die ihm durch die Kenntniss desselben erschlossen wird, 
so erscheint es auch als eine schwierige, wenn nicht unmögliche Auf- 
^ gäbe, dem an der Schwelle der Arithmetik stehenden Anfänger so- 
gleich eine richtige Vorstellung von der Tragweite ihrer ersten Openir 
tion zu geben, welche die ÄddiHon ist. 

Es lässt sich erst bei längerer Aufmerksamkeit und praktischer 
Erfahrung einigermassen ermessen, wie häufig es sich ereignet, dass 
man im Laufe einer Untersuchung Anlass bekommt, Dinge als ein- 
ander f/lcich zu betrachten, die man zu Anfang derselben als von ein- 
ander verschkden anzusehen Ursache hatte, dass man sich also dahin 
gebracht sieht, die verschiedenen Arten dieser Dinge, die anfangs 
getrennt gezählt wurden, nun zusammeyi zu zahlen. 

Nicht nur kommt es bei den Aenderungen, die sich fortwährend 
in der Wirklichkeit vollziehen, alle Augenblicke vor, dass die Gegen- 
stände unsrer Betrachtung factisch in den Zustand der Gleichheit ein- 
treten, sondern es bieten sich auch oft genug Gründe dar, die Hin- 
sicht, in der man die Dinge betrachtet, zu wechseln, sodass Dinge, 
die in einer Hinsicht Terschieden erschienen und deshalb in unsrer 
Vorstellung getrennt waren, in einer andern Hinsiclit als einander 
gleich erscheinen, weshalb wir sie nun als gleichzeitige Vorstellungs- 
elemente in uns aufnehmen und gemeinschaftlich zählen werden. 

Hat man z. B. mehrere Haufen Nflne, und wirft ne saeammen, so laeien 
sich die Nfisee der Teradiiedenen Haufen hernach nicht mehr unterscheiden, and 

können auch nur zttsammen gezählt werden. 

Soll mir jemand eine Summe Geldes zahlen, so habe ich Ursache, die in 
ßeincni Besitz bef-ndlich gewesenen Thaler so lauge als verschieden anzusehen 
von den mir schon ausbezahlten, als sie noch nicht in den meinigeu übergegangen 
sind. Erst im letzteren Falle werde ich Aber sie alle TerfQgen und sie in^gldeher 
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Weise zu meinen Zwecken verwenden können und erst dann gelten sie mir gleich. 
Wer überhaupt von der GrösBe seines Ei<renthum8 eine richtige Vorstelliuig er- 
halten und sich in seinen Ausgaben darnach einrichten will, wird (ieldstücke 
immer nach Massgabe dessen als sie ihm legal überantwortet werden, zu den 
seinigen hinzuzählen, obwohl diese Stücke doch silmmtlich schon vorhanden sein 
und vielleicht auch am nilnilichen Ort verbleiben mögen. 

Beim Zählen von Ereignissen z. B. werden die künftigen zu den vergangenen 
hinzuzuzählen sein, sobald man sich in Gedanken in einen noch spätem Zeitraum 
versetzt, u. a. w. 

Diese Beispiele, die leicht auf die mannigfaltigste Weise zu vermehren 
wären, werden genügen, um den Sinn der vorangestellten allgemeinen Behaup- 
tung zu erläutern und damit die Einführung der Addition als erster Operation 
der Algebra zu motiviren. 

Da jeder Einheit ein Einer entspricht, so werden verschiedene 
Mengen von Einheiten addirt oder zusammengezählt, d. h. in der That 
gemeinschaftlich gezählt werden durch eine solche Zahl, welche die 
Einer der sänimtlichen getrennt gezählten Mengen von Einheiten in 
sich vereinigt, oder wir können sagen: 

Bei der Jddition handelt es sich darum, eine Zahl zu bilden, die 
für sich allein so viele Einer efithält, als die (jegchcnen Zahlen zu- 
sammengenommen. 

Die verlangte oder gesuchte Zahl — das Resultat der Addition — 
heisst Summe, die gegebenen Zahlen heissen die Glieder , oder Sum- 
ma^iden (termes, termini, Terme, Addenden, Posten) der Summe. 

Sind die Glieder in ihrer Urform, als Summen von Einern ge- 
geben, wie z. B.: 

2=1 + 1, 3=1 + 1 + 1, 

so wird also nach dem Sinne und der Meinung der obigen Definition 
ihre Summe erhalten, indem man diese Reihen von Einern einfach 
durch das Zeichen + verknüpft aneinanderhiingt; sie ist demnach: 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5. 

Um jedoch auszusprechen, dass diese Zahl durch Addition eben der 
Zahlen 2 und 3 entstanden ist, stellt man die Summe auch dadurch 
ilar, dass man die Glieder — ein jedes derselben als ein ganzes ge- 
nommen — mittelst des Pluszeichens verbindet, nämlich schreibt: 

5 = 2 + 3. 

Lassen wir übrigens die dekadische Darstellung der Zahlen ganz 
aus dem Spiel, so haben wir nun als Bezeichnung für die Summe der 
beiden Zahlen 1 + 1 und I + 1 + 1 den Ausdruck eingeführt: 
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besteht in der Festsetzung, dass die beiden Seiten der folgenden Glei- 
chung für einerlei gelten sollen: 

(1 + 1) + (l H- 1 + 1) « 1 + 1 + 1 + 1 + 1. 

Das heisst — allgemein gesprochen — es birgt unsre Definition der 
Summe die Erlaubniss in sich: 

In einer Summe von JEinem dikrfen heilige Gruppen wm neben- 
einander stehenden Einem durch Klammem eingeschlossen und soUihe 
Klanimcni auch tviedcr nach Gnfdünicen weggelassen werden. 

Mau i'Hegt zu sageu, links sei (iu der letzten Gleichung) die 

AcKlitiüii blos aiHjrdcutcf , leclits sei sie ansfjcfiihrf. Die Ausführun<( 
der Addition besteht also, äusserlich lictraclitet , iu der A\ eglassung 
der Klammeru, welche die Einer der verschiedenen Glieder von ein- 
ander scheiden (und durch diese Treuuuu<( zut^leitli uhterscheiden) ; 
sie besteht iu der Auflnh/nif/ einer Verschiedenheit. | Ebenso wird 
nuiu später sehen, dass die bubtiaction nui die HcrMlung eines Unter- 
schiedes hiuzielt.J 

Gleichwie die Einer das Bild der Eiaheiten sind, so erscheint atich die Ab- 
soudcniiif^ tler eii^tereu durch die Klaniinern als das Sinnbild der V^eifcchieden- 
beit, welche dieseu ietztereu anhattet, bevor man hie zusammen /.uhlt. Von dieser 
YerscMedaiJieit der EinheiteD wird abgesehen, sobald sie insgeaammt gezähU 
werden sollen, und ebenso kommt auch die Scheidewand swischen den Einern 
in WegfiiU, sobald dieselben suaanmeruiujiähUn , d. h. za addiren sind. 

Sind die Glieder einer Summe durch Buchstaben dargestellt^ z. B. 
a und h, so bildet man die Summe nach der obigen Vorschrift^ indem 
pan schreibt: 

und man sagt alsdann^ die Zahl h werde 2u a hin.ruf/cfiifif , oder die 
Zahl a werde um b vcnnihrtj die Zahlen a und b werden £u einander 
addirtf sie werden summirt. 

Das zweite Glied h wird auch, wohl der Zuwachs oder das Invre- 
ment des ersten Gliedes a genannt^ welches seinerseits als der Augend 
bezeichnet werden könnte. Indessen ist nur die erstere Bezeichnung 
eine in der höheren Mathematik vielfach übhche geworden. 

Auch die Summe Ton mehreren Gliedern a, h, e, ä, , . . wird in 
ähnlicher Weise dargestellt durch: 

Zu zcipff"". "^^i*^ eine solche Siimire im dekadischen System ausgerechnet wird, 
wenn die Summanden als dekadische Zahlen gegeben sind, iüt Aufgabe der ge- 
meinen Arithmetik. (Vevf^I. Bd. 2.) 

Nichts steht im Wege, die Ergebnisse des Zählens, nändich die 
Zahlen selbst, von neuem als Objecte oder Eiube^ien dem Processe 
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des Zäblens zu unterwerfen, niici also anch bei einer Summe nacH der 
Anzahl ihrer Glieder za fragen. Beachtenswerih erscheint hierbei, 
dass man diese Gliederzahl einer Summe unmittelbar erhalten kann, 
indem man ihre Glieder selbst in lauter Einer verwandelt Nach dieser 
Anzahl ihrer Glieder pflegt mau die Summen einzutbeilen in Monome, 
Binome, Trinome etc. und Polynome, d. h. in 1, 2, 3 und mehrgliedrige 
Summen. 

Kill Monom oder Moiiüiiiium (zusainiueii^ezogeii ;ius Moiioiioinium) 
soll eine für sich stehejide Zahl bedeuten, überhaupt einen Ausdruck, 
der nicht aus einer Addition ]ierv()rge<i'angen ist, eigentlich also gar 
nicht iu der Form einer iSumme erbcheint. 

Zum Bebpiel die Ausdrficke + c**, 7, 5 (a 6 ) ^ 

Yc 

lauter Mouome, und es erhalten viele Sfttse Ober Summen in vortheilbafber Weiae 
eben dadurch eine grOeeere Tragweite, dass in ihnen auch derartige Ausdrttcke 
als »n^iedrige Summen mit sttgelasMn sind, wenngleich allerdings, nach der ur- 
cpräuglicheu Erklärung der Summe, aur Bildung derselben mehr als ein Glied 

erforderlich ist. 

Ein Biiiomium ist ferner a -{- b oder 3 -|- desgltichen a:* -4" y'» W, 
a-\- b -{- c ist ein Tritioiniiiin uud BUgleich damit auch ein Poljrnomium. 

Die in Rede stehenden Benennunrjen sind nicht e^aiiz consrqucnt <:el>il(let, 
nämhch zu' einem Theile dem lateinischen, zum auderu dem grieghitschcu ent- 
nommen. — 

§ 2. Sretea Qeaetn'der Additicai. 

Von der Addition gelten zwei fundamentale Sätze — die einzigen, 
welche 'in Bezug auf allyoHwmc Zahlen über »ie ausgesagt werden 
können. 

Dieselhon sind so iiini«? mit den BpjjfrifTen von Zahl und Summe verwarlieen, 
das3 man sie gewühulicli als Axiome liinstellt, oder, anstatt ^ii; lo^'isch aus jenen 
Begritfeu zu deduciren, sich liüchäteus bemüht, sie etwas x>liiusibel zu machen. 
Mir wenigstens ist bei tler independenten Behandlung — also abgesehen von den 
recurrenten Beweisen Grassmann's — kaum ein ernsthafter Versuch eines eigent- 
lichen Beweises su Gesicht gekommen. Im folgenden soll uud ein solcher bei 
allen beiden Gesetasen gegeben werden, wozu hier die nOthige Vorarbeit bereits 
geleistet ist. 

Das erste derselben heisst: 

JHe Ordnung oder Aufeinanderfolge der Glieder einer Summe ist 
hdi^tig. Mit andern Worten: Die Glieder dürfen ihre PUUze wech- 
sdn; der Wertk der Summe bleihi ungeändert, wenn man irgend wdehe 
GUeder derselben mileinemder vertatiscM, 

Dieser Salz wird das CoiNiHHfaffonstjcsetz der Adilifuni genannt 
^von commutare, vertauschen). Man sa^^t, die Additi(»n sei eine com- 
muutive Operation, weil sie diesem Gesetze gehoicht. 
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Für den einf aehsten Fall — den einer meei^eängen Bnmme oder 
eines Binoma — kann der Sata durch die Formel anagedrflckt werden: 

(1) « + 6 — 6-l-a, 

welche vorzugsweise als der Ausdruck des genannten Gesetzes gilt. 

Für eine drcigJivdriijc Summe hat mau schon die sechs auf Grund 
des Satzes gleichwertbigen Darstellungen: 

nnd so weiter. 

Die Aufgabe, alle möglielio!\ Anordnungen in einer »gliedrigen Summe voll- 
gtändig und methodisch herzustellen, gehört der Combinationslchre an, und findet 
dort auch die Frage nach der Anzahl der bo erhältlichen Darstellungen ihre Be 
antwortuDg. 

Ich schreite nun dazu, das Gesetz zu beweisen. 
Wenn iu dieser Beiiehnng angefnhrt wird, daes eine Reihe toh a Eäueni, 
SU denen d Einer addirt worden: 

IJ^lJ^l^ (.14.14.14.. ..4.1 

T 2 ? alt V 

vom Ende ans gesehen in der That encheint als die Reihe von ( ESuMm, nt d«ieo 
a Einer addirt worden, so kann diee nicht wohl alt ein BemeU det 8atM« gelten, 

•ondem ist es eben nnr eine wirksame Art, denselben glaubhaft zu machen oder 
ihm Zustimmung zu verschaffen. Es würde sonst auf die gleiche WräS wSbl aocb 
beweisen laeaen, dasB « — i = & — a oder o : & = 6 : a wäre! 

Seine genauere Begründung' findet der Satz sogleich allgemein 
durch die folgende Ueberlegnng. 

Es wurde oben die Summe charakterisirt durch die Reihe der zu 
ihr vereinigten Einer ^ welche einerlei ist mit der Anzahl der einsehi 
diesen Einem unzweideutig entsprechenden Einheiten, die eben Ter- 
mittelst der Summe gemeinachafUich ge^hlt werden sollen, nachdem 
sie vorher getrennt gezahlt waren (also zum Theil als von einander 
verschieden betrachtet wurden). 

Wenn aber die Glieder der Summe auf verschiedene Weise an- 
geordnet werden, so sind damit offenbar nur verschiedene Bestimmun- 
gen getroffen über die Reihenfolge, in welcher die Einheiten, deren 
Anzahl die Summe repräsentirt, insgesammt gezählt werden aollen. 
Geht z. B. bei einer gewissen Anordnung der Summanden das Glied 
a dem Gliede 5 voran, und folgt ihm bei einer andern Anordnung 
derselben nach, so unterscheidet sich hiemit die Summe mit der ersten 
Anordnung der Glieder lediglich dadurch von derjenigen mit der an- 
dern Anordnung derselben, dass zu ihrer Bildung gefordert wird, von 
den sänimtlichen überhaupt zu zählenden Einlipiten solle die erste Art, 
nämlich diejenigen, die in der Anzahl a vorhanden sind, gezählt werden 
vor der zweiten Art von Einheiten, die durch die Anzahl h charak' 
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terisirt waren — während die '/ASL^ite Anordnung der Glieder weiter 
uiclits andeutet, als dass das umgekehrte geschehen solle. 

£s drückt demnach eine verschiedene Anordnung der Glieder nichts 
anderes aus, als eine Yerschiedene Anordnung des Zählprocesses fttr 
sammtliche Einheiten, und somit ist dieselbe nach dem in Nummer 
12.— 14. der Einleitung gesagten ohne Einfluss auf den Werth der 
Zahl, welche die Summe Torstellt, und ist der Terlangte Beweis ge- 
liefert 

Es ist nicht einmal n5thig, hei dem Beweise auf die Einheiten 
zurflckzugehen, welche ursprOnglich die Benennung der Zahlen bildeten, 
soqdem man kann m kürzester Weise, wie folgt, zu werke gehen: 

Denkt man sich (hei zwei verschiedenen Anordnungen der Glieder 
einer Summe) diese Glieder in ihrer Urform, als Summen von Einern, 
geschrieben und die Additionen ausgefQhrt, so sieht man, dass eine 
verschiedene Anordnung dieser Glieder nichts anderes ist, als eine 
verschiedene Anordnung der Einer in der resultirenden Summe; dass 
aber die letztere ohne Einfluss auf den Werth derselben sein muss, 
wurde schon in der Einleitung (1. c.) eingehend begründet. — 

§ 3. Zweites Gesetz der Addition. 

Das zweite Gesetz der Addition sagt aus: 

Es ist gleichgültig f in wdcher Weise die Glieder ^ner Summe grup- 
pirt, d. h, noch weiterhin su besondem Summen (Theilsummen, Fartial- 
summen) gusammengrfasst oder vereinigt werden. Auch umgekehrt: 

Eine Summe tfon Summen ist gleich der Summe aus den Gliedern 
der letzteren. 

Insofeme die Zahlen tpftter als Haaas von GrOnen angesehen werden, wird 
dies snsamnienlkllen mit dem Satse: 

Das Gan-e ist nicht aUein die Summe ieiner TheHe, aondem auch die Summe 

«ms den TheiJen seiner Theile. 

Da die Ordnung der Glieder nach dem ersten Gesetze schon be- 
liebig g^dert werden darf, so genfigt es, den gegenwärtigen Satz 
nur unter der Beschränkung auszusprechen, dass bei den verschiedenen 
Gmppimngen der Glieder die Reihenfolge derselben ung^dert bleibe. 

Der Satz enthält dann die folgende rein äusserliche Regel — 
genauer gesagt — er spricht bezfiglich der Einschliessung die Er- 
laubniss aus: 

In jeder Summe darf man eine Mu^tnge Beihe von ofufwMnder- 
folgenden GUedem miUdst einer Klammer gusammenseMiessen, Eine 
solche Klammer wird natfirlich am Anfangt des Ausdrucks oder hinter 
einem Pluszeichen beginnen, und vor einem Pluszeichen oder am Ende 
des Ausdrucks aufhören. Umgekehrt: Wo eine solche Klammer steht ^ 
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Jcmin sie auch wegydassni wcrdni , oder Ijraucht man sich bei allen 
weiteren Rechnungen nicht um dieselbe zu kümmern. 

Fflr den einfachsten Fall, wo die Summe nur drei Glieder hat> 
läset sich demnach unser Satz durch die Formel ausdrücken: 

(2) a + j + c — (a + ft) + c — a + (6 + c). 

Ebenso ist für eine viergliedrige Summe: 

a + 6 + c+e/= {a-^h)-\-c -\- d = a ■\- {h e:) -\- d h^(i-\-d) = 

= {a-{-h + c) -{-d = ia + h) + ic-\-d) = a-{- {h+c+^r) = 
«={(a + fe) + c} + '/ '=a+{{h-^e)-^d) = 

- |a+ (6 +c)} + d - «+ {6 + (c+ d)} , 

und so weiter. 

Za ermitteln, wie viel verschiedene Darstellungen einer beliebig vielgliedrigen 
Summe auf diese Weise möglich sind*) und zugleich zu zeigen, wie selbige me- 
thodisch gebildet wcrdt-n können, liegt der Corabinatioiislelire ob. 

Wir werden den Satz, nun er richtig verstanden wird, auf die 

kürzeste Weise so aussjjrecheu : 

(A) Die Grupinrung der Glieder einer Summe ist helichig. 

Derselbe wird das allgemeine Assoeiationsfjespiz der Addition ge- 
nannt (von associare, sich zugesellen). Insbesondre kömmt dieser 
Name dem letzten Theile der Gleichung (2) zu: 

(3) (a + 6) + c-a + {6 + c), 

weil es darnach dem mittleren Buchstaben h gewissermassen freisteht, 
sich mit dem ersten oder mit dem letzten Buchstaben zu assocüren« 

Die Addition wird eine assodaUve Operation genannt, weil sie 
diese Eigenschaften besitzt. 

Geht man von der Anschauungsweise aus, als ub bei der Bildung 
einer Summe a -f- i> ihe zweite Zahl h zu der ersten bereits vorlian- 
denen Zalil a erst hinzutrete, so drückt die letzte Formel, von links 
nach rechts gelesen, folgenden Satz aus: 

(B) Anstfdt chic Zahl [nämlich c\ zu einer Sunt nie \(i -j- ^] 

addtrcn, kann nuui diese Zahl [c\ auch zu eiucni Gliede [h\ der Summe 

und das Eryebniss \h -\- c\ zu dem andern Gliede [a\ hinzufiujen. 

Es scheint allerdings, als ob wir nur beierhtigt wären, die Zahl r zu dem 
zweiten Gliede b der Summe a -\- h zu a-ldiren, niclit ulicr zu dem erbten. Zu 
letzterem i&i die Erlaubuids in der That nicht dircct iu unscrm Satze .enthalten. 
Wohl aber lässt uoh aus demselben in Verbindung mit dem Gcaetse (1) eine ver>. 
wandte Formel ableitm, welche uns auch hiezn berechtigt, sodass wir es also 
nicht uOthig haben, die genannte Einschränkung dem Gedächtnisse anfzubfirden. 

♦) Diese Aufgabe ist, ueb^t einigen damit verwandten, von mir gelü^t worden 
in eiuem Aufsatze: „Vier comhinatQrische rnMemc", Zeitschrift für Mathematik 
und Physik von Schlömilch etc., Jahrg. 1870, pag. 3G1, nebst Berichtigung dazu, 
Jabxg. 1871, pag. 179 sqq. 
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Jene Formel lautet: 
(4) (a-f ?,) + c = 'a-f c) + ?', 

und ergibt sich dieselbe, indem man uauh (1), (3) und (1) hat: 

(a -f 6) 4- c = (6 4- rt) + c = 6 + (a + c) = (a + c) + 6; 



sie stellt^ wie man sieht, einen bosondem Fall des allgemeinen commutativen 

Gesetzes ''in seiner VerLiiidun«; mit dem assoriaf iven^i vor, und ist — im Oe<?en- 
satze zu (3 — aymmctriscJi , indem die eine Seite derselben durch VertauBchuug 
zweier I3uch.stiiben in die andere nlier<^efü]irt werden kann. 

Von reclits uach links gelesen und in Worte übersetzt liefert die 
Formel (3) den Satz: 

(C) Anstatt eine Sunu)}r \h 4- ^1 2u dncr ZaM [a] eu addircn, 
iann man auch die Glieder \b und c\ der Summe nadieinander (oder 
fortschreitend) eu dieser Zahl [a] addiren. 

Wir werden Oberhaupt, falls mehrere Zahlen a, h, e, . . , durch 
Rechnungen miteinander verknüpft werden sollen, sagen, dies geschehe 
fofisehreitendf oder die folgenden Zahlen hy c, d, . , , würden JUnter- 
anander mit der ersten a durch die bezüglichen Rechnungen verknüpft, 
wenn zuerst a mit h verknüpft wird, und hierauf nicht mehr a selber, 
sondern dieses Ergebniss mit e verknüpft wird, und so fort, wenn 
also stets das letzte Erpvebniss mit der nächstfolgenden Zahl verknüpft 
zu denken ist Soll hingegen eine Zahl a erst mit h, dann wieder a 
selbst mit e, und a mit d und so weiter einzeln verknüpft werden, 
80 ist das „ Nacheinander jedenfalls unwesentlich, indem diese Ge- 
schäfte sehr wohl auch gleichzeitig von mehreren Personen ausgeffdirt 
werden könnten, und soll darum in solchen Fällen der besprochene 
Ausdruck niclit gebraucht werden. 

[Desgleichen wird man sagen kinmen, dass die Zalilen einer Reihe 
riicLsrli reifend zu verknüpfen seien, sobald man sie, in umgekehrter 
Ordnung genommen, fortsclireitend vcrkniijift denkt.] 

Indem man nun von dieser Benennung (Jebruuch niaclit, kann 
man auch den ersten unsrer beiden Öütze noch in etwas andrer Weise, 
wie folgt, aussprechen: 

(D) ScUen (zu einer Zahl andre) Zahlen nacJieinander addirt wer- 
den, so 'kann man auch statt dessen die Summe derselben auf einmal 
(zu jener Zahl) addiren. 

Zufolge der vorhin eingeschalteten Bemerknnc^ ist ps auch (/leich- 
güUig, in welcher Ordnung die gegebenen Zahlen naclieinander addirt 
werden. 

Alle diese Sätze aber werden nicht allein für zwei oder drei, son- 
dern ganz unumschränkt für beliebig viele Zahlen Gültigkeit haben, 
üm das Assoeiationsgesetz allgemein zu begründen, erinnere man 



sieh darau; dass, nach der zu Anfang gegebenen Definition der 




60 



Zweites KapiteL 



tion selbst, in einer jetleii als Summe von Jauern f^eschriebenen Zahl 
es zulässig ist, diese Einer in beliebiger Weise durcb Klammern zu- 
sammenzufassen. Denkt man sieb aber in einer vorgelegten (mehr- 
gliedrigen) Summe die Wertlie der CJlieder als Summen von Einern 
eingesetzt; so sieht man, dass eine verscliiedenartige Zusammenfassung 
der Glieder eben nichts anderes ist, als eine verschiedenartige Kiü- 
klanimerung von Einern, und darum ebenso wie diese gestattet. 

Wenn frewölinlich und mit Recht Ijcmerkt wird, dass es bei einer Summe 
eben nur auf den Inhalt, selbst ankomme, nicht aber auf senie Form, auf die Art 
peiner Entt>tehun<j und Bildung, bü ist dies iunnerhin kein Jiciccis des Gesetzes, 
indem dubei nicht deutlich genug hervortritt, wieso dieäet) in der aufgebtellteu 
Definition der Samme liege. Dauelbe gilt von den Yennchen, dtw Gesets durch 
Beispiele sa erkUren, wie etwa, wenn man anfBhren wollte, dan die Anzahl der m 
einer Geldkiste enthaltenen Thalerstucke die gleiche bleibt, wie man dieselben aaeh 
in Rollen vertbeilen und in kleinere Kisten legen mag — oder etwa, wenn man 
drei Haufen von beziehunfraweise a, h und c Nüssen botrachteto, um sieh einmal 
die beiden ersten, dann auch die beiden letzten erbt miteinander und dann mit 
dem dritten vereinigt zu denken, u. s. w. 

§ 4. ZuaammenfasBung beider Qesetae. 

Von allen beiden Gesetzen der Addition, welche, nach dem bis- 
herigen, aussagen, dass die Ordnung und auch die GruppiruMg der 
Glieder eine hdi^ige ist, macht man sehr oft gleichzeitig mit grossem 
Vortheil Gebranch. Man kann sie zu diesem Zwecke in einen ein- 
zigen Satz vereinigen. 

Wem man in einer Reihe von Zahlen deren eine hdiebige Menge 
herausgrciß und in heliehiger Ordnung eu &ner Summe vereinigt, hierauf 
diese Summe an ihrer statt in die Reihe einfugt, so erhält man eine 
neue Heihe von ivenigcr Zahlen als vorhin, auf welehe sich das nüm- 
livhe Verfahren noch 'weiter anwemkn lässt. Thut man dieses nach 
Ihitchen, und addirt schliesslich alle Zahlen der letzten so erlialtenen 
Heike, hei der man aufhören tvill, so erhält man stets dieselbe Stimme, 
auf ivclehe Art dieser Additio)is]nocess auch austjcfidirt ivorden ist. 

In dieser Weise lässt sich nun eine 2, 3, 4, 5, 6, ... gliedrige 
Summe auf respective 2 . 1 = 2, 6 . 3 = 1 S , 24 . 11 = 264, 120 . Ah 
= 5400 und 720. 11)7 = 141840, . . . verschiedenp Arten bilden und 
darstellen, wobei der erste Factor dje Zahl der Anordnungen oder 
Permutationen, der zweite die Zahl der Gruppirungen oder Associa- 
tionen der Glieder angibt. 

Hieraus ist denn schon von vornherein zu ersehen, wie freie Wahl man in 
der Mathematik bezüglich der Mittel luibeu wird, die zur Erreichung vorgesetzter 
Zwecke zu Gebote stehen, wie also — einem sehr verbreiteten Vorurtheil ent- 
gegen — die Anwendnng dieser Wisseasohalt keineswegs nach starren Gesetzen 
«rfolgt, durch die alles strenge Torgeschrieben wäre, wie sie Tielmehr ganz den 
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Charakter einer freien Kunst trägt, die eich allerdings gleich jeder anderen durch 
die Rücksicht auf die Zweckdienlicbkeit der verwendeten Mittel wird leiten lassen, 
im übrigen aber lediglich eingeschränkt ist durch die Forderung der Consequenz, 
d, h. durch die Forderung, dass man dasjenige halte, was man in reiflicher Ueber- 
legung freiwillig ausgemacht hat. 



§ 5. Zusätze über Ungleichungen. 

Aas dem Associationsgesetze der Addition flieset noch eine wich- 
tige Folgerang mit Bezug aof üngUkihmgen, 

Zunächst ist es wichtig , au hemerken, daas jede Ungleiekung skh 
auf eine Gleichung 0uriickfShren lässt. Ist nämlich: 

« > oder h < ttf 

so heisst dies (laut Definition), dass die Zahl a erhalten werden kann, 
indem man zu der Zahl h (in ihrer Urform) noch Einer hinzusetzt 
oder anreiht. Nennen wir die uns unbekannte Summe oder Anzahl 
dieser noch anzufügenden Einer jetzt u, so geht (laut Definition der 
Addition) die Zahl a auch dadurch aus der Zahl h hervor, dass man 
u zu dieser letzteren addirt. Es kann also die obige Ungleichung 
auch in Gestalt der Gleichung ausgedrückt werden: 

worin u wie gesagt eine unbesHmmie Zahl vorstellt, auf deren Werth 
es uns weiter nicht ankommt, und die, wie S|^ier gezeigt wird, den 
Untendiied von a und h oder den Ud>er8ehu8S von a fiher h vorstellt. 
Umgekehrt, wenn a^b + u ist, so folgt auch a > 6, d. h.: 

(A) Die Summe ist immer grösser ats eines ihrer Glieder, das 
Ganze grösser als seine Theile. 

Ist nun ebenso & > also h—c-\-u'f so ergibt sich durch Ein- 
setzung: / I '\ I 
o a^(c + u) + u, 

oder nach dem Associationsgesetze: 

a = c + *»)• 

Die Summe der beiden unbestimmten Zahlen i»' und u ist aber 
Reibst wieder eine unbestimmte Zahl, die u' genannt werden kann, 
sodass folgt: 

a^e + u" oder a> e. 

• Wir sind damit zu dem Resultate gelaugt: 

(B) Wenn a> b und b > c, so ist um 80 m«Är (a fortiori) imdb 

a'> c, und durch fortgesetzte Anwendung dieses Satzes ergibt sich 

leicht der noch allgemeinere: 

(C) Hat man rinc Keihe von Zahlen, von wclchm jede grössei- ist 
als die unmittelbar darauf folyendCf so ist auch die erste grösser als 
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die letite und Überhaupi jede friihcrc (jrösser als jede spätere; mau hat 
alsdann eine almehmende Reibe ?on Zahlen: a>&><;>^>*** 

Derselbe Satz gilt aoch — wie dies sufolge der zwkföltigeu Aus- 
dmcksweise Oberhaupt bei allen Sätzen über Ungleichungen der Fall 

ist — wenn die Worte „<rrof?ser** und abnehmend" durchweg ersetzt 

werden durch kleiner'' und hmoiul'', und vice versa. 

Von jeder Zahl die < n und > r ist, wird gesagt, dass sie 
zwischen a und r oder in dem Intervall von e bis a (exclusive) luge. 

Aus dem Associationsgesotze : 

. a + (6 + c)-.(a + i) + c, 
desgleichen aus dem damit ebenbürtigen Satze: 

(a + c) = (a + 6) + c 

kann nach dem obigen andi geschlossen werden: 

a-\-{h-\- c)> a + hy 

desgleichen: / . . . ■ i 

^ (a -j- c) -f- o > a + 6, 

indem hier die unbestimmte Zahl u rechts durch e rertreten ist. Ds 
nun die Summen linker Hand aus der a-{-h rechts herrorgehen, indem 
man zu einem Gliede der letzteren die beliebige Zahl e addirt, so 
liefert nns dies den für die Folge äusserst wichtigen Satz: 

(D) Eine Summe ändert sich, nimmt m oder ab, wenn irgend 
eines ihrer Glieder sich ändert, toäehst oder sehwindet. 

Dies lässt sich ebenso für eine lueiirj^liLHlrigu Siiaiiue beweiseu, wie es hier 
für eine aweigliedrij^ bewiesen worden iat Man braacht nur die fibrigen Glieder, 
ohne daiyenige, was man sunehmen lassen will, zu einer Partialsumme zn ver- 
einigen, d. i. in ein ein?j'<^es Glied zasaiumenxnfitfseui und kann alsdann die ganse 
Summe wie ein Bioom behandeln. 

Nunmehr sind noch die Sätze^ welche sich auf die Verbindung 
von Gleichungen und Ungleichungen untereinander (durch die bisher 
betrachtete Rechnungsart oder Addition) beziehen , hier anzureihen. 

In Nummer 18. der Einleitung wurde schon ein Grundsatz auf- 
gestellt, ans welchem hervorgehti dass Gleichungen su einander addiH 
werden dürfen , oder wie man gewohnlieh den* Satz ausspricht, dass 
gleiches, m gleichem addirt, gleiches gibt. 

Der Addition können in dem ursprunglichen Sinne des Wortes allerdings 
nur Zahlen unterworfen werden, nicht aber Gleiehungm; doch ist auch das 
Adäirm e(e. wm GJei^imgen ein sehr gebiftuchlicher Ausdruck geworden, unter. 

welchem man ein znsamnicngosetxterea GeschilFt versteht, n&mlich die Addition 
ihrer linken Seiten, (Ii'.s<;lfichen die ihrer rechten Seiten, and dann die Gleich- 
setzung dieser beiden Summen. 

Ebenso gilt nun der Satz (der eigentlich nur eine geringfügige 
Verallgemeinerung des zweitvorigen (D) ist): 
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(E) Gleiches j zu grösserem adiliri, (jlht grüssei'CSj das liuisst, wenn 
a ^ h j und a = h' , so ist auch : a -|- a' > i -j- Z/'. 

Der Beweis ergibt sich leicht, iudein man aus a = h -\- u und 
a — h' nach dem vorigen Grundsatze schliesst: a -\- a = {h -f- n) -\- h', 
also, nach dem Associationsgesetze, = {h -\- h') -j- «, mithin > -j- h'. 

Endlich ist hier der Satz anzuführen : 

(F) Grösseres j zu grösserem addirt, gibt grösseres ^ oder: wenn 
a h und a > h', so ist auch 

o -|- a' > h -\-h'. 
Betcfis. Aus den beiden Gleichungen: 

a — h-\-n und a = h'-\-Uj 

folgt wieder: , , , n , , ,v 

fl + rt =(6 + tO + (^ + «), 

und dies lässt sich nach den beiden Grundgesetzen der Addition auch 

so schreiben: 

« + a'=(6 + i') + (u + «'), 
oder, wenn u -f- «'=n" genannt wird: 

a -\- n = {h -\- h') -\- u"y 
woraus zu ersehen ist, dass in der That: <7 -j- > 6 -|- 

(G) Ueherhaupt lönnen Unglcichmigm von üherehistimmendm ün- 
(jleirhheitszcichm addirt werden, indem man ihre linl'en Seifen, und 
dann ihre rcehten Seiten addirt und die erste Summe mit der zweiten 
dureh das nämliche Ungleichheifszeichcn rcrhindrf. 

Auch aus h <i a und h' < n folgt h -\- h' <i a -\- a. 

Solche Ungleichungen werden auch wohl g/eich^timmige genannt," 
im Gegensatz zu den ungleichst innuigen, wie es zum Beispiel die beiden : 
a > und b' < a sind. 

Der letzte Satz gilt übrigens auch für beliebig viele Ungleichungen. 

II. Die Addition in recnrrenter Behandlung. 

§ 0. Begriff von Zahl und Summe. 

Indem wir von den bisherigen Ergebnissen jetzt absolut nichts 
voraussetzen, führen wir die Namen, der natürlichen Zahlen ein durch 
folgende Reihe von Gleichungen: 

(5) 2=1 + 1, .3 = 2+1, 4 = .3+1, 5 = 4+1, etc., 
die wir uns ins unbegrenzte fortgesetzt denken, so jedoch, dass nie- 
mals der Name einer frühereu Zahl wiederkehrt.*) 

*) Diese unerlässliche Bedingung haben die LiHherigcn Siliiiftsteller fiber 
diesen Gegenstand (Grassmann, Hankel u. A.) zu erwähnen vergessen. Man 
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Hierdurch sind die natürlichen Zahlen nun reewmrend definirL 
Man mnss nämlich, um die Bedeutung einer Zahl ToUstSndig angebeo, 
das heisst, sie durch die Einheit ausdrucken zu können, von ihr au 
auf die vorhergehende Zahl zurückg(;hen und überhaupt die ganxe 
Reihe rOckwarts durchlaufen (recurrere). üm z. ß. die Zahl 5 n 
bildeu; geht man von der Gleichung 5 4 + 1 ans; in sie setzt man 
rechts den Werth von 4 ein, welchen diese Zahl nach der vorher- 
gehenden Gleichung besitzt , nämlich 3 -|- 1 ; durch die Einsetzung 
ergibt sich eine neue Gleichung, in welche man deu Werth von 3 
aus der vorhergehenden Gleichung zu substituireu und in deren Sub- 
stitutionsergebniss endlicli den Werth von 2 aus der ersten Gleichung 
einzusetzen hat. So hat man successive: 

5- [3+l] + 1, 

6- [{2+l} + l] + l, 

+ + + + 

VVullte man dieses Kesultat auf der Stelle erhalten, so müsste 
man eben die vorhergehenden Zahlen: 

8-(l + l)+l, 

+ + + 

schon zuvor gebildet haben. 

Ist nun a eine Zahl aus unsrer Reihe: 

1^ 2y 3y 4^ • • • 
so ist auch a 1 eine solche , indem: 

«' = a -j- 1 

die allgemeine Form der Gleichungen (5) ist. Nennt man a% nämlich 
a -|- 1 , die Summe ans dem ersten GUed a und dem Hoeiten Glied l 
[wovon die Summe aus 1 und a noch streng zu unterscheiden ist], so 
ist das Wesen der Addition zunächst in einem hesondem Falle erklärt 
Es ist erklart, was es heisse, eine Zahl a um 1 vermehren oder die 
Einheit zu ihr addiren; dies heisst nämlich: den Namen deijenigen 
Zahl suchen, welche in den Gleichungen (5) dem Ausdruck a + l 
gleichgesetzt ist. 

Da also der Begriff der Addition feststeht für zwei Zahlen, deren 
zweite gleich 1 ist, so kann man diesen Begriff nun allgemein für 



küunte iudessen durch Festsetzung einer Wiederkehr von einzelnen Ziiiem in der 
Zahlenreihe (5) ein neaee Zahlensystem begründen, welches eigenthümlichen Ge- 
setzen unterworfen wäre, nnd sich in gewisser Hinsicht geometrisoii dnrdi die 
Punkte eiaitae geschlossenen Gurre, eines Kreises repräsentiren Uesse, sodass sidi 
vielleicht der Name „eylAwSie oder dreitUiT-Zaldm** daf&r empfehlen w<iide. 
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zwei beliebige Zahleu erklären ^ indem man definitionsweiae für ganz 
beliebige Werthe von a und h die Gleichung festsetzt: 

(6) a + (Z/ 4- = + + 1. 

Diese Gleichung — [wie man sieht, nur ein besondrer Fall des Asso- 
ciationsgesetzes im vorigen Abschnitt] — enthält in der That eine 
rectirrente Definition der Summe irgend zweier Zahlen. Sie gibt zwar 
nicht unmittelbar an, was eine solche Summe bedeutet; sie führt aber 
das Verstäudniss der Summe aus a und 6 -f- l zurück auf das der 
Summe von a und h. Denn wenn a -\- h eine bekannte Zahl unsrer 
Zahlenreihe ist, so haben wir schon gesehen, dass auch (a -\- b) -\- \ 
eine solche sein muss; dann wird also die linke Seite der Gleichung 
(6) wirklich durcli die rechte Seite derselben erklärt. 

Nun ist aber a + 1 eine schon bekannte Zahl unsrer Reihe. 
Nimmt man also in (6) zunächst == l an, so ist: 

a + (l + l) = (« + l)+l, 

oder weil 1 1 = - ist: 

« + 2 = («4- 1)4- 1, 

darum auch eine l)estimmte Zahl unsrer Reihe. Ferner ist, wenn 
6 = 2 gesetzt wird : 

« -f (2 4- 1) = (</ 4- 2) 4- 1 , oder: « 3 = (a 4- 2) 4- 1, 

wo a 4" 2 und daher auch (a -\- 2) -\- \ oder a -\- ?) eine völlig be- 
stimmte Zahl unsrer Reihe ist, und so fort. [ 

Nach der Formel (6) ist daher endlich jede Summe zweier Zahlen 
eiue ganz bestimmte Zahl der Reihe (5). Eine .solche Summe kann 
man auf diesem Wege auch wirklich unzweideutig ermitteln durch ein 
recurrirendes Verfahren, welches rein mechanisch vor sich geht. Um 
z. B. 7 4" 5 zu ermitteln , hat man : 

7 4- 5 = 7 4- (4 4- 1)- (7 + 4) 4- I, 

7 4-4 = 7 4- (3 + 1) = (7 4- 3) 4- 1; 
7 4- 3 = 7 + (24- 1) = (7 4- 2)+ 1, 
7 + 2 = 74-(14-l) = (74-l) + l, 
74-1=8, 

also 7 -f 2 = 8 4- 1 = V), 7 -f 3 = 9 4- 1 = 10, 7 -f 4 = 10 4- l == 11, 
74-5=11 4" 1 = was zu linden war. — 

Aus dem bisherigen ergibt sich zugleich, dass die Addition, wie 
mau sich ausdrückt, eine einäcutiyv Operation ist, indem die Summe 
zweier Zahlen nicht mehrere A\ ertbe, sondern nur einen ganz bestimmten 
Werth haben kann. Diese Summe ist nämlich deßnirt durch einen 
t^inzigeu ganz unzweifelhaft vorgeschriebenen Weg zu ihrer Bildung. 

Schröder, Lehrbuch J. Aritbin. u. Algebra. (> 



CG 



Zweties Kapitel. 



Die Summe zweier Zahlen kann niemals dem ersten Gliede gleich 
sein, denn um sie zu bilden, mussten mr vom ersten Gliede aus in 
der Zahlenreihe (5) vorwärts gehen, und wir haben angenommeo, 
dass in dieser Zahlenreihe eine frühere Zahl niemals wiederkehrt. 

• 

Jede Zahl aber, die in der Reihe (.")) t,päter auftritt als eine andere, 
wird jetzt grosser als diese zu nennen sein. Ueberdies nimmt die 
Summe um eine Einheit zu, wenn das zweite Glied um l wachst. 
Hieraus, sowie aus den uocti folgenden Gesetzen, wird man wieiler 1 
mit licichtigkeit ersehen, da.ss überhaupt eine 8umme stets versdm- 
den davon und grösser ist als eines ihrer Glieder, und dass sie sich 
stets iiinlert, wenn sieh einer der Suinniandeu äudert — sodass wir 
aut diesen l*u!)kt nicht mehr zurückzukommen bniuclien. (Grass- 
maun, llankel 1. c.) — 

^ 7. Das AssooiaUonsgesets für Trinome. 

Ich gehe nun dazu über, das Associationsgesetz ftir die Addition, 
wie es die Formel ausspricht: 

(7) a + + = + i*) H- c 

allgemein zu beweisen. Zu diesem Zwecke kann man eine Ueberl^ng 
ausführen, welche von vielfaltiger Anwendung in der ganzen Mathe- 
matik und unter dem Namen der vöRständigen IndueHan (ScJikiss m 
n auf n+ It BernoullVseher InducHonsschluss , nach andern auch 
Kästner'sches Verfahren) bekannt ist. 

Zuerst nämlich beweist man, dass wenn die Formel (7) für 
einen bestimmten Werth von e richtig ist, sie auch für den nächst 
hdhereu e l gelten muss. 

Findet in der That die Formel (7) für ein gewisses c statt, »* 
ergibt sich durch zweimalige Anwenduufr von ((>): 

« + + + 1)> - a -i- {(6 + c) + 1} « {a + (6 + ^0} + 
Nach (7) aber ist dies gleich {(a -f h) + r| -j- also nach (C) gleich 

-\- 0) {c 1), sodass gefunden ist: 

« + + («+!)}-(«» + *) + («+!). 

Gilt also das associative Princip in Gestalt der (Gleichung (7) für ein«' 
gewisse Zahl so gilt es auch, wenn c durch c 1 ersetzt wird. 

Nun überlegt man weiter, dass die Formel (7) jedenfalls eri'filH | 
ist, wenn r den Werth 1 hat, da sie alsdann auf (G) hinaus kommt. 

Gilt sie aber für c ~ \ , so nuiss sie nach dem eben bewiesenen 
Satze auch für = 1 -f- 1 = 2 richtig sein; ist letzteres der l^ali, si» 
muss die Formel nach demselben Satze auch für c = 2 -{- 1 3 gültig 



Digitized by Google 



t 

II. Die Addition io reconrenier Behaaditing. 67 



bleiben, woraus wieder ihre (liiltigkoit für r = 3 -f- 1 = 4 folgt, und 
so weiter. Da durch successive Additiou von 1 alle Zahlen erhalten 
werden, so muss also das associative Princip (7) für jeden Werth 
von e, mithin allgemein gültig sein. — 
Da nun in dem Ausdruck: 

wi'leher nach dem in <^egenwärti*j^er Uiifeisiiehunj^ ;id()j)tirten Stand- 
jnnikte für sicli uoeli keinen Sinn besi(y,i (indem die Addition erst iür 
:icn Zahlen erklärt wurde), eine Klammer nur auf zwei Arten gesetzt 
werden kann, nändich auf die beiden in (7) angegebenen Arten, und 
da es sich nach (7) für das ll^sultat einerlei gezeigt liat, auf welche 
dieser beiden Arien sie gesetzt werden soll, so braucht man nicht 
mehr ausdrücklich anzugeben, ?vic die Klammer angebracht werden 
soll; man kann dieselbe als überflüssig weglassen, und den Ausdruck 
a-i-b -\- c eine Summe aus drei Gliedern in der Reihenfolge a, b, c 
nennen. 

Unter der dreigliedrigen Summe a + b + e verstehen wir also 
lediglich das übereinstimmende Ergebniss der beiden in Gleichung (7) 
linker oder rechter Hand vorgeschriebenen Additionen von zwei Zahlen. 
(Grassmann, Hankel; 1. c.) 

§ 8. Das Associationsgesetz für Polynome. 

Es erübrigt zu beweisen, dass sich ebenso auch der BegrilF einer 
Mgliedrigen Summe allgemein feststellen lasst. 

Verbindet man zunächst vier Zahlen a, b, e, d in dieser bestimmten 
Reihenfolge durch das Zeichen -|-, so kann darunter eine der drei 
folgenden zweigliedrigen Summen verstanden werden, deren Gleichheit 
nachzuweisen ist: 

{a + h-{- r) -f ^ (a -f h) -I- (^c + = « + + -|- '0, * 

woljei die dreigliedrigen »Summen auf die einfachste Art, nämlich ohne 
Klammem, geschrieben sind. 

In der That ergibt sich durch mehrmalige Anwendung des Asso- 
ciationsgeqetzes (7): 

[u-^h^ c) + (/ = {{a -f h) + rX + .7 = {a + h) + {r -f ,/) 

= a + {// 4- (c + cO) = a + (6 + c -f il). 

womit der verlangte Beweis für viergliedrige Summen geleistet ist. 
Man kann das Resultat dieser Rechnungen nun auch als dreigliedrige 
Summe schreiben, wie folgt: 

(a + b) -\- r d^a + {h r) + d^ a + h {c + d), 

6« 
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da eine dreigliedrige Siiinme nicbts anderes ist, als eine zweigliedrige, 
bei welcher es freigestellt ist, auf welche der beiden möglichen Ärl«i 
man sie bilden will, und es darf nun endlich jede Klammer weggelaasm 
und für alle diese Ausdrücke geschrieben werden: 

was fortan eine vicrglieärigv tSuumie lieisseu möge. — 

Hat mau allgeiueiu eine lieihe R von n iu bestimmter Ordnung 
aufeinanderfolgenden Zahlen: 

^'2> ^^^t • • • 1 y ^my öm + l» • • • «11—2, ön — l, tlny 

wobei selbstverstiindlieh )h < ii ^XMladii isi, so ist die allgeineiiist«" 
Art, diese Zalileii durch wicdcrholle u ciidiiUL»' ciiifaclier, d. Ii. mir 
auf zwei in'beiieiiiaiider .stehende Zahlen bezÜLjlielier A(hlitioijeii iw 
einer Sunnne zu vereini<^en , Ad^ende. Man greife au.s (h;r Keihe ]\ 
irgend zwei benaclil)arte Zahlen nach Beliehen lieraus, und bilde ihre 
Summe. Die Summe dieser beiden Zahlen ia»t eine Zahl, welche zwi- 
schen die der ersteren Zahl vorausgehenden und <lie der letzteren nach- 
folgenden Zahlen eingereiht werden soll. Sie bildet dann )nit diesen 
übrigen Zahlen eine neue Reihe von nur n — 1 Zahlen, welche wir 
JJj nennen wollen, sodass J?, eine Zahl weniger als Ii enthält. Indem 
man wieder ganz nach Iklieben zwei nebeneinander siehende Zahlen 
aus der Reihe 12, zu ihrer Summe vereinigt, und diese an der be- 
treifenden Stelle zwischen den übrigen einreiht, welche unverändert 
bleiben, erhält man eine Reihe von Zahlen, deren Anzahl [m—^I 
um zwei geringer ist als die der ursprünglich gegebeneu Zahleo. 
Fährt man so fort, so wird man zuletzt zu einer Reihe [Jß.-«] von 
zwei, und dann zu einer einzigen Zahl [/^-ij gelangen, und dersu 
beweisende Satz besteht darin, dass diese am Ende des Processes sidi 
ergebende Zahl immer dieselbe sein wird, auf welche Art man such 
— * innerhalb der vorgeschriebenen Hchrauken — <lie einzelnen ein* 
fachen Additionen ausführen mag. 

Um dies zu zeigen, wemlen wir die Vidlständige Induetiou an, 
d. h. wir nehmen au, der Satz sei richtig, wenn die Anzahl der ur- 
sprünglich gegebeueu Zalilen oder (ilieder kleiner als w, also gleit ii 
1, 2, 3, . . . oder n — 1 ist, mid Iteweiseu, dass der Satz^ dann aueli 
für die nächst grossere Anzfihl von (jJliedern, iiämlich v selbst, güUig 
sem muss. 

Ist der Satz für weniger als )/ Zahlen richtig, so ist der Hegritl 
einer Suiniue von weniger als )i (lliedern Iiereits klargestellt, und kön- 
nen in einer .solchen jedesmal alle Klammern weggelassen werden. 
£s handelt sich dann darum, zu zeigen, dass wenn man die Zahlen 
unsrer n gliedrigen Reihe (ohne die Orduuug derselben zu stören) aut 
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irgend eijie Art in zwei Gruppen sclieidet, vun jeder Gruppe die 
Summe bildet, welche, da sie weniger als ii Glieder hat, bereits un- 
zweideutig erklärt ist, wenn man endlich beide Suramen addirt, stets 
das gleiche Resultat herauskommen muss, dass also: 

(a, -f «2 -f «3 -f- • • • -|- a„-2 -f- ««-i) + = 

= (a, -f r/., H- flg -f P a„_2) + K-i + «n) = 



= (a, + öj) + («3 H h + + an) 

= «I + («i + »3 + h «n-2 + -f a„) 



sein muss. Auch dieser Nachweis ist durch den vollständigen Induc- 
tiüusschluss geführt, wenn man zeigt, dass man ein Glied der einen 
Gruppe zur andern schlagen darf, sodass das letzte Glied der ersteren 
Theilsurame zum ersten Glied der letzteren Theilsurame wird, oder dass: 

g i h «/«-i + + K + i H h«'.-i + ««) 

1= («i + «2 + h (öm+ «« + 1+ h an^i-j-fl«) 

sein muss. Denn durch diesen Process kann der erste von den obigen 
Ausdrücken (8) successive in die folgenden übergeführt werden. 

Denkt man sich nun in der ersten Zeile von (9) die ersten m — 1 
Gheder der ersten Sumine zu einer einzigen Zahl zusammengefasst, 
was gestattet ist, da die Bildungsweise dieser Summe beliebig, und 
betrachtet man auch die zweite Summe als eine einzige Zahl, so kann 
mau das Associationsgesetz (7), welches für drei Zahlen gilt, anwenden, 
und erhält als Werth der ersten Zeile von (9): 

{(a, + «2 H h + «m) -f- + 1 -f- H "«-1 + Of,) = 

= (a, 4- a., -I 1- a„,-i) -f {a„, -f- {a„, + i H (- fif«-i -f 

der letztere Ausdruck ist aber einerlei mit der zweiten Zeile von (9) 
und damit ist diese Gleichung erwiesen. (Derselbe Schluss ist offenbar 
auch zulässig, wenn die zweite Klammer in der ersten Zeile, oder die 
vnUi Klammer in der zweiten Zeile von (9) nur ein einziges Glie<l 
t'iithält, wenn sie also yon Anfang an fehlte, oder zuletzt fortzulassen 
seiu wird.] 

Wir können demnach das associative Princip bei der Addition in 
seiner Ausdehnung auf mehrgliedrige Summen jetzt allgemein als er- 
wiesen ansehen; denn da es für drei- und viergliedrige Summen gilt, 
so muss es nach dem obigen auch für fünfgliedrige, dann ferner für 
sechsgliedrige Summen gelten, und so weiter ohne Ende fort. 

Beachtenswerth ist dabei, dass das Associationsgesetz für mehrere 
Zahlen geradezu als eine Conscqueuz hervorging aus demjenigen für 
drei Zahlen — eine Bemerkung, die uns auch bei andern Operatiuneii 
zu gute kommen wird. — 
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I 0. Das Commutationageseta für Binome. 

Ich frehv jetzt zum IJeweise ilos (Joininutatioiisj^eset/es über, wel- 
ches als eine Fol^'cruii^ aus tleui As.sotiatioiisgesutz (<)) oiler (7) iiiii- 
j^'estellt werden kann. |liei andern ()|iLTatiünen , die, el)eiiso wie die 
Addition, a.s^ociativ sind, wird (4ne derartige Folgerung keineswej^rs 
zulässig sein, weil dann die Operationszeichen nicht nirhr mit denen 
übereinstimmen, welche in der Definition (5) der Zahlenreihe ägurireu.J 

Zuerst lässt sich zeigen, dass wenn die Gleichung: 

(10) 1 + « « a + 1 

für eine bestimmte Zahl a richtig ist, sie auch gelten moss^ wenu 
man die nächst höhere Zahl a -|- 1 an Stelle von a schreibt. In der 
That ist nach (6): 

1 + 1) = (1 +^')+ I, 

und dit'ses uaeli (10) = (^f -|- \) -\- 1, wie zu zeigen war. Da nun dio 
(jileichung (lOj oirenl)ar für a— l erfüllt ist, so muss sie nun für 
ri = 2,3, . . . und nach dem Schluss der vuUstäudigen luductiou all- 
gemein für jede Zidd a gelten. 
• £s sei nun die Gleichung: 

(11) a + h^h + a 

für einen bestimmten Werth von b — bei beliebigem a — richtig; 
dann muss sie auch gelten , wenn & -|- 1 an Stelle von b geschriebeu 
wird, denn nach (0), (11), (G) und (10) ist: 

also nach (7): 

wie behauptet worden. .Da nun die Gleichung (11) ftlr jeden Werth 
von a erfüllt ist, wenn &»1, so muss sie es zugleich auch, für 
5^2, 3, . . . und nach dem Schluss der vollständigen Induction ffir 
jedes b sein. — 

§ 10. Das Gommutationsfireseta für Polynome. 

Das jetzt für zweigliedrige ^Summen allgemein bewiesene commn- 
tative Princip lässt sich ferner leicht auch auf mehrgliednge Sammen 
ausdehnen. 

Der Beweis, dass in jeder ngliedrigen Summe die Keihenfolge 
der Summanden beliebig ist, wird geleistet sein, wenn man darthun 
kann, dass in einer solchen Summe zwei beliebige Glieder miteinander 
vertaaschi werden dürfen. Denn durch fortgesetzte Vertausdiiiiig von 
jedesmal nur zwei Gliedern wird man jede gegebene Ordnung v<»a 
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Gliedern heraielleu können: man vertausche einfach nach der Keihe 
das' erste, zweite, dritte, . . . Glied immer mit dengenigen unter den 
auf dasselbe folgenden Gliedern , welches an dessen Stelle treten soll. 

Nun lassen sich in der That zwei benachbarte Glieder stets mit- 
einander vertauschen, weil ja nach dem assodatiTen Prmcip dieselben . 
auch zu einer zweigliedrigen ömnme zusammengefässt werden können, 
worauf man zu ihrer Vertanschung auf €hmnd Ton (11) berechtigt ist, 

und weil endlich nach vollzogener Vertaoschung die sie verbindende 
Klammer wieder weggelassen werden darf. In Zeichen, weil: 

''l + <*2 + • " "f- l + + «m + 1 + + 8 +"• + <*« 

« a, + £1, H • + «in - 1 + («m + ^ + + (^n + i + 

~ rt, + «2 + 1- Otn^l + + 1 + rtm) + fffl.-f-« 4- • ' • + — 

— «l + «2 + + 1 -f ^'"< + 1 + ff"' + (hn + i + \- ftn- 

Eine Vertauschung von irgend ewei Gliedern kann aber durch 
fortgesetzte Vertauschung benachbarter Glieder zu wege gebracht 
werden. Sollen z. 13. dir (Jlicder und ar miteinander vertauscht 
werden, welche unter der Annahme r > m in der Reihe: 

aul'eiiiiinder folgen, so vertausche man so lanjj^o mit jedem un- 
mittellnir darauf folgenden (Jliede, bis es direct hinter a,. zu stehen 
kommt. Dies geschieht durch die lleihe von [r — m] Transforma- 
tionen : 

• • • + l + + «fli + i + • • • + «r-i + «r— 1 + «fr + * * ' 

• • • H- ««-f-» + öiM + . . . + «r-J + «r-t + + ' ' * 

• • • + l + + ii + <'«4- 3 H- • • • + + «r - I + <»r + ' ' * 

• • • + ! + a,„ + . 4- a,n + 3 -h h - 1 + am 4- + • • • 

• • • fu + i + üm + i -f a,n + s H- • • • + a,-i + «r + -H • • • 

Hierauf vertausche man das Glied Or so lange mit jedem unmittelbar 
links vorhergehenden, bis es dicht ror Om^f i zu stehen kopimt, was 
durch die Folge ?on [r — m — 1] Umformungen bewirkt wird: 

» 

1 + rt,« + 2+07- -|- • • • + rtr _ 2 + ^'r - 1 + + * * * 

• • • Om-^l »r + + 2 + * * ' + ar-g + «r-l + *i» + * * * 

• • • Or 4" flin+i 4- + » 4" * • • 4- '•r-« 4" «r-1 4" 4^ " * * ' 

Dann erscheinen in der That und ar miteinander vertauscht^ wäh- 
lend die zwischenliegenden Glieder und ihre Reihenfolge dieselben 
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geblieben sind und doch immer nur benachbarte Glieder ihren Platz 
gewechselt haben. 

Mithin ist die Addition auch bei mehreren Summanden oommutatiy. 
Wenn wir jedoch znrfiekblicken, so bemerken wir, dass dieaee allge- 
meine Gommutationsgeaetz keineswegs eine Folgemng aas dem speciel- 
len (11) allein gewesen is^ sondern dass sich dasselbe wesentlich auch 
auf das allgemeine associati?e Princip stütst, und erst dem Mitein» 
greifen dieses letsteren seine Begründung ▼erdaoki. — 

In Bemg «of einen kQneren,.wenn anoh wodger inttractiTen, Beweis des 
allgemeinen CommntationageBetsee vefgleiche § 88., VII. 

ni. Die Hultiplicatioii in independenter Behandlung. 

§ 11. arundbegriffe. 

Von der Addition wird man zu der nächst höheren Rechnungsart 
der Algebra, nämlich zu der MuUipUeation gefOhrt, indem man eine 
gewisse Erfahrung macht. Man bemerkt nämlich, dass unter den 
Summen, die sich bei yerschiedenen Untersuchungen zur Berechnung 
darbieten, besonders häufig solche vorkommen, deren Glieder sämmt- 
lich einander gJev^ sind. 

Ee ist aasarathen, dass man sich sn Beispielen flberaeuge, wie ansserordent- 
lieh mflhsam nnd darum ansicher die Berechnung einer derartigen Bnmme wird, 
ja wie umständlich uud langweilig es schon ist, sie nur unszusprechen; umn ver- 
suche l eides etwa mit einer Summe, welche ans nur 100 Gliedern besteht, deren 
jedes 7.. B. gleich 37 ist. 

Es wird dalier das Bedürfniss rege, dergleichen 8uinmeii einer- 
seits abgekürzt zu bezeichnen, andererseits aucli, sie schneller ausrech- 
nen zu lernen als es durch wirkliche Addition der (.TÜeder möglich ist. 
Letzteres ist eine Aufgabe der gemeinen Arithmetik, die wir erst 
später lösen werden, da man die allgemeinen Eigenschaften einer 
Operation schon kennen muss, wenn man in den Stand gelangen will, 
ihre Ausführung zu begreifen. Das erstere geschieht in folgender 
Weise. 

Eine Stimme ans ImUer gleichen Gliedern wird ein Froduct ge-. 
fMnnt. Sie wird abgekürzt als ein solche« geschrieben, indem man 
das sich wiederholende Glied nur ein mal setzt, und neben (hinter) 
dasselbe, mit dem Zeichen X oder • {mal) verbunden, den Namen der 
Zahl schreibt, welche angibt, wie oft es als Summand yorgekommen 
ist, also wie oft es eigentlich in additiver Verknüpfung zu denken 
urore. Man pfl^ das Mal-Zeichen auch ganz wegzulassen, falls es 
nicht gerade zwischen zwei Ziffern steht, da das Nebeneinanderstellen 
▼on Ziffism in der gemeinen Arithmetik in einem andern Sinn, nftm- 
lieh zu der dekadischen Darstellung der Zahlen gebraucht wird. 
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Die obige Definition des Productes wird demnach allgemein durch 
die Formel ausgedruckt: 

(12) a-{-a-\-a-\--'''\-a>=axh = a.b==-ab 

12 8 ^ 
[sprich : erstes a plus zweites (( plus drittes a plus und so weiter bis 
zum t'*"' n ist gleich a mal />), und kann man unigekehrt auch sagen: 

Unfrr einem Frodurt a . /> ist uaabäoderlich eine Summe aiis b 
(gleichen^ Gliedern a zu verstehen. 

Zum Beispiel 3.4 bedeutet die Summe a-f'^ + S + ^i welche aus vier 
Gliedern 3 besteht; 3.2> bedeutet ebeuBO eine Summe aus b Gliedern, welche 

rtnwntlifth 3 sind, nftmlich: 3 -f 3 -f — f- 3; ferner a . 4 bedeutet a-j- a -f ^ + <>• 

T 2 % 

Auch in 2 X (3 4) 2 -f" 4) kann das Multiplicationszeichen unterdrückt wer- 
den; keineswegs jedoch in 4.3aB4-4-4-|-4, weil diese Somnie den Werth 18 

und nicht den Werth 43 hat. 

Die Kechiiuii^, durch weiche das Product ah — oder, wie man 
es auch nennt, das Product aus a in b — gefunden wird, heisst MuUi- 
plication\ man sagt: die Zahl a werde mit h multiplicirt (vervielfältigt), 
oder h mal genommen* Die erste Zahl, nämlich der sich medcrholende 
Summand n, heisst der MulHpUcnnd des Productes; die '/weite Zahl Z>, 
welche angil)t, wie oft der IMultiplicand als Glied zu denken ist, heisst . 
der MiiltipUcator dieses Productes. Man nennt auch wohl b den Coi'ffi- 
cient (Mit£actor) von a in dem Producte a h, ohne es jedoch mit dieser 
Benennung allsn genau zu nehmen (vergleiche z. B. § 15. und 17., 
Anmerkung). — 

Der Anfänger hat sich zu hüten vor der Vcrwechseloog der Antdrfiekei 
„um etwas vermehren" uud „mit etwas verviclfTiltigen"; zum Beispiel a, um b 
vermehrt, gibt a-\-h. dagefren niit b vprvieirälti<,'t wird es ab; desgl. ist die 
Zahl a -\- b um b grösser als <* zu nennen; hingegen o . b heisst b mal so gross 
als a. Fehlerhaft wäre fQr den letzteren Fall die Wortbildung: mal grösser*' 
(z. B. \ mal grfleserl). — 

Hinsichtlich der ohigen Erklärung eines Productes ist noch ein 
besonderer Fall hervorzuheben. Wenn nämlich der Multiplicand die 
Einheit ist, so ist das Product dem Multiplicator gleich; nach der 
gegebenen Definition des Productes hat man zum Beispiel: 

' 1x4=1 + 1+1 + 1, 

luul dieses ist gleich 4 nach dem l^egritfe dieser letzteren Zahl selbst, 
mithin 1 X 4 » 4. Ebeuso ist allgemein : 

1 . a B a, 

da beide Ausdrucke nichts anderes bedeuten als: 

1 + 1 + 1 _| f. 1 

1 2 :^ a. 
Wenn hingegen der Multiplicator gleich 1 aiigeuommen wird, so 
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erhält mau eiu Zeichen, welches noch keiueu Sinn besitzt, dem wir 
also einen beliebigen Sinn ertheilen könnten. Denn es wflrde a . 1 
strenge genommen bedeuten: y^eine Summe aus 1 gleichen Gliedern a*'^ 
was nicht nur grammatikalisch, souderu auch logisch betrachtet ein 
Unsinn ist, indem ursprfinglieh zur Bildung einer Summe wenigstens 
zwei Glieder erforderlich sind, und mau auch, um von gUiclien Ob- 
jecteu zu reden ; deren mehr als rincs vuruu.ssetzen luuss. 

Wenn wir uns aber der .schon aus^rcsproehenen Dehnition des 
Monomiums eriiniern und ferner eiQgeüeiik siud, dass jede Zahl sich 
selb^it gleich gilt, sowie auch, ihiss die fiins zu den Zahlen gerechnet 
wurde, so werden wir uns leicht bewogen sehen, festzusetzen, dass 
a . 1 fortan a selbst bedeuten solle. Zu dieser Definition: 

a . 1 « a 

drängt indesseu noch viel mächtiger di>r Umstaud hin, dass erst durch 
sie die nachfolgenden Gesetze der Multiplication eine unbeschrankte 
Gültigkeit erhalten werden. So uamenilich das erste derselben, wel- 
ches fordert, dass a . 1 » 1 . a sein solle. Da nämlich 1 . a ohnehin 
— a ist^ 80 wird die Formel a . & » & . a nur dann allgemein gelten, 
nur dann nicht für & » 1 eine Ausnahme erleiden, die äusserst lästig 
zu beobachten - sein wflrde, wenn a . 1 ebenfalls » a definirt wird. 
In ähnlicher Weise liesse sich unsere Festsetzung auch durch die an- 
deren Gesetze der Multiplication motiviren. Es bleibt demnach zu 
merken, dass stets: 

(13) a.\^ \ ,a^a 

zu gelten hat, und wenn wir — etwas vorgreifend, um den Fall so- 
gleich vdllig zu erledigen — uns des Namens „Factor'' jetzt schon 
bedienen, so k5nnen wir dies, wie folgt, in Worte fassen: 

Wenn der eine Factor eines Froductea gleich 1 int, so ist das JPru- 
dud ylcidi dem andern Factor, 

Mit andern Worten: Der Coef/icieiU 1 braucht nicht geschrieben 
m werden', aber auch umgekehrt kauu man denselben einer jeden 
Zahl nach Belieben beifügen; ja nicht selten, nämlich bei manchen 
Rechengeschäften, gilt es geradezu als Vorschrift: Wo kein Factor 
eu sehen ist, hat man in Gedanken den Faäor t bu ergänzen» Wohl 
am einfachsten dürfte man sich den Satz in der Fassung einpiägen: • 
Mü 1 mvXtiplieiren änäeH nichts. — 

Von der Multiplication hat man drei Grundeigenschaften kennen 
zu lernen, von welchen zwei die Multiplication allein angehen und 
genau den Sätzen über die Addition analog sind; die dritte bezieht 
sich auf die Verknüpfung von Addition und Multiplication. 
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§ 12. Das CommutaUoiUigeBeta der Mtütiplioation. 

Bs Ist eine erste merkwürdige Eigenschafli der MuUiiilication, 
dafis stets: 

(14) a » b =^ b . a 

ist. Dies heisät iu Worten: 

Der Werth eines Prodwks bleibt umgeändert ^ wenn MtUiiplicand 
und MuUiplicatar desselben miteinander vertauscht werden. 

Da .man bieruach nicht nöthig haben wird, Multiplicator und 
Mnltiplicand von einander zu unterscheiden^ indem beide sich ver- 
wechseln lassen, ohne dass dieses von Einflnss auf den Werth des 
Productes wäre, so braucht man dieselben auch in der BenennuDg 
nicht mehr zu unterscheiden, und darf ihnen dnen gemeinschaftlichen 
Namen beilegen ; man nennt sie die Factoren des Productes, und es 
ist also gl(n h^ülti^', welchen Factor man als Multiplicaud ansiebt, 
und welc'lien man zum Multiplicator macht, m. a. W.: 

Die, Faviorcn eines ProdHctrs dHrfrn vi//et)t(ind< r vertauscht iverden. 

Dieser »Satz, den in coiicisester WCisc dir (Jioicliung (11) aus- 
drilckt, bildet das CotHniutafionsycscfs für die Midtiplieation j vvulclio 
so)iiit der Addition darin gleiclit, dass sie auch eine commutaiive 
Operation ist. 

Merkwürdig erscheint der »Satz hier deshalb, weil auf den ersten 
Blick die beiden Producte ab und ba eine ganz verschiedene Bedeu- 
tung haben; nach unsrer Definition bedeutet nämlich: 

T 2 % 

b,a=^b + b + b-\ \-b, 

T f 3 a 

Die üebereinstimmung dieser beiden Summen tritt erst zu Tage, 
wenn man die Glieder derselben sämmtlich in ihre Einheiten zerlegt. 
Um dieses auszuführen, und damit die Kichtigkeit des Gesetzes (14) 
zu erkennen, wird man am besten gleich von vornherein das nach- 
stehende Schema von h Zeilen aus jedesmal a Einern hinschreiben: 

12 3 a 
_|_ 1 _| j_l ^\ 

-fl-fl+IH 1-1 (2 

+ 1 + 1 + IH 1-1 (h 

und sich die Aufgabe stellen, die Buiiime dieser siluimtliclien Einer 
auf die Form eines Productes zu bringen. Hierbei ist man nun be- 
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rechiigty von den Eigenschaften der Addition einen verschiedenartigen 
Gebrauch zu machen. Fasst man zuerst immer die horizontal neben- 
einander stehenden Einer zu einer besondem Summe zusammen, und 
addirt hernach diese Partialsummen, so ergibt sich der erst^ der obigien 
Ausdrücke, welcher «0.5 ist. Fasst man aber zuerst die vertical 
untereinander stehenden Einer zuRammen , so ergibt sich ebenso die 
zweitt' Summe, die = h . a ist. Je iiachdein also zuerst die Horizontal- 
reiheu (Zeilen) oder zuerst die Verticalreihen (Colounen) summirt wer- 
den, erhält iuhu entweder ah oder Jta, und diese beiden Ergebuisse 
müssen der ganzen Summe von Einern und lolglich auch einander 
gleich sein, weil die Anordnung des Additionsprocesses beliebig ist. 
H<}€li8t einfach gestaltet der Beweis sich für ein Beispiel, wie etwa: 



-8 + 


-1+1+1+ 


+ 8- 


+1+1+1- 




= 2 + « + 2 — 2.3. 



Das Rechengeschäftt durch welches inun in dem dekadisclicii Zahlcnsystom 
das l'rodiict a . h zwoier in chon dipscin Syt^tcm fjopcltonen Zahloii findet, if^' ein 
anderes als dasjenij;«', \vO(hircli niiui das ilim <.,'h'iclH' Product h . d erhält, i>lt'^er 
Umstand wird heniit/t, um die Kichtigkeit des Krgeluiissoa einer Multiplication 
mittelst einer andern Multiplication zu prüleu, oder um, wie mau sagt, die l^iobe 
einer HultipUcation zu machen. 

§ 13. Das AssDoiatioasgesets der Multiplioation. 

Die Multiplication ist auch eine assockiiive Operation^ indem das 
l'roduct einer ganzen iieibe von Zahlen unabhängig von der Art isti 
wie sie zu einem solchen vereinigt werden. 

Um dieS; zunächst bei drei Zahlen , einzusehen, kann man so 
verfahren. 

Man schreibe eine Summe aus lauter Gliedern c hin, welche in h 
Zeilen zu je a vertheilt sein mögen ^ nämlich: 

12 3 a 

C+C + C+ '''+C (l 

» 

+ : 

+ c + c+c + -»»+-c (6 

und setze sich zui- Aufgabe, diese Summe als ein l'roduct darzustellen« 
Hierbei wird man aber von allen den Freiheiten (iel)r;iucli macheu 
können, welclu.' durtii die Gesetze der Addition verbrictt sind. 

Zunächst kann man sagen: da die Zahl c in jeder Horizonlal- 
reihe a mal als Glied vorkommt, so ist nach dem Grundbegrüt der 
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Multiplicaiioii <lie Summe aller in einer SDiclieu Zeile betindlirlieii 
Zulileu gleich 

T 5 B a 

wobei wir, ohue iiocli vun dem Commutaiionsgesetze Gebrauch 
machen zu wollen , den Multiplicanden stets dem Multiplicator voran* 
stellen — ; da ferner b solche Zeilen vorhanden sind, so ist die Summe 
sammtlicher Zahlen gleich 

CO + ca ^- • • • + ca (ca) , h , 
T 5 h 

wo jetzt if.d) der Mnltiplican»! mii] /< ilt*r Multiplicator ist. 

Null können wir aber «lieselbe »Suuime auch auf anderem Wege 
lie!<timineii durch die Bemerkung, dass das obige Schema aus a Ver- 
ticalreihen besteht, deren jede }> mal die Zahl c enthält; es ist also 
die Summe aller in einer solchen Colonne befindlichen Zahlen: 

T 2 % 
und folglich die Tutalsumme auch gleich: 

oft + <?6 + c6 + • • • + cft » (eh) . a . 
15 5 a 

Wir erhalten somit das erste Resultat: 

(ru) . h = {vb) . a f 

aus welchem sich nebenbei, indem die bisher ganz willkQhrltche Zahl 
e gleich 1 angenommen wird, nach (13) von neuem schliessen lasst, 
dasB a . & a 6 . «r sein, also das Oommutationsgesetz bestehen muss. — 

Wir können nun dieselbe Totalsumme sämmtlicher in dem obigen 
Schema befindlichen Glieder auch noch auf eine dritte Art bestimmen, 
indem wir abzählen, wie oft der Summand e im Ganzen vorkommt. 

Zunächst ist a die An/ahl der in einer jeden Zeile befindlichen 
Zahlen, und da h solcher Zeilen vorhun«leii sind, so ist a . h die An- 
zahl aller iil)erhau})t MiilV>es(hriebeneji (iliedci- r; doch hätte man 
ebeus(j auch zeigen kinuien, dass 1) . n diese Aii/alil ist. 

Vüilkoinnien deutlich niuss dies \v<M<len, wenn man die nrsjirünf^- 
liche Methode des Zählens anwendet, welche ilarin bes?ieht, dass man 
jeden der zu zählenden Gegenstände mit dem Zeichen l abbildet — 
eine Methode, die hier noch dahin ab«rekiirzt werden kann, dass man 
die zu zählenden Summaudeu selbst einfach durch Einer ersetzt. Auf 
diese Weise nämlich erhält man zur Darstellung der Anzahl von Glie- 
dern r offenbar genau das Tableau od'er Schema des § 12., an welchem 
wir dort erstmalig das Oommutationsgesetz ah^ha entdeckten. 
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Die Totalsumme hat also den Werth: 

e . (ah) ^ c . {ha), 

sodass nun im ganzen gei'uuUeu ist: 

{ca)h (cb)a — c{ab) »= c(ba) . 

Aus diesen Gleichuiii^en kann man zwei neue Gesetze entnehmen, 
welt'lie aber insofern von einuntlrr abliänt^ipf sintl, als ein jedes diM- 
sell)eii ans dem andern vermittelst des Conimutationägesetzes abge- 
leitet werden kann. 

Um übrigens diese (xeset/.e endi^üUi^ auszns))reehen und für das 
Memoriren zurechtzulej^en, ersebeint es durch den CJeschniaek geboten, 
die Bezeichnung in etwas abzuUnd«>rn — etwa a die Zahl 2U nennen, 
welche bisher c hiess, und umgekebrt.*) Noch besser werden wir die 
Ihichstaben Oj c „eyklisch" miteinander vertauschen, d. Ii. ti durcli />, 
b durch c und c durch a ersetzen. Die letzterhalteue Gleichung heissi 
alsdann: 

{ah)e ^ {ac)b a(bc) a{cb), 

und ein erstes Gesetz wird dargestellt durch die Gleichheit der beiden 

ersten Ausdrücke: 

(15) {ah)e^(ac)b, 

was in Worten so aui^sprochen werden kann: 

E8 ist gleiehgulHgf in welcher Reihenfolge eine Zahl mit (zwei) 
andern successive muU^licirt wird. 

Dasselbe reprSsentirt eine Eigenschaft der Multiplication von 
eigentlich gemischtem, theils. assodativem , theils commutativem Cha- 
rakter, indem durch die Umordnung oder Vertauachung der Pactoreu 
h und durch welche die eine »Seite der ( Jleieliini^- in die andre ül>or- 
geiiihrt werden kann, zugleicdi eine Andersgruppirnng dieser l'actonii 
bewirkt, näinlicb einmal a mit Jt und das andre mal a mit r associirt i 
wird. Da jedocii auf den ersten Blu k der commutative Clmrakter de.s I 
tiesei/es mehr in die AugeJi lallt und, iiusserlieh betraeliiet^ die Klam- 
mer links uud rechts den gleichen Platz einnimmt^ so will ich dasselbe 
küuftig als comtnutafirrs Princip bei drei Factoren citiren. 

Ein zweites Gesetz liefert die Gleichheit des ersten und dritteu i 
Ausdruckes: 

(16) (ab)€^a{bc), 
und lautet dasselbe vorwärts gelesen: 

Ihn cm Froduct mit einer Zahl zu muUijiliviren , yeniiyt es, vimif 

Dam dießcs niül)t von vornherein ausgeführt wurde, geschah der Bezqg- 
uahmc auf § 12. zu hebe. 
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Factor des Froductes mit dieser Zahlj und mit dem Ergeimisse dann 
den andern Factor zu mtdfiplicircn , oder auch: 

Anstatt eific Zahl mit mehrerc7i (zunächst nur zwei) andern Zahlen 
nacheinander zu mtdtipliciren, kann man sie auch auf einmal mit dem 
Froducte derselben midfipliciren , und rückwärts gQlesen: 

Anstatt eine Zahl mit einem Producte zu multiplicirm, kann man 
dieselbe auch mit dm Faetoren des Broductcs nacheinander multiplieircfi. 

Dieses Gesetz heisst das Associationsgcsctz der Mtdtiplication. Es 
lehrt uns, dass in beiden Ausdrücken (10) die Klammer auch (jänzlieh 
weggelassen werden darf, indem es gleichgültig sein wird, auf welche 
Art man sie gesetzt denkt, und führt uns dasselbe so zu dem Begriö' 
eines Productes a . h . c von drei in einer bestinmiten Ordnung mit- 
einander multiplicirten Zahlen. 

Daas in der That die beiden Sätze (15) und (10) mittelst des 
Comrautationsgesetzes (14) auseinander folgen, ist leicht einzusehen, 
tlenn nach (14), (lo) und daj)n wieder (14) ist: 

(a6)c = {ba)c = {bc)a = a{be) , 

niitliin das Association sgesetz abgeleitet, und ebenso wird von diesem 
wieder auf den Satz (15) zurückgeschlossen, indem nach (14), (10) 
und (14): 

{ah)c = {ba)c = h(ac) = (ac)h 

äeiu muss. 

Es braucht demnach nur der eine der beiden Sätze (15) und (10) 
als ein Fuudamentalsatz der Multiplieation angemerkt zu werden. 
Wir wählen dazu das Associationsgesetz (10), weil dasselbe die lleiheu- 
fülge der Buchstaben unberührt lässt — somit gewissermassen seiner 
Ueinheit halber — wenngleich es nicht, wie die andern zwei bisherigen 
Gesetze, durch eine symmetrische Formel ausgedrückt erscheint. 

Cf. Dirichlet- Dedekind (l. c). 

§ 14. Vereinigiing und weitere Auadehnung beider Qesetze. 

Durch Anwendung der beiden Principien, des commutativen so- 
wohl als des associativen, lä.sst sich nun vollends leicht die (ileichheit 
nachstehender zwölf Producte nachweisen : 

a{hc) = h{ca) = c{ah) = a{cb) = h(ac) = c(ba) = 
= {ch)a = {ac)h = (ba)c = {be)a = {ca)h = (ah)e 

und kann man dies in folgendem Satze zusammenfassen: 

Wenn man von drei Zahlen zwei nach Belieben auswählt und zu 
xhrnn Produde vereinigt, sodann dieses ]*rodnct und die drifte jener 
Zahlen miteinander mnlfip/ieirf , so hat das entstehende Produil sfrts 
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densdien Werth, wie man auih dU: hiiden crskn ZuJUm ausgewählt 
haben mag. 

Diis übeifiiistiinmenUe Krgebuiss aller dieser (zwöli'j ßerecliiiuiigs- 
arteu ueiineii wir schlechthin das Product der drri in Rede stehenden 
Zahlen^ und diese letztereu ueuiien wir iu gleicher W eise die Facforen 
dieses Prodaetes, da nmimehr keine von ihnen vor (hm beiden andern 
einen Vorzug hat. Die Klauimeru, welche nacli dem obigen ganz 
beliebig gesetzt werden dürfen, und also nur zur Unterscheidung von 
Werihen gedient haben , die sich schliesslich als nicht verschieden 
herausstellten, ISsst man gänzlich weg, und ergeben sich dadurch noch 
sechs neue Darstellungen unsres Productes aus drei Factoren, als de^eo 
Repräsentanten man fttr gewöhnlich die alphabetisch geordnete Dar- 
stellung a . 6 . c beibehült. — 

Es tritt nun die Aufgabe au uns heran, die bisherigen Sätze auf 
mehr als drei Zahlen auszudehnen. 

Zu diesem Zwecke könnte man einen Weg einschlagen, der dem 
vorhin befolgten vollkuiiimen analog ist. Man würde etwa, wenn die 
zu betrachtenden n Zahlen r/, , r/ , , « , , . . . a,t genannt werden, sich 
die Zahl wiederholt als Summand geschrieben denken und zwar 
«., mal in jeder Zeile, Solcher Zeilen wären untereinander zu setzen 
aul' jeder ^eitej dieser Seiten aber wirde man sich zu einem Buche 
zusammengebunden denken; m., solcher Bücher würden in eine Reihe 
nebeneinander gestellt ein Fach eines Büchergestelles, solche Fächer 
deu ganzen Bücherschrank, und je a- ebensolche Schränke in 0$ 
Schichten aufgestellt ein Bibliothekzimmer ausfallen, u. s. w. u. s. w. 
Oder kurz und allgemein zu reden: Man würde sieh die Zahl a, a2^ 
GUed in einet MannigfaltigkeU der ersten, eweiteny dritten, vierten, . . . 
(n — 1)**" Dimension fortschreitend a.^, a.^j a^, ... a« mal reprodueirt 
vareustdlen haben. 

Würde man sich nun die Aufgabe stellen, die Totalsumme dieser 
s'ammtlichen Glieder a, in Gestalt eines Productes zu finden, so könnte 
man durch verschiedenartige Anordnung des Ailditionsprocesses alle 
möglichen Bildungsweisen des mit «lern AI ult ijilicaud a^ begiuueiideu 
Productes der n gegebenen Zahlen gtfwiunen, etc. 

i\lan durchschaut jedoch diese Metliude bereit« hinlänglich, uui 
zu erkennen, dass die allgemeine Durchführung derselben sich allzu 
weitläulig gestalleu muss. Ich ziehe daher auf Kosten der Systematik 
vor, von der bisher gewahrten Keinheit der independenten Behandluugs- 
weise etwas zu opfern uimI einen Compromiss mit der recurrenten 
Metliode zu schliessen, als welchen ich für den so wichtigen Funda- 
luentalsatz der Multiplication im folgenden den eleganten Beweis vou 
Dirichlet (Dedekind 1. c.) reproducire. 
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I 15. Erweiterte Definition des Produotes. Diriohlet's Beweis 

dea FnndamentalBatees. 

Es handelt sich dämm — ohne Anwendung eines neuen Prin- 
cipes — .zu zeigen ; dass ein ähnlicher allgemeiner Satz wie hei drei 
Zahlen auch ffir jedes System 8 Yon heliehig vielen Zahlen a^, 
ffj, . . . gilt. 

Die allgemeinste Art, diese Zahlen durch wiederholte Anwendung etn- 
{ acher j d. h. nur auf zwei Zahlen bezüglicher Multiplicationen zu einem 
der hier in Betracht zu zieheudeii Troduete zu vereinigen, ist folgende: 

Man greife nach Belieben zwei Zahlen aus dem System S heraus, 
und bilde ihr Product; der aus den übrigen Zahlen des Systems S 
und aus diesem Product bestehende Zahlencomplex enthält dann 
eine Zahl weniger als S. Indem mau wieder ganz nach Belieben zwei . 
Zahlen aus zu ihrem Producte vereinigt und die andern unverändert 
l'asst; erhält man ein System /S, von Zahlen, deren Anzahl um zwei 
kleiner ist, als die der ursprünglich gegebenen Zahlen. Fährt man 
so fort| so wird man zuletzt zu einer einzigen Zahl gelangen, und 
der ZQ beweisende Satz besteht darin, dass diese am Ende des Fro- 
eesses remUHrmde ZM immer dieselbe sein wird, om/ wMie Art mm 
aucft ^ einednm einfadtm MMjs^kaitionm anordnm mag. 

Um dies zu zeigen , wenden wir die TollsiiSndige Indnction an, 
d. h. wir nehmen an, der Satz sei noch richtig, wenn die Anzahl 
der ursprünglich gegebenen Zahlen oder Factoren (sei es auch nur 
um 2 oder um 1) kleiner als eine bestimmte Zahl n ist, und bewei- 
sen, dass er dann anch fOr die nSchst grossere Anzahl von Faetoren 
— nämlich fÖr n selbst — gültig sein muss. 

Gesetzt also, das gegebene System S bestehe aus den n Zahlen; 

flj, a2f a^f a^f «5, ... Hn» 
Alsdann wird man, um eine erste Anordnung zu erhalten, irgend zwei 
derselben, z. B. a^ und a,, auszuwählen und ihr Product aj zu bil- 
den haben; der so entstehende Zahlencomplex enthalt hierauf nur'noch, 
die n — 1 Zahlen: 

!• I Q>2 , cir^ , a^ , a^ , • . • ttfi y 

und folglich ist nach unsrer Annahme das Endresultat von der wei- 
tern Anordnung des Processes von jetzt an ganz unabhängig. Bei 
einer andern Anordnuii^^ der ganzen Operation kann daher höchstens 
tlaun ein anderes Resultat zum Vorschein kommen, wenn das bei dem 
• ersten Schritte ausgewählte Zahlenpaar von a, , a.^ verschieden ist, und 
zwar sind dann Ton neuem zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erstens kann es sein, dass bei der zweiten Anordnung zuerst eine 
der beiden Zahlen a,, Oj, zum Beispiel «i, mit einer der übrigen a^ 

Schröder, Lebrbooh d. Arithm. «.A]g«br». I. 6 
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a^f . . zum Beispiel mit , ziF einem Product ö, vereinigt wird, 
sodass der nächste Complex aus den n — 1 Zahlen: 

Ii. dl (Hf . . . a» 

besteht. Da wm sowohl bei der enteren wie bei der letzteren An- 
ordnung die auf den ersten Schritt folgenden Operationen keinen Ein- 
fluss auf das Endresultat ausüben können, so setze man die erste 
Anordnung (1) so fort, dass zunächst die beiden Zahlen a, und f/j, 
die zweite (IT) so, dass zunächst die beiden Zaiilen a^Or^ und a., ver- 
einigt werden. Auf diese Weise entsteht bei der ersten Anordnuug 
zunächst der Complex: 

(a, 02)03, 04, 05, • . . a», 

bei der zweiten der Complex: 

Weil nun zufolge des Theorems (15) die beiden Producta (o, «4)0, 
und (ff, 03) und folglich such die beiden Torstehenden Gompleie 
ideniiiBeh sind, so wird, da jeder derselben nur noch n — 2 Zdileii 
enthält, bei der ersten wie bei der zweiten Anordnung dasselbe End- 
resultat auftreten. 

Zweitens kann es aber auch sein, dass bei dem ersten Schritt der 
neuen Anordnung keine der beiden Zahlen a^j sondern zwei von 
den iU)i igeii, zum Beispiel «3, a^, herausgegriffen werden, sodass zu- 
nächst der Complex: 

III. Ol, O»«!, 05, . . . O« 

entsteht. Auch jetzt kann man vdeder die auf den ersten Schritt fol- 
genden Operationen bei beiden Anordnungen nach Belieben ausführen; 

man vereinige daher zunächst bei der ersten Anordjiung (I) die Zahlen 
«3, flj, und bei der zweiten Anordnung (III) die Zahlen a, , 
besteht hei beiden Anordnungen der nächstfolgende Complex aus deu- 
selbeu n — 2 Zahlen : 

OiO}, 0)04, Oj, . . . O«, 

und folglich wird abermals das Endresultat bei beiden dasselbe sein. 

Hiermit ist die Allgemeingültigkeit des Satzes bewiesen, denn da 
er uacli den vorhergehenden Theoremen für n = 2 und für n = 3 
gilt, so gilt er nach dem obigen auch für alle Systeme von Zahlen, 
deren Anzahl 4, 5, 6, . . . ist. Das Endresultat heisst auch jetzt wieder 
das Product aus den gegebenen Zahlen, diese letzteren heissen ohne 
Unterschied die Factoren des Productes, und man bezeichnet dasselbe 
— ohne Anwendung von Klammern — durch das Nebeneinande^ 
schreiben sämmtlicher in beliebiger Ordnung folgenden Factoren, 
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Ein besondrer Fall dieses Satzes ist der, dass man bei der Bil- 
dung des Productes aus beliebig vielen Zahlen oder Factoren, dieselben 
nach Belieben in Gruppen vertlieileu und alle in einer Gruppe ent- 
haltenen Factoren zu ihrem Product vereinigen darf; das Product aus 
diesen den einzelnen Gruppen entsprechenden Producten wird immer 
mit dem Producte aller gegebenen Zahlen übereinstimmen, denn oflPenbar 
ist diese Bildung selbst eine der verschiedenen möglichen Anordnungen 
des Processes. So ist z. B. : 

ahcde = {ah)c{dc) = {ahciTjc = {ahc) {de) = etc. 

Dieser Theil des Satzes stellt das eigentliche aUycnieine Associatiotis- 
princip vor, wenn dabei, wie in dem eben angeführten Beispiel, die 
Ordnung der Factoren unverändert gelassen wird. 

Ein andrer besondrer Fall des Satzes — schon in der Definition 
enthalten, zu welcher er uns die Berechtigung geliefert hat — ist der, 
dass man die Aufeinanderfolge der Factoren beliebig ändern oder diese 
unter sich vertauschen darf. Wenn dabei die Gruppirung der Factoren, 
nämlich die Stellung der Klammem, unverändert gelassen wird , so stellt 
dies das reine Commtitationsjyrincip in seiner, vollen Allgemeinheit vor. 

Der obige allgemeine Satz besteht in der Verschmelzung beider 
l'rincipien miteinander. 

Anmerkung. 

Das vorstehende Gesetz wird ungemein häufig angewendet, indem 
der Rechner sich die darin ausgedrückten Eigenschaften der Multipli- 
cation fortwährend zu Nutze macht. Dasselbe schliesst namentlich 
die Vorschriß für die MuUiplieafion der Monome in sich. 

An einem Monom lassen sich im allgemeinen mehrere Factoren 
unterscheiden — sowohl numerische, als auch solche, die Buchstaben- 
ausdrücke sind oder wenigstens Buchstaben in solcher Weise enthalten, 
dass sie nicht ohne weiteres numerisch ausgerechnet werden können. 
Man darf nun jederzeit die numerischen Factoren von den literalen 
absondern und durch ihr ausgerecline^s Product ersetzen. Letzteres 
wird gewöhnlich dem Product der Buchstabenfactoren vorangeschrieben 
und schlechtweg der Coefficient f/ßs Monoms genannt. Ebenso machen 
die zu einem Product vereinigten Buchstabenfactoren den sogenannten 
Buchstabcnausdruch desselben aus. Das Monom besteht somit aus einem 
Coefficienten und einem Buchstabenausdruck. 

Zum Beispiel 3 . 5 = 15 ist der Coefficient und ah ^ der Buch- 

stabenausdruck des Monomiums: 3fl7> 5 • 

d 

Einen (solchen) Coefficienten darf man in der That immer voraus- 
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setzen, da sich flberall der Factor 1 hinzodenken UU»t; dagegen ist 
sehr wohl der Fall möglich, dass gar keine Bnchstabenfactoren vor- 
handen sind. 

Es ist nun stets erlaubt und iu der Uegel vortbeilbaft, die Vor- 
scbrift zu befolgen: 

SoUcn Monome miteinander muUiplicirt tvcrden, so muUiplicire man 
ihre Zahlencoefficienten und setge hinter das Jhraduä (wo möglich in 
alphabetischer Ordnung) die sämmtlicken Buchstabenfachren, die in 
den Monomen vorkommen. 

Hienach -erhält man z. B. die elegantere Darstellung und Verein- 

i'aciiung : 

(3 a6) X (ö a ^) X (4c) — 60 oa6 ^ e . 

$ le. Die Distributionssefletse. 

Um nachtblgend das allzuhüufige Auftreten von Klammern zu vermeiden, 
schicke ich sogleich die Bemerkung voraus, dass wenn die Multiplicatiou mit 
der Addition ohne Anwendung von Parenthesen verknüpft erscheint, dies stets 
den Sinn haben toU, dass man sieh die Maltiplication fuerrt aasgefflhrt denkt 
Die Klammer hat nftmlieh nur den Zweek, je die nachitehend nnteremaader ge- 
schriebenen FftUe za nntenehdden: 

(a -f 6) . c , (a . &) -f- c a , 5 4- c # 

welche die Vieiden mi»<;lichen Arten ausdrücken, auf die — je durch die näm- 
lichen Operationen in der nämlichen lleiheufolge -- die drei in bestimmter Ord- 
nung stehenden Zahlen verknöpft gedacht werden können. Diese Klammer kans 
offenbar für den einoi der beiden FUle erspart werden, und man hat dasa dm- 
jeoigen gewfihlt, fttr welchen wir et angegeben haben. Gerade aof die anden 
Fälle, viro die Klammer alsdann nkJit weggelassen Wörden darf, besieht sich du 
nun folgrade Distribationsgeseta nud lehrt es, wie dieselbe nanfrnlOsen** lei. 

Eigentiich gelten Ton der Multiplication noch gwei HanptsStse, 
welche unabhängig von einander bewiesen werden können, aber bei 
BerQcksicIitigung des Commntationsgesetzes auf einen einzigen Satz 
hinauskommen, der den Nameiftes vöUen distributiven Principes f&hrt 

Die gedachten beiden Eigenschaften der Mulliplication werden iii 
der einfachsten Weise durch die Formeln ausgedrückt: 

(17) a.(d + c) — a.d + a.c, 

(18) (a + 5) . c a . c + 6 . c, 

und heissen resp. das erste und das ztveife Distrihntionsge^seh (von 
dii^tribuere, vertheilen). Der Name rührt daher, weil sich uach diesen 
Gesetzen ein Factor, mit welchem eine Summe behaftet erscheint, 
gewissermassen verÜteiU auf die einzelnen Glieder derselben. 
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Dicso „Vcrthcilung" ist allerdings von eif^enthümlicher Art, indem dabei 
jedes ein/.clue von den an der V'ertheilung Antheil nehmenden Individuen das 
nämliche erhält wie die Geßumintheit derselbeu, und also das übject der Verthei- 
lung sich vervielfältigend in Existens tritt. Zu vergleicheu wäre ne e£wa nur mit 
der Mittheflung eines Gedankens, oder — auf ooncretem Gebiete — mit der Aus- 
theQnng von Feuer, an dne Gesellschaft von Personen (wobei jedoch die lettteren 
Objecte für denjenigen, der sie hergibt, auch nicht verloren gehen). Sollte ftir 
einen derartigen Fall der Ausdruck „Vcrthcilung" auch etwas anfechtbar erechei- 
nen, so ist er doch einmal eingeführt und immerhin nicht ganz unhezeichnend. 

Dass niux in der Tbat nach dem Commutatioiisgesetz der Multi- 
plication eine jede der beiden Formeln (17) und (18) aus der andern 
t'olgt^ ißt unschwer einzusehen. So ist z. ß. a . (Z< -f- c) (6 + ^) • 
nnd nach der Formel (18), wenn in dieser einige Buchstaben* verändert 
werden^ ist dies gleich b,a-^'C.a^a,b'\-a,e\ es lasst sich also 
(17) aas (18) ableiten. Aehnlieh ist umgekehrt: (a + h) .c^c,{a + h) 
und nach (17) gleich e,a + c.b'^a,e'\'h,e. Es verlohnt sich 
darum nicht der Mfihe, indem man Multiplicator und Multiplieand 
noch fernerhin unterscheidet, die beiden Formeln (17) und (18) mit 
verschiedenem Text auszusprechen. Wir fassen sie gemeinschaftlich, 
wie folgt, in Worte, und zwar, vorwärts gelesen: 

I. Anstatt eine Summe und eine Zahl mifcinanden zu multiiM- 
cireny kann man auch ein jedes Glied der Summe and die Zcüd mit- 
^nander mtdtiplicircn , und die einzelnen Froductc addiren. 

Uückwärts gelesen thut man gut^ sich die Formeln in Gestalt des 
folgenden Satzes einzuprägen : 

IL Wem die Glieder einer Summe einen gleichen (^gememsduxft- 
liehen*^ Factor enÜhaUen, so kann man densdben „aussäieiden^, d, h. 
üm neben eine Parenthese setgen, in wdehe die Summe der itbrigen 
{der unsßek^ oder nidU (femeinsamen) Faetoren gesdmäten wird, 

NB. Der Aoidmck „gemdnschafUiflher** Ftotor ist weniger genau als etwa 
Mgleioher** oder „übereiustimmender**, Factor; man denke nur, welchen Unterschied 
es s. B. aosmacht, ob man von Dreiecken mit gleicher oder von solchen mit -ge- 
uidmamer Grundlinie spricht! Indessen ist jener Ausdruck doch so allgemein 
üblich, dass ich nicht geglaubt habe, ganz von demselben abgehen zn dürfen. 

Um nun die beiden Distributionsgesetze zu beweisen, erinnere 
man sich der Bedeutung des Produetes als einer Summe aus gleichen 
Gliedern, und ferner der beiden Fundamentaleigenschaften der Addition. 
Alsdänn erkennt man, dass: 

a.(6+iß)=a+a + a-| a + a + « H h « 

T f 3 b h^i 6+2 h+S h+c 

sss (a-j-a-|-a + «-» +a)+ (a + a -|- a 4- + a)sa.&+a.c 
123 l 1 2 l c 

ist, d. h. in Worten: eine Summe von b GUedem a, vermehrt 
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eine Summe Ton c Gliedern a, ist offenbar eine Summe , die h-^-c 
Glieder a enthält; und damit ist der Satz (17) bewiesen. 
Ebenso ist: 

(a + 6) . c = (a -f ?0 -f ia-{^h) + {a + h) + •- + (a Hh 6) « 

+a + h (c 

^ {ä + a + a + ' " + n) {h h -\- b ^ \-h)^a.e + 

otler in Worten: eine Suinnie ans c Gliedern n h kann angesehen 
werden als eine Sunitne aus c Olieileni a vernielirt um eine Summe 
aus (• (Uiedern 6, wtnnit auch der Satz (18) nun bewiesen ist. 

JJt'i dein vorausgeheudcn iicwoise wurde, wie inaa sieht, nur von dtui Asw- 
ciationsgesetz der Addition Gebraaeh gemacht, indem nur die Gruppirung der 
Glieder geändert, n&mlicb die b enten nnd die e leisten sniammengefasst wurden; 
bei dem leisten Beweise liing^;en ist anch das CommatationsgeBets der Addition * 
in Anwendung gd^ommen, indem man statt der Zeilen suerst die Colonnen svm- 
miren mussie. 

§ 17. Brweiterung derselben. Aasmultiplicitfen und Vereinigen. 

t)ie beiden Sätze (17) und (18) sind nun zwar erst für zwei- 
gliedrige Summen abgeleitetj sie gelten aber auch für eine mehr- 
gliedrige Sunnne, indem: 

(19) a (J, + 62 + ^3 + • • • + W «^»1 + «^2 + «»^'h H h **^nt 

(20) (rt, + a., -f H h ^nV* « fi, 6 -f n., h -\- a jt + • • • + 

ist. Audi diese beiden Fornieln scheinen nur so lange zwei ver- 
schiedene Sätze auszudrü(l\en, als man das Connnutationsgesetz nicht 
iu lierncksiclitigung zieht; um sie in Worte zu kleiden kann geradezu 
der Text der äätze I. und 11. des vorigen Paragraphen beibehalten 
werden. 

Gebraucht man diese Formeln zum Uebergauge von ihrer linken 
2ur rechten Seite, wendet man also den ersten (I) jener beiden Satze 
an, so wird dadurch zwar ein gegebenes Product in eine Summe ver- 
wandelt, trotzdem aber die Anzahl der bei der Berechnung des Aus- 
druckes auszuführenden Multiplicationen vermehrt. In Anbetracht, 
dass die Multiplication eine mfihsam auszuführende Operation ist, em- 
pfiehlt sich daher dieses Verfahren vorzugsweise nur bei AusdriLcken, 
mit welchen noch weiter gerechnet, namentlich eine Addition oder 
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eine Snbtraciioii vorgenommen werden mnss — nur dann also^ wenn 
man Hoffiiung hegen kanu; dass hernach viele von den erhaltenen 
Gliedern sieh mit andern wegheben öder msammenziehen und so eine 

Vereinfachung entstehen werde. Das genannte Verfahren heisst „Äus- 
muUipliciren'*, 

Die Anwendung der beiden Formeln von rechts nach links, oder 
. des Satzes IL, wobei stets Multiplicationen erspart werden, heisst 
Verci)Li(jm^% und empfiehlt sich aus dem letzteren Grinde vorzuj]js- 
weise bei Ausdrücken, die als Endresultate hingestellt werden und für 
die numerische Ausrechnung bestimmt siud. 

Was nun den Beweis der beiden Formeln (19) und (20) betrifft, 
80 könnten dieselben wiederum ganz unabhängig von den Sätzen (17) 
und (18) auf offenbar ganz dem gleichen Wege bewiesen werden, wie 
die letzteren. Man fibersieht jedoch, dass die Durchführung eines 
solchen Beweises in Zeichen sich etwas umst&ndlich gestalten würde. 
Es ist deshalb bequemer, f ecnrrent zu verfahren, indem man sich ver- 
gegenwärtigt, dass jede mehrgliedrige Summe sich auf lauter zwei- 
gliedrige zurückführen lässt. 

Zu diesem Zwecke ist es gut, die Formeln (17) und (18) etwa so 
auszusprechen: 

Wenn der eine Factor eines Producfes um eine Zahl zunimmt, so 
wächst das ganze um das Product dieser Zell in dm andern Factor . 

Gelten nun die Formeln (19) und (20) lür eine {n — 1) gliedrige 
Summe, sodass: 

a(J, + — «/y, + a2>2 + • • • +aftn-i, 

(«1 + «2 H (in^t)h = + a^h + ' ' + Un-ih f 

so müssen sie auch für eine n gliedrige Summe gelten. Denn indem 
man nach dem Associationsgesetse . der Addition die n — 1 ersten 
Glieder dieser letzteren zu einer besondern Summe zusammen&sst, 
kann man sie auch dadurch aus jener (» — 1) gliedrigen entstanden 
denken, dass man diese um ein weiteres Glied, nämlich das letzte der 
n gliedrigen Summe, zunehmen lasst, und hat man in Zeichen: 

aiby + &2 H 1- ^^«-1 -f hn) = a + Z/, H h ^«-i) 4- l'n} -= 

«(^ + 2»2 H h i»» - 0 + at» « ifll^t + H h + — 

und ebenso: 

(«i + «2 + - \-an-i + an)h = |(a, + «2 _(-... I|- - 1) 6 =- 

(«1 + Oj + • • • + an—i)h + a»b = (a, + a^?» + * • * + «»-i^) + ««^ 

« a, 6 + 0,6 + • • • + a»_i6 + On&, 

wie zu beweisen war. 
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Es verdient bemerkt zu werden, dasji die beiden Gesetze (19) und (20) mit 
Rueksiilit auf f\:\) auch die Ik'fiuitioii des rroductea oder die Gloicbung (12) als 
be.sondern Fall iii öicii schliessen; zum IJeispiel ist: 

a-fo + a + a — a.l + a.l4-a.l + a.l=a.(l4-l-fl + l) = tt.4, 

•odais nun die Distribationsgesctze eigentUcb duis einzi^'e Mittel sind, welches wir 
vorerst haben, nm, wo es angeht, Summen in Producte, oder nmgekehrt, zu ver- 
waodelu. 

Anmerkung. 

Als f^aiiz besondeni l'ull .-cliliesseii <lie I)i.stii))uti(>ii8^e8etze noch 
di«' / wecken der Kechiiuiij^ dienliche Voröchrift für die Addition ylcick- 
nainiger Monome in sich. 

Monome heissen nilmlich gleichnamig j wenn sie sich nur durch 
ihre Coefficienten unterscheiden, in den Huchfitjibenfactoren aber über- 
einstimmen; z. B. ■iah und bha sind gleichnamige Monome. Da- 
gegen sind 3 aft und 3 ac m^eUknamig» 

Sollen nun ungleichnamige Monome addirt werden, so vermag 
man zur Vereinfachung des für ihre Summe resultirendeu Ausdruckes 
im allgemeinen keinen Satz anzuwenden und bleibt nichts fibrig, als 
die Monome eben durch das Zeichen der Addition miteinander zu ver- 
knüpfen. Z. B. die Summe von 3a und 45 lasst sich, solange dw 
Beschaffenheit oder aber die Werthe von a und h nicht irgendwie 
genauer bekannt sind, nur durch 3a -|- '^^ ausdrücken. 

Dagegen hat man die Regel: 

Sollen gleichnamige Monome addirt werde», so addire man ihre 
Coefficienten, timl setze neben die Summe einmal den iibereinstimmendett 
Buehstabenausdruck, 

Z. B. es ist: 

2 a + a a = (2 + a) . a = ö « , 

denn die Befolgung dieser Regel ist in der That lediglich ein Ausschei- 
den jenes Buchstabenausdruckes a als eines gemeinschaftlichen Factors. 

Da die Summe- der Ooefficienten sofort numerisch ausgerechnet 
werden kann^ so ist bei diesem specielleu Fall des Distributionsgesetzes 
der Nutzen und die dadurch erzielte Vereinfachung der Ausdrficke am 
evidentesten, daher audi eben dieser Fall von der häufigsten An* 
Wendung. — 

§ 18. Versclimelzung der Distributionsgesetze au der MultipUcations- 

regel für Polynome. 

Die beiden Theile (17) und (18), in welchen sich das distributive 
Princip bei der Multiplicatipn ausprägt, lassen sich zu einem einzigen 
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Sutzc Yürkuü|)i<ju uud dieser sich noch auf mehrgiiedrige Suuimeu 
ausdehnen. 

Der Satz lehrt, auf welche Weise zwei Summen miteinander mul- 
tiplicirt werden können^ und wird für den einfachsten Fall durch eine 
der beiden Formeln ausgedrückt: 

(21) (a + ^) (c + (?) « ac + 6c + ad + bd = ac -j- ad + hc + bd'^ 

er lantety von links nach rechts gelesen, in Worten: 

Anstatt zwei Summen mid inander zu mnUijdieiren, kann man auch 
jciics Glied der einen Summe mit jedem Glied der mulcrn rmUtiplicircn 
und die Einzelproduete addiren. 

In diesem Sinne dient der Satz dazu, ein Product (von Summen) 
zu verwandeln in eine Summe (von Producten, welche eben JEineel- 
produde oder Partialproduetc genannt werden im Gegensatz zu dem 
ersten, dem TgUU- oder Gesamm^odttde). Rückwärts kann der Satz 
auch angewendet werden, um umgekehrt gewisse Summen in Factoren 
zu gerlegen'^ doch würde es zn umständlich sein, denselben für diesen 
Zweck in Worte zn fiassen. 

Der Beweis des Theorems (21) folgt leicht durch zweimalige An- 
wendung des Distributionsgesetzes, nämlich einmal -in seinem ersten, 
dann in seinem zweiten Theile oiler umgekehrt. Betrachtet niun im- 
liiugrj [a -{- b) als eine ein/.ige Zahl, als ein Mouom, und wendet (17) 
au, hierauf erst (18), so kommt: 

{a + h)ie + d)'^(a + h)c + {a + b)d^ae + hc + ad+hd; 

' l)enso bei der andern Anordnung, wenn erst (18), dann (17) auge- 
wendet wird: 

(a + h)(e + d^^a(e + d) + h(e + di'^ae + ad + be + hd, 

wie zu beweisen war. 

Aehnlich hat man 'für den allgemeinen Fall mehrgliedriger Sum- 
men, wenn wir sogleich die Uerleitung in die Formel einschalten, bei 
der einen Anordnung: 

(22) (a, + + a., H 1- a,„) {h^ +h2-\ h ^n) = 

■*(«i + «2 + «3H =a^b^-^a.,h^-\-a.^h^■i f-^".'^ + 

+(a,+a,+a3H höm)^2+ +«i&j+«i^t+<*»^2H t-öi«i'j4- 

+ + 

4- (ai + a.^ + 1- «,„) bn= + tti bn+ bn+ «3 hn+ • c • + a„, bn , 

tind bei der andern Anordnung: 
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(23) (ö| + + «3 H h a«) + 6j H h ^'•) = 

« a,(5, + i»a -f • • • + 6,) 4" j — + «i^^j + • • • + «1^» + 

+ «2(^1 + ^2 + • • • + ^'•) + + ^'-.'^'i + ^h^h + • • • + «i^« + 
+ flaC^ + ^2 H h + I + «a^i + «a^2 H * + «a^« + 

+ + + ' • • + M ! + ^«^1 + ^mh^ + • • • + a^h^ . 

Um dies in Worten aui^zusprechen , kann man deu obigen Text bei- 
behalten. Der Satz wird die MuUipUccdiansregcl für Pohjmmc ge- 
uannt. Zu seiner Anwendung — dem Geschäft des Ausmultipliei- 
rens'^ — wird es lathsam sein, stets eine bestimmte Ordnung einza- 
halten, nämlich das erste, gweite, dritte , . . . Glied der einen Summe 
(des Mnltiplicanden) nadi der Beihe mit dem ersten, zweiten, dritten, . . . 
Gliede der andern Summe (des MultipHcators) zu multipliciren. Dabei 
hat man unter zwei Anordnungen die Wahl, je nachdem man die eioe 
oder die andere Summe zum Mnltiplicanden macht, welcher, beiläufig 
gesagt; meist über den Multiplieator geschrieben wird. 

Man sieht, dass das Ziisamincnbctitehcn oder die Cocxistenx der Ijcidea 
Distrihutionsgosctzo — also diia volle distril)utiTO Priucip — uuthwendig die com- 
luutativc EigGDBcbaft der Addition involvirt. 

Die obigen Gesetze würden sich endlich noch einmal ausdehnen 
lassen auf die Multiplication von mehr als zwei, von beliebig vielen 
Polynomen. Ein solches Produet kann nach dem bisherigen bereits 
recurrent ausgeführt werden durch successive einfache MultipUcationeo 
von immer nur zwei polynomischen Factoren, allein man könnte das- 
selbe auch independent auf einmal entwickeln. Die Darlegung hieToa 
wird jedoch besser bis nach Erledigung der (Kombinationslehre ver- 
schoben. [Vergleiche auch den Anhang gegenwartigen Bandes.] 

§ 19. Qeaiohtspunkt aa einer andern Behandlung des bisherigen. 

Da bei ilcr Ilerleitung des Distrihiitionsgesetzes weder- die a«sü- 
ciative noch diu eominntativi; Eigenscliaft der Multiplication berück- 
sichtigt oder vorausgesetzt werden musste, so hätte man jönes Gesetz 
auch an den Anfang stellen und der Theorie dieser Operation zu 
Grunde legen können. Alsdann würden nur die beiden Distributions- 
gesetze auf verschiedene Weise in Worte zu fassen gewesen sein, 
nämlich etwa: 

(19) vorwärts gelesen: Um eme Zahl mit einer Stimme zu mul- 

tipliciren, Jcann man dieselbe auch mit dm Gliedern der Sinn nie einzeln 
muUiplieireu f und die Ergehniase addiren. 
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Bfickvärts: SkUt Proäuäe von gleiehem MuUijßcand su addire»f 
kann man auch diesen IMerm mit der Summe ihrer MuUipUcatoren. 
mulHpliciren, 

(20) Yorwürts: Um eine Summe mU einer Zahl zu inulfipliciren, 
darf man auch jedes Glied der Summe mU dieser Zahl muiUpUciren 
und die EinBelpraducte addiren, 

BflckwSrts: Soßen Produete von gleiehem MütHpUcahr adäirt 
taerden, so Isann man auch die Summe ihrer Mtü^ieanden mit diesem 
MuUiplieator muttipHeirm, 

Zwar dürfte die angegebene Vermeliriuig tler Sätze wulil iiielit 
als ein Gewinn anzusehen sein; dafür aber lässt sich die Ilerleitung 
der übrigen Geset^se sehr einfach auf diese Distributionsgesetze gründen. 

AuB dem Begriff des Productes geht uümlich die Gleichung hervor: 

lind multiplicirt man dieselbe beiderseits mit c, so folgt nach dem 
DisiributionsgeBetase (20): 

{ap)c » ac + ac -|- • • • + 
T f F 

und dies ist nach dem Jiegriif des Productes wiederum = (ac)h^ 
womit der 8atz (15) gewonnen ist. 

Für ä»! geht daraas das Gommntaiionsgeseiz 5 c » c6 hervor. 

Scheidet man aber in der vorigen Gleichung auf Grund des Dis- 
tributionsgesetzes (19) den gemeinschaftlichen Multiplicand a aus, 
so wird: 

{ah) c = a(c + c + • • • + c) = a{ch) 
12b 

und also auch ^a{bc), womit dann das Associationsgesets gewon- 
nen ist. 

§ 20. Zusätse über Ungleichungen. 

Aus dem Begriff und den vorstehenden Gesetzen der Multi[)]i- 
catiou^, namentlich aus dem Distributionsgesetee gehen wieder h^ol' 
gerungen in Bezug auf die Ungleichung hervor, welche yon unge- 
meiner Wichtigkeit sind. 

Zunächst hat man den Satz: 

(A) Gleiches mit grösserem ijiultijdidrt f/iht f/rÖsscres, oder: Wenn 
man eine Glciclainy mit einer Ungleichung) multiplirirt, so geht da§ 
GleichheüseeicJien im Ungkidilieitsseichen auf. Wenn 
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a> b und c = d, 

HO ist auch: 

a . e h , d. 

Bctvci^. Nach § 5. kauu die voraiuigesetzte Uugleichuug iu Ge- 
stalt der Gleichung geschriöbeu werden: 

Daraus eutsteht aber durch Multiplicatiou mit der (ileichuiig c = d 
nach dem Grundsätze, dass jede Gleichung mit jeder andern multi- 
plicirt werden darf, . oder dass gleiches, mit gleichem multipliciri, glei> 
ches geben muss: 

ac = bd-{-udf 
oder , wenn ud «=« u' genannt wird: 

ac = bd -\- Uf 
d. h.: ae > hd, 

q. je. d. Es ist wichtig, den obigen Satz auch in folgender Form aus- 
zusprechen, in welcher er zwar im Grunde einerlei damit, oder nur 

ein speciellur Fall davon, dennoch ganz anders klingt. 

(B) Ein Vrodud ändert sielt {iiimmt zu oder ab), wenn ein Factor 
desseWen sich ändert (wächst oder abnimmt), d. h. es ist: 

a . (6 -|- c) > a . & 

und ebenso auch: 

(a + c) ,b > a ,b. 

Auch direct geht dies aus den Distributionsgesetzen: 

a.(6-J-c) = a.6-|-a.c und (a-{rc),b — a.b-\-c.b 

henror, wenn man darin a . 6 — ■ dei^leichen e»h ^ u' nennt, 
"resp. von den Werthen dieser Producte absiehi 

Dasselbe gilt abermals von einem Producte aus mehreren Fac- 

toren, da man die sich nicht ändernden oder sieb gleich l)leil)enden 
Factoren zu einem einzigen Factor oder i'artialproducte vereinigt 
denken kann. 

Und ferner gilt der 8atz: 

(0) GrössereSf mU grösserem miäfipJirirf, gibt grösseres, oder: Unglei- 
chungen von Übereinstimmenden Ungleiclüudtszeichm (,, gleichstimmige" 
Ungleichungen) kÖtinen miteinander midtiplicirt werden, iiuletn man 
das Froduct ihrer Unken Seilten dutarch das nämt^the üngleichheUssekhen 
mt^ dem Froduct ihrer reiften Seiten verbindet, 

Voraussetzung: a > 6 und a > b\ 
Behauptung: a . a' > d • 
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Beweis, Naeh der YoraaBsetsong ist: 

also nach dem DistributioiisgeBetKe: 

a . a'— {h + fft) (&'+ «') — hh'+ hu' + uh' + W — 

Nennt man aber das letzte Glied rechter Hand so ist: 

a , a == h ,h ' Uf 
d. h.: a . tf" > 6 . 

(|. c. d. You zwei Ungleichuugeu ist der Satz leicht auf mehrere 
auszudehnen. 

Bisweilen mögen auch noch die Sätze von Nutzen sein: 

(D) Ein Product immer grösser als irgrnrl eiv Factor desselben ^ attf- 
genommcn ircnn die anderyi Factorcn sämmtlich (jlcich 1 sind. 

Fasst man nilmlich diese letzteren Factorcn in einen einzigen zusammen, 
dessen Werth n >• 1 sein möge, so ist nach dem Begriff des Productes dieses 
gleich: 

a,n^a'^a-\- a-\- ' — \- a » a + (a -f- a H a) , 

oder, wenn man die Summe a-|-^4~"*~(~ ^ setzt: a . n = a -4- u, mithin : 

a .n > 

wie so zeigen war. Nor wenn « » 1 itt, hat man a . 1 ss a und folgen aof das 
ente Glied a keine wdteren Glieder mehr, die man in dner PartUdsnmme « 
tommmen&nen kOnntc^ 

(E) Das Product zweier Zahlen ist immer grösser ah ihre Summe, ausge- 
nommen, wenn die eine deredbem^ l oder loeim beide 8 sind, d. ^ es ist im 
allgemeinen: 

a . & > a -|- 6. 

Beiceis. Es sind die Fälle zu unterscheiden: b (lies a grösser oder 

gleich h) und a < 6, deren ersterer ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit an- 
genommen werden kann. Nun ist für >■ 1 : 

a , d » a + a H- * ' * +'« — o + (a + o+ "H- a), 

r 8 r Ii 

und da die letstere, eingeklammerte Somme a. (d — i) ^ a nnd (den Fall 
a B ( » 8 anogenommen) um so mehr > 6 ist, so ist hiemit die Behanptmig 
enrieieiL 
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IV. Die Moltiplication in recurrenter Behandlimg. 

$ 21« Begriff und Geiatse. 

Es ist wieder sehr interessant zu sehen, wie sich alle Eigenschaften 
der Multiplicatiou ciuf die einfachste und strenf^ste Weise reenrrirend 
ableiten lassen — wozu wir vor allem eine Definition aufstellen müssen. 

Mulüplication sei eine Operation, für welche 

(24) a.l^a 

ist. Da hiemit die Bedeutung eines Productes für den Fall crkliirt 
ist, wo der zweite Factor (Multiplieator) den Werth 1 hat, so brauchen 
wir, um die Definition eines Productes zu vervollständigen, nur noch 
anzugeben, wie ein Product von zwei beliebigen Factoren zurückgeführt 
werden kann auf ein solches mit um 1 niedrigerem Multiplieator. Dies 
geschieht, indem wir die Gleichung festsetsen [welche einen specielkD 
Fall des Distributionsgeeetzes Torstellt]: 

(25) a ,{h + \) = a .b + a, 

denn hierdurch ist ein Product mit dem Multiplieator 6 -j- 1 zurück- 
gefühii auf ein solches mit dem Multiplieator h. Fährt man fort, den 
Satz (25) anzuwenden, so kommt man endlich zu einem Product mit 
dem Multiplieator 1, welches durch (24) erklärt ist Es können also 
die beiden Gleichungen (24) und (25) in der That als (recurriiende) 
Definition der Multiplication genommen werden. 

Nach denselben ist z* B. a(l + l)^aA + a, also a . 2 a a +a 

bestimmt, da die Addition eine bestimmt ausführbare Operation ist; 
ferner ist a {2 1) ^ a . 2 -\- a, also a . 3 ebenfalls bestimmt, ett. 
Aus demselben Grunde ist üljerhaupt jedes Product, eindeutig bestimmt, 
oder die Multiplication eine eindeutige Operation. 

Die Definition (25) enthält den Satz:* Wenn cm Factor (zunächst 
eigentlich nur der zweite) eines Productes um die Einheit wächst, so 
nimmt das Product um den andern Factor zu. Das Product ändert 
also seinen Werth, wenn ihn der eine Factor ändert, wtthrend der 
andre constant bleibt. — 

.Um nun das distrilJutive Priucip in seiner Allgemeinheit darzu- 
thnn, nehmen wir an, es gelte für eine gewisse Zahl e die Gleichung: 

(26) a.ij) + c)^a.h + a,c^ 
dann ist: 

a{h+{c+ l)}=a{(/>4-r)+ 1} . 

^ a{}) '\- c) a ^ ah ac -^^ 
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wenn man nach der Reihe die Sätze (6), (25) und die Gleichung (20) 
nebst (2) anwendet; nach (25) aber hat man schliesslich: 

ö + (c + 1)} == o6 + aifi + 1). 

Gllli also die Gleiclraog (26) fBr einen bestimmten Werth von e, so 
gilt sie auch fttr den n&clist höheren 1» und da sie ffSir 
nach (24) und (25) richtig ist, so haben wir sie darch ?oIl8tSndige 
Induction allgemein' erwiesen. 

Was die andre Hslfte des distributiven Prindpes: 

(27) (« -f ?>).€ — a .<? + 5 . c 

betrifft, so neliiiien wir wieder diese Gleichung als erfüllt au für ein 
gewisses c; dann ist nach (25), (26) und (2), (l), (25): 

(a + 6) (c + l) {a + b)r -j- {a + b) ^ ac -\- hc + a + h = 

«= ac + « + + d — ■ a (c + 1) + 6 (<J + 1). 
Die Gleichung (27) muss dann also auch fQr die nächst höhere 
Zahl c+l gelten, und da sie für c » 1 richtig ist, so gilt sie dem- 
nach allgemein, und mit ihr das volle distributive Princip. 

Die Ausdehnung des letzteren auf mehrgliedrige Summen ist wie 
in § 17. zu leisten. — . 

Es sei femer die Gleichung: 

(28) a . {h . c) = {a .h) ,c 

für eine gewisse Zahl c erfüllt; dann muss sie auch noch für die nächst 
höhere Zahl c -f- 1 richtig sein; denn nach (25), (20), (28) und (25) ist: 

a{b(c+\)}^a{bc + b}^a(bc) + ah'^ 
— (ab) e + a( — (ab) (e+1), 
womit, da a . (& . 1) » (a . 2>) . 1 , das assoctative Princip ebenfalls 

erwiesen ist. — 

Sei weiter für eine gewisse Zahl a: 

(29) l.a^a, 
so ist nach (25) und (29): 

1 . (a + 1) = 1 . + 1 = « + 1, 

und da 1 ; 1 s= 1, so gilt die Gleichung (29) allgemein. — 
Wenn endlich für ein bestimmtes a bei beliebigem b: 

(30) a.b'^b.a 

ist, so hat man nach (27), (29), (30), (25): 

{a-\-l),b^a.h-\-l,b^a.h-\-h = h.a-\-h = h.(a'\'l), 

und es muss 'die Gleichu^ (30) allgemein auch fQr jedes a gelten, 
<la sie fttr a » 1 gilt, wo nach (24) und (29) sich 1 . & » & . 1 heraus- 



Digitized by Google 



Zweites Kapitel. 



stellt. Hiemit ist auch das conimutative Princij) für zwei Factoreu in 
seiner AUgemeiuheit bewiesen. (Grassmauu^ liankel^ 1. c.) — 

Die Ausdehnung des associativen und des commutativen Principes 
auf J^roducte von mehreren Factoren kann genau ebenso aoagefOhrt 
werden wie in § 8. und 10. die Ausdehnung der Aber zwei- und 
dreigliedrige Summen gewonnenen Satze auf mehrgliedrige bewerk- 
stelligt wurde. Man braucht sich dort nur das -|- Zeichen durch das 
X Zeichen und die Benennungen Summe, Glieder, Addition respective 
durch Product, Factoren, Multiplication ersetzt zu denken. Wir yitten 
deshalb nicht mehr n5thig, von neuem hierauf einzugehen. Da es 
indessen stets von Interesse ist, die Methoden zu variiren, zumal bei 
dem Beweise eines so überaus wichtigen Satzes, so gebe ich im 
uäcbsten Paragraphen zur Abvvecliseluug noch eine neue Art der Be- 
weisführung, wie sie sich ungefähr in dem Lehrbuche von Bertrand . 
(1. c.) durchgeführt findet. Di\s abweichende dieser Beweisart besteht 
darin, dass wir diesmal die commutative Eigenschaft vor der associa- 
tiven begründen, während in § 8. und 10. umgekehrt die erstere sich 
* auf die letztere stützte. 

f 23. ZToeh ein Beweis des Fundamentalsataes. 

Definition: Ein Product von mclirerm Factoren, die ohne Ver- 
bindung durch Klammern nebeneinander gestellt sind, soll das Er- 
gebniss derjenigen Rechnung bedeuten, bei welcher man diese Zahlen 
in der Ordnung, wie sie aufeinander folgen, fortschreitend multiphcirt, 
z. B. es bedeute: 

abcde = [^{ab)c^dje, 

oder ganz allgemein: 

OlOj^'s * • • ^-i^ ^ [• • • • • • ^-l]^.* * 

I. Eine unmittelbare Folge dieser Festsetzung ist, dass hinfort 
eine Klammer, welche vor dem ersten Factor eines Produetes sidi 

dfinet (und hinter irgend einem folgenden Factor schliesst), nach Bc-» 
lieben gesetzt oder weggelassen werden darf, z. B.: 

{abc)de » abcde, 
und überhaupt für < n: 

(«I 0^2% • • • • • • fl» Äi «2 ^« • • • fl|»«i»+ia!p+» . . . flu« 

Zum Ausgangspunkt wShlen wir nun die beiden längst bewiesenen 
Satze (14): 

II. ab == btty 

iconach ein Frodud ans zivri Factoren vmgcändert bleibt^ wenn man 
Factoren intervertirt, und (15): 
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III. {ah)c^{ac)b, oder ahc^acb, 

umach ein Fröäuä aus drei Facteren ungeändert UeiU, wem man 
die beiden letzten intervertirt. 

Und wir beweisen darnach snccessive, was folgt. 

IV. Ein Froduct ändert sich nichts wenn tnan die zwei ei'sten 
iadorm vertausdU: 

ahcdc = hacdc. 

Beweis. In der That ist die linke Seite nach der vorangegangenen 
Bemerkung I. gleich {ah)cde und nach II. gleich (ha)cde und wieder 
aus dem. ersten Qrunde '^baede. Ebenso ist allgemein: 

V. Ein Froduct ändert sich nicht, wenn man die zwei letzten Fae- 
toren vertausfM: 

abcde^ abced. 

Beweis. Man kann nSmlich die vorhergehenden Factoren zu einem 
einzigen Factor zusammenfassen und den Satz III. anwenden , oder 
ausfQhrlicher: bezeichnet man ahe mit P, so ist nach I./ III. und L: 

ahcde = (ahv)(lc = 
' . Fde^Ped 

^ (ahc)€d =^ ahced, 

und ebenso, allgemein: 

o, ttj . . . an-sa»_ia» » (a| ... 0.^1)0»— lO« » » 

VI. J'jiti J^rodnd bleibt unycämhrtf wenn man irgmd zwei auf- 
einanderfolgende Factoren vcr tauseht: 

abc de f(j = abe c d /Vy . 

Beweis, Fasst man in der That die Factoren, welche den in 
Rede stehenden yorangehen, in «inen einzigen Factor, und diesen mit 
den zwei letzteren, selbst wieder in ein Theilproduct zusammen , so 
lässt sich der Satz III. anwenden. Noch deutlicher: wenn abc^F 
gesetzt wird; so ist nach 1., Ilt. und I.: 

ahcdefg ^ j^{abe) de} fg ^ 

« {Fäe}fg ^{Fedjfg 

^(abe) edj fg — abeedfg, 

desgleichen möglichst allgemein gehalten: 
«1 . , . ap_i Op öp+i Op^g ... Oh « |(o, ttj . . . Op^i) üp Op^-i} Op+s 

{(ajOj . . . Op-y) Op^i Op'^ ap^ . . . On » . . . Op-i . Op^iOp . Opj^ • • . o». 

8tth»ad«T, Lebrbnch d. Ailthm. a. Algebr«. I. 7 



Digitiz'ed by Google 



98 



Zweites Kapitel. 



VU. In jedem Froduäe vcn heliebig viden ZMm Juxm man dfe 
Oränmg der Faderen nach WiSk&r verändemf oftn« äius der Weiik 

des Frodtictcs cdtcrirt wird. 

Beweis. In der That kann man einen beliebigen Kactur aus- 
wühlen und ihn auf den ersten Platz bringen, indem man ihn (auf 
Grund von VI.) successive mit denjenigen vertauscht, die zu seiner 
linken stehen werden. Hierauf wird man unter den nun auf ihn 
folgenden Factoren einen zweiten auswählen und ihn ebenso auf den 
zweiten Platz bringen kinmeu^ emem beliebigen Factor aus der Hciln 
der noch übrigen Zahlen kann -man ebenso den dritten Platz verscbat- 
fen und so forty bis sie alle, in der verlangten Ordnung stehen. 

Hiemit ist nun das GommutationsgesetK allgemein bewiesen. — 

YI1I. In einem jeden Produde kann man eine bdielnge Folge m 
Factoren dwrdi ihr ausgeführtes Frodwi erbäten: 

abcdefgh — abc(ßef)gh. 

Beweis. Denn da nach VII. die Ordnung der Factoren beliebig 
isl^ können wir annehmen und nÖthigen&Us bewirken^ dass diq'enigeii 
def, Ton welchen die Rede sein soll, die ersten seien: 

abcdefgh defahcgh. 

Alsdann ist nach I. evident , dass wir sie in Klammer schliessen und 
.durch ihr ausgeftthites Produet ersetzen dürfen: 

• de f ahr gh mm [def) ah cgh. 

Das letztere bildet nunmehr einen einzigen Factor des ganzen Pro- 
ductes und kann nach VII. an einer beliebigen Stelle zwischen die 
andern Factoren eingereiht werden, 2. B. wieder an der alten ßtdle^ 
welche die noch nicht zusammengefassten Factoren def au Anfang 
eingenommen haben: 

{def)ahcgh «= ahc(def)gh . 

Will man auch diesen Beweis ganz allgemein geführt wissen, so hat 
man unter der Annahme p <,q <n die Gleichungen durchzugehen: 

(1^0-2 » * . Qp — \ Qp dp ^\ ... Qq — iG,/ (^fq + 1 . . • fin ^ 
Gfp + 1 ... — 1 ((.j ■ (l ] a.^ . . . dp _ 1 . rty 1 ,.,((„ = 
i^P^^P + i • • ' ffq — 1 (^q) (l\ (^2 ' ' ' dp - \ . ttq^i . . . a„ = 

« a, «2 1 (öf|, rtp _^ 1 . . . ag _ 1 «j) ^1 • . . • 

Hiermit aber ist auch das Associationsgesetz gewonnen. — 

Zur fernereu VerdeatUchung fßhren wir nodi die apedellen f^Le durch: 

IX. Um ein Produtt mit einer SUdH tu mütUpKäfinf hmn man einen Faekr 
desselben mit der ZuM muUiph'ciren : 

{abcd)e ^ a{he)ed. 
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Beweis. Nach I., Yll., 1. und VII. ist: 

{ahcd)e^ abcde =■ heeda = {h€)cda — a(be)cd, 
und äßierhaupt (wenn man, noch bener, iMsh auf h, YII. and YUI. 8tatst)t 
(a, o, ... ap__, flp a^, ... c„ _j)o, — a,at . _ ^ ^ i • • • -i«« 

— «102 . -«^-1 ••««-1 = <V+i ' "»-i- 

X. i/jH eine Zahl mit einem Produd zu muUipliciren , l'anti man sie nach 
der Reihe mit den Factoren dtssclben viuUijiJieiren -oder umgekehrt: Soll eine 
Xuhl mit mehreren andern Zahlen forUchreitend multiidiciri werden, so kann man 
sie statt dessen mit dem Product der letzteren auf einmal muUipliciren]: 

a{bcde f) ^ abcde f. 
Beweis. Wirklich ist nach II., I. und VII., wenn bcdef = P gcset^&t wird: 
a{hcdef) = 

= aP = ra — 

{hcdef)a hcdefa ahedef, 

de^lflicben: 

01 <i|^> • • Aj,) (Of 0} • . • a^) Oftt^ . t , , Ol ^ ftf OgOg , , , , 

Hiemaoh kann aneh eine Klainmer, die fttnter dem leisten Factor whlieiat, 
beliebig geaetat oder ausgelasB^n werden, was das Gegenstfick su I. ist 

. XI. Ein Product kam mit einem andern Prodmd muUiplieirt werden, indem 
man ein einziges Product aus den Fäetoren der beiden bädet: 

{abe) (defg) » abedefg, 

Bernde, Wird abe = P gesetst, so ist nacb X. und I.: 

{abe) {defg) - 
'^P{defgy^Pdefg 

CM {abe)defg = abedefg* 

Desgleichcu ist allgemein: 

(0,0, ... Op) (a^+ia,^., ... a,) = {'i^'h • • • 'V) + 1 

= a, o, . . . Op^j • • • » 

indem sowohl die erste als auch die letsie Klaromer weggelanen werden darf. — 

V. Die £levation iu indepeudeuter Behandloii^. 

8 23. Das Potensixeii und das BsponenBireiL 

Von der Miiltiplication zu der nächst höheren Operation: der 
Mlcration, findet ein ganz ähnliclier Fortschritt statt, wie von der 
Addition zur Miiltii)licatiün. Man l)einprkt nämlich, dass unter den 
Producteu aus mehrereu i^'acioren, welche sich bei verschiedenen Unter- 
suchungen zur Berechnung darbieten , besonders häufig solche auf- 
treten, deren Factoren aammtlicli einander gleich sind. Dergleichen 
Producta muss man daher alig( kür/t hezoichnen, und dies gesdiicht, 
indem man den sich wiederholenden Factor nnr ein mal, und rechts 
über denselben die Zahl schreibl^ welche angibt, wie oft jener F«5tor 
gesetzt werden sollte^ nämlich: 
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(31) . a ,a,a . , a^a^ 

TT? T 

sprich': a hod^ b, oder: in in der a zur (ecilicet: Potenz); 
auch wobl: b über b tief a. 

Ein derartiges Froilud aus lauter gleichen Fadwen hdsst em 
l*ot(nz\ und zwar wird der wiederholt vorkommende Factor a die 
Jiusis oder Gmndzahl (auch wohl der Di^nand) der Potenz gonaimt; 
die andere Zahl 0, welche angibt, wie oft die Basis als Factor stellt, 
heisst der Exponent (die Hochzahl) der Potenz a''. 

Mau bieht, tlass die PotenzbasiB dem Multiplicanden und der roteuzexpooent 
dem Multiplicator auf der vorhergehenden Stufe entsjiriclit. 

Eine i'otenz a'' ist demnach wesentlich aus zwei Elementen oder 
Operationsgliedern zusammengesetzt: niimlieli aus lifisis und Exponent; 
sie stellt immer ein Product aus gleichen Factoreu vor, und zwar be- 
deutet das Product a . a , a . . , . a aus. h Factoreii Uf welches durch 

T 7 's T 

(& — 1) nialige auccessive Multiplication der Zahl a mit sich selbst 
erhalten wird. 

Wenn man die Potenz rr*- bildet, so pflegt man von der Grund- 
zahl a zu sagen, dieselbe werde in die Potmz erhöhen, oder müh 
potmzirt'^ von dem Exponenten h hingegen sagt man, dersell^e wenle 
zur Grundzahl a exponenzirt (als Exponent gesetzt), und man neimt 
in dieser Hinsicht die Potenz auch eine Expmentiaigrösse (ein£i^ 
panential). 

Die Unterscheidung dieser beiden Kedensarten ist wesentlich, und 
muBs aufrecht erhalten werden ^ weil die beiden Zahlen in der That 
auf ganz yeraehiedene Weise in die Rechnung eingehen. Diese Zahlen 
haben nicht nur eine ursprünglich verschiedene Bedeutung^ sie dürfen 
auch sp&ter nicht in ihrer gegenseitigen Stellung yerwechselt werden. 
Das Potenziren oder Exponenziren ist nSmIieh eine nichi-commutatiTe 
Operation ; indem die Potenz im allgemeinen von 5* verschieden 
ist; man hat z.B.: 2^ 2 . 2 . 2 8 nnd 3' » 3 . 3 = 9. Die ein- 
zige Ausnahme (in ganzen Zahlen, die nicht ohnehin einander gleich 
wären) findet bei 2^ = 4^ statt, welche beide Potenzen den gleichen 
Werth 16 besitzen. Ausserdem dürfen aber Basis und Exponent nie 
miteinander vertauscht werden. 

Das Potenziren und das Exponenziren , welche beide Operationen 
demnach immer gleichzeitig und nur in Hinsicht auf andere Zaiileu 
vollzogen werden, können unter dem gemeinsamen Namen der Eleva- 
tum begriffen werden. — 

Die obige Begri£berklärung einer Potenz entbehrt noch eines 
Sinnes in dem Falle, wo der Exponent gleich 1 angenommen wird; 
denn zu einem Product aus gleichen Factoren sind deren wenigstens 
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0wei erforderlieli. Indem wir jede ftlr sich stehende Zahl als eiu Pro- 

duct aus einem Factor auseheu, setzen wir fest, dass: 

(32) ai=a 

bedeuten solle. Wenn also der Exponent einer Potenz die Einlwit ist, 
so ist der Werfh der Fotenz gleich ihrer GrundjsaJU. Umgekehrt: Man 
hann jeder jSM, die eines Exponetiten etUb^ui, die-:Einheit als Ex- 
ponent beifiis^ Oder kurz: Mü 1 p(4emiren änderi nkihts. 

Nor bei dieser FesfesetBung werden die }iadif6]genden Sätse, so naoienilich 

(34) auch noch gültig bleiben, wenn einzchie der allgemeinen Zahlen im Expo- 
nenten den Werth 1 erhalten, and oJme dieselbe maestcn die meisten Sätse^ welche 
jetzt auf diese Weise sich von selbst aus den nachfolgenden ergeben, wie s. B. 

o- . (a^) » («0 . a o^'^S apart neben die übrigen getteUt und extra memorirt 
werden. 

Als Gegenstück su dem Satze (32) iiat man zu merken^ dass 

stets: 

(33) — 1 

ist, d. h. : Jede Potenz der EinJieit int ihr selbst gleich. Die Einheit 

bleibt beim Potenziren unverändert. 

Eine Zahl, die beim Exponenziren jederzeit unverändert bliebe, gibt es auf 
dem Gebiete der gemeinen Zahlen nicht, indem »ich bei genauerer Untersuchung 

herausstellt, dass daselbst die Gleichung x'* — a durch keinen Werth von x er- 
füllt werden kann, der von a unabhängig wäre. 

Mc-^n theilt gewöhnlich die Potenzen nach ihren Exponenten eiu 
iu zweite, dritte, vierte und höhere Potenzen. Die zweite Potenz eiuer 
Zahl, wie a'^, wird aus später erhellenden Gründen auch das (Quadrat 
derselben genannt | man spricht iu der Kegel : a quadrat] \ ebenso heisst 
a' der Cnhm und a* das Biquadrat von a. 

Potenzen von einerlei Grundzahl, wie a', a', a^, werden bisweilen ghidinamig 
genannt und ebenso Potenzen von einerlei Exponenten, wie «• und b\ (jlcidiurtig. ^ . 
Indessen haben diese Benennungen den Fehler, für diUi Gedächtniss keinen An> « 
haltspunkt sa ihrer Unterscheidung sa bieten. 

§ 24. Oesetze dieser Operationen. Das Iterationsgesetz. 

V&rbemerkung. Um das Anschreiben zahlreicher Klammern entbehrhch za 
machen, stipuliren wir folgendes: Wenn dio Operation der Elevation mit den 
beiden vorhergehenden Operationen ohne Klammer auf der Zeile verbunden vor- 
kommt, so soll dies immer den Sinn haben, dass bei der Berechnung des Ausdruckes 
die Elevation vor dei;i andern liechnungsarten ausgeführt zu denken ist. Nach 
diei«r Uebereinknnft haben also die nachstehend einander gleich geseteten Ans« 
drdcke emexlei Bedentnng: 

o + b<= = a-|-^<'), rt* 4.c=.(a*)-f c, a.6*'-=a.(?>0, . c =- (a*) . c, 

SSÄ in der That unterscheiden sich dieselben hinlängUch von den lülgenden: 
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bei dereo entern nnd drittem ntm die Klammer niemals weggelanen werden 
während sie bei dem sweiten mi4 vierten Ausdruck dorch die erhöhte Stelltmg 
des Exponentc;! über der Zeile abermals überflässig gemacht ist. 

Auch über die Elevation lassen -sieb nun drei Haapigesetse auf- 
stellen. 

Das 'erste Gesetz bezieht sich auf die Verbindung derselben mit 
der Multiplication, sowie auch mit der Addition, und kann darum uut 
den froheren GesetzeUi in denen höchstens zweierlei Operationen vor- 
kamen, kein Analpgon haben^ es wird in seiner einfachsten Gestali 
durch die Formel ausgedrQckt: 

(34) ' o*.a« = a* + « 

und wird aus einem liier ferner liegenden Grunde das Itcrationsgesdt 
(auch das Gesetz der Indkes) genannt; es enthält die beiden Satse: 

Vorwärts gelesen: Potetusen vcn glddier ChrundgaM hönnm nut- 
wtßanSar nwUipUciri werden, indem man ihre Exponenten addiH, und 
die iihereiniHmmende Ormdßohl auf die. Pokng dieser Summe erhebt 
[oder anders zu reden: die Summe afo Eaptment Ober die gemebßr 
schaftUcke Basis eetei]. ' 

Rückwärts gelesen : Anstatt eine Zahl auf die Totem einer Summe 
zu erheben, kann man diese Zahl auch mit den einzelnen (rlicdeni der 
Summe potenziren und die Ergehnisse miteinander muUij'lif inm. Oiler 
auch: Eine Summe lann (mit einer Zahl) exponenzirt iverden, indem 
man die Glieder derselben {mit der nänüichen Zahl) exponcnsirt uml 
die licsulfafe midtiplieirt. 

Der Beweis der Formel (34) (3rgiljt «ich leicht, wenn man sieli 
der Bedeutung einer Potenz erinnert, und das Associutionsgeseiz der 
Multiplication anwendet. Man erkennt dann augenblicklich, dass: 

, V (a . a . a .... a) . (a . a .... a) «■ 

T T T r T T 7 

T ? ? T 6+J 4+5 

ist; ein Pruduci von h Factoren vereinigt mit einem Product vou 
e Fact<ir(?ji a, ^nht offenbar ein Product von h c Factoren a (cf. 
üegritl der Addition, § 1.]. 

Ebenso einfach lässt .sicli die Ausdehnung des tSatzes artf mehr 
als zwei Potenzfactoren einsehen, wie sie durch die Formel ausge- 
drückt wird; 

indem hier wieder nach dem Association sgesct/, der MuJ^])licatiou diß 
ursprünglich getrennt geziihlten Factoren, welche die Potenzen liiikt'r 
Hand zusammensetzen , im Gesammtproduct nicht mehr geschiedeu zu 
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werden bfaocheo, sondern als gleiehgeltende Faetoren des Totalpro* 
ductes zosammengezittilt werden können. . 

Man konnte den allgemeinen Sats (35) auch wieder recurrirend 

aus dem besondern Falle (34) ableiten , ähnlich wie dies bei den Dis- 
tributiousgesetzeu in § 17. gezeigt ist. — 

§ 25. Zweites Qeseta« 

Das zweite Geeeta der Elevation ist in Zeichen: 

(36) a*,c^ — (a.c)*, 

und in Worten: 

Vorwärts gelesen: Potenzen von gleichem Exponmfcn VÖnnrn mit- 
oinander mtiUiplicirt werden, iruiem man ihre Grundzahlen miteinander 
muUiplicirt, umi das Product auf die Potenz des yemcitisamen Exponen- 
ten erltebt; rückwärts gelesen: Anstatt ein Product (mit einer Zahl) m 
jwfemirefi, Icann man auch die Faetoren desselben einzeln (mU dieser 
Zahl) potenziren und die Ergehnisse miteinander muUipliciren. 

Der Beweis ergibt sich sehr einfac]} durch Anwendung des Asso- 
ciationsgesetses nnd des Gommutationsgesetaes der Multiplication, wie 
folgt: 

. ^ <^ SA (a . a . a . . . . a) . (o . e . c . . . . e) » 

ib:» (a , e) . (a . c) , (a , c) .... (a . c) — (a . cY, 
T % t T 

wobei man nur immer der Bedeutung einer Potenz eingedenk sein 
muss; hat man h Faetoren a mit 5 Faetoren e in ein Product zu ver^ 
einigen, so kann man diese so anordnen und giruppiren, dass man ein 
Product von h F^ietoren a . e erbliclä. 

Ebenso lässt sich die Ausdehnung des »Satzes auf den Fall, WO 
mehrere Faetoren vorhanden sind: 

(37) aj . . .... (aj • • ^ • • * • 

rechtfertigen. Man erhält nämlich entweder die linke oder die rechte 
Seite der letzteren Gleichung, je nachdem man in dem Schema: 

.12 3 h 
(I| . ii| . 0| . • . • . 

. • Ol} . 0} . * • * CK} . 



• On • (f'n ' • » » • Chi 

immer die in einer Zeile oder aber die in einer Colonue stehenden 
Faetoren zuerst zusammenfasst 



r 
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« 

Für den gegenwürtigen Sati igt kein Namo in Gebraach. Sagt man in (36) 

• „mal" statt „faocli" und „plus" statt „mal**, enetat man ixUo jede Operation durch 
die nftchit niedere in der Stufenleiter, so gebt die Formel (36) über in: 

a .h -\- c .bss{a-\- c) .h, 

d. h. in den einen Thcil des Distribationsgesetzes. Mau könnte diis Theorem (3ft) 
deshalb bezeichnen als die höhere nilmlich ztceitc Stufe rhs Distrihutionsgcsetzes, 
oder noch pjenauer: als die diistributire Eigenschaft der Exponenten, welche letz- 
teren sich, wenn ein Product mit ihnen behattet ist, auf die Factoreu desselben 
ehcmo vcrthcUcn f wie ein CoefBcient auf die Glieder einer Snmme. Das Distri- 
butionsgesetz gilt bei der Potenarnng in der enten Stnfc ganz nnd gar nidit, 

indem sonst einerseils — a* + o*', und andreraeita (a -^hf = af' -\-ff sein 
mfisste. Es gilt aneh in der sweiten Stufe nnr «MiMdt^, indem der andre Theil 
des bei der M nltiplication bestehenden DistributionsgeietMB a.(& + e)«<i.&-f<>*<^ ' 
wen^ jetat urngd^dirt jede Operation dnrch die n&dist hObere ersetzt wird, die 

Formel liefert: a**' — . a\ welche sieh mit (84), sowie auch mit (88) in Wider- 
sprach befindet. 

§ 26. IMttes Oeaetc. 

Eiji drittes Gesetz der Elevatioii besteht aus zwei Theilen; es 
wird uämlich durch die Doppelgleicliuiig dargestellt: 

Der eine Theil desselben: 

(38) ' («*)" = «»•« • 

lautet in W.orten : 

Vorwärts gelcusen: Eine Fotem 'kann mit einer Zahl pofcnsirt 
werden, indetn man ihren Exponmtm mit dieser Zaid {den Fokm- 
ex^ßoneaten mU dem Erltebuttgsesqponenten) muUiplicirtj und die Grtmd- 
gaJd jener Foteng mit dem Frodude potemjrt [oder anders zu reden: 
das Frodud mit der GtundeaM jener Fotenz exponewsiH], 

RQckwärts gelesen:* Anstatt eine Zahl auf die Fotenz eines Pro- 
ductes SU erhd)enf kann man sie aw^ mit^den Factoren des Produdes 
naä^emander potensiren.' Oder: Ein Froduct kann mit einer ZM ex- 
panensirt werden, indem man die Factoren dessdben fortschreitend mit 
ihr esßponensirti!' ^» h. zuerst den einen Factor, uiid mit dem Ergebnisse 
den zweiteil. ' ' 

Es ist nützlich, den ersteu öatz auch noch wie folgt auszu- 
sprechen : 

Sf((ff eine Zahl mit andern Zahlen fortseh reif e)id zu pofenzircn, 
Jia)ui man sie aueh auf einmal mit dem Producfe der letzteren iwten- 
ziren, oder (cum gruuu salis!): Anstatt (jerjehene Zahlen- siieeessice zu 
ax^onenziren , lann man au<}i ihr Froduct auf einmal exponmziren. 

Dieser (erbte) Theil des (Jcsetzes führt wiederum keinen Namen; er findet 
auch bei den niederen Operatiousstufeu kein genaues Auuiogon, indem ja nicht 
(a . 6) . c s= a . (6 + c) iat. 
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^ Der andre Theil: 

(39) Kr = (af ■ ■ 

des Gesetzes bezieht sich auf die Operation des Potcnzireus allein; er 
stellt ein remcs Gesetz der Elevatiou dar, ähnlich wie die Sätze (1), 
(3), (4) und (14), (15), (16) reine Gesetze der Addition resp. Multi- 
l>lication, wogegen alle übrigen Sätze sich auf die Verbindung dieser 
Operationen unter sich beziehen; er stellt überdies eine syiunietrisclte 
Relation vor, wie dies nur bei den Commutationsgesetzen der Fall war. 
Der Satz wird deshalb in Worten sowohl vorwärts als rückwärts ge- 
lesen gleich lauten, etwa wie folgt: 

Wird eitle Potenz in eine andere Potenz erhoben, so darf der 

Potenzexponent mit dem Erliehtingsejcimmiten vertauscht werden. Oder: 

Es ist gleieh(jültuj y in welcher Reihenfolge man eine Zahl mit amkm 

Zahlen nacheinander potenzirt. Die Ordnung des Potenz irens ist hclichig. 

Dieser (zweite) Theil des ücsctze« dürfte alö die commutative Eigenschaft 
der Bxponentcn bezeichnet werden, indem er dem Satze (15) der Multiplication: 
{ab)c= {ac)h genau entspricht. — 

Was nun den Beweis, zunächst von (38), betrifft, so hat man mit 
Rücksicht auf den Begriff der Potenz, das Theorem (35) ^Bd den Be- 
griff des Product«8 in der That: 

18» 0 

(a^Y = = T +T+ . . . + T = ^a-c . 

' ^ ^ ^ 

18 3 0 

Der andere Theil (39) aber ist nach dem Commutationsgesetze 
fler Multiplication eine unmittelbare Folgerung aus dem ersten (38), 
Deun da man in (38) rechter Hand die Zahlen b und e verwechseln 
darf, wird man es auch in dem Ausdrucke linker Hand thun dürfen. 
Genauer: Vertauscht man die Buchstaben b und c in der Gleichung 

(38), so ergibt sich als gleichberechtigt: (^i*^)* = rt'^ • * , und da wegen 
r . h = h , c die rechte Seite dieser Gleichung mit der in (38) über- 
einstimmt, so müssen auch die linken Seiten einander gleich sein. 

Man kann diesen zweiten Theil jedoch auch unabhängig von dem 
ersten beweisen, indem man das Theorem (37) anwendet. Darnach 
ist nämlich auch: 

(a*)* = . a* . . . . . a* = (rt . a . a ....«)*== («*')*. 

Es versteht sich von selbst, dass man den Beweis, wenngleich etwas 
weitläufiger, auch unabhängig von allen vorausgehenden Theoremen 
der Elevation führen könnte, analog demjenigen des Theorems (34). 

Anzuführen ist noch die Verallgemeinerung des Gesetzes für 
mehrere Exponenten; 
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(40) ] = ••••»-, • 

und dürfen auch in diesem Ausdrucke die Exponenten b beliebig mit- 
einander vertauscht werden. — 

% 27. SuBitM über tJngletohunsen. 

(A) Eine, Potenz ist stets (jrössar als die Basis derselben, es sei 
denn, dass die lästere oder aber d<i6S der Exponent gkick 1 isl\ iu 
Zeichen : 

a* > wenn a > 1 und 6 > 1. 
Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf den cutsprecbonden Satz 
§ 20. (D) der Multiplication, nach welchem ein Product grösser ist als 
ein Factor desselben, wenn die andern Factoren nicht etwa 1 sind, in 
der That braucht maUi um dies einzusehen, sich nur an ilie Bedeutung 
der Potenz: 

^ a. a, a . , , a , (a, a » * , a) 
T 7 T T TT 
zu erinnern. Desgleit^hen lässt sich leicht auch der Beweis durch 
Schluss h auf b + l itihren; denn, wenn > a, so muss um 
so mehr a?eh sein: 

(B) Eine Potcns ist awh stets grjjsseK als ihr Expomtd, ausge- 
nommen wenn die Basis = 1 ist: 

> b, wenn a > 1. 

Beweis durch Schluss von b auf d 4* !• 

Wenn > so ist « a* . e» > J . a; aber: 

h . a > h a > b -\- l 
nach § 20. (E), uiul folglich in der That: n'+' > h -\- \. Da nun 
a' > 1 ist, so muss also auch a-^ > 2, desgl. > )), u. s. w. sein. 

(C) Eine Potenz wäcJist, wenn die Basis derselben sunimtnt, uder: 
grosseres f mii gleichem potemirt, gibt grosseres: 

Diese Ungleichung konnte direct bewiesen werden auf Grund des bino- 
mischen Satzes, womit wir indessen vorgreifen wfirden, da derselbe 
erst später vorkommt. Einstweilen geht der Beweis am bequemsten 

durch Schluss von h auf h -\- \ von statten, denn wenn die obige 
Ungleichung für ein bestimmtes h erfüllt ist — und sie ist es ja 
offenbar für 6 = 1 — so folgt durch beiderseitige Multiplication mit 
a + c: 

(a + c)*+»=.(a + c)*. (a + c) > a!' .{fl + c)'^a^-^^ + aK c> al'^K 

I 
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(D) Eine I'otcnz tväclisty wenn der Exponent derselben zunimmt, 
vcf ausgesetzt nur, (Um die Basis nichi etwa gleich 1 id; oder: grösse- 
res, mit gleichem (ausser 1) expojteimrt, gibt grösseres: 

«*+• > a* , wenn a > 1 . 

Der Beweis beruht höchst einfach auf dem Iteratiousgcsetze, wonach: 

a*+« — a» . (!• 

ist, und auf dem Satze (D) des § 20.^ dass ein Product grösser ist 
als ein Factor desselben, das obige also > a*. — 

Durch Vereinigung von (G) und (D) folgt: * • 

(E) Grösseres i mit grösserem poteneirt oder exponeneiH, gibt (an- 
bedingt) grösseres. • • 

Ist a > h lind c > f7, so muss aucli r/- > 7/ sein. Denn nach 
(C) folgt aus der ersten Unglritliun^: a > b\ ilesgl. nach (I)) aus 
der zweiten Ungleichung: h*^ > h'' — den Fall h = \ ausgenommen, 
woselbst dann » b** wird. Aus diesen Krgebnissen aber ist alle- 
tfial leicht auf die behauptete Ungleichung zu scbliessen. 

(F) Eine PoUnz itt immer gröster als die Summe ikref^ OperaHimefiieder 
(Basis ond Exponent), ausgenommen wem eines dersdben gUich 1 oder umm beide 
jjlleieft 2 sind. 

Es ist o* ^ rt -{- 6 (sprich: grösser oder gleich), sobald «>! und 6>1, 
wobei fiberdies das untere Zeichen, n&mlich nur in dem Falle a » 8, b»»2 gilt. 

Der Beweis kann durch Scfalosi Ton & anf fr + 1 gefOhrt werden. Da näm- 
lich för ^ a + ^ auch: 

a*+ o* . a > (rt 6) a >(t -f /;) « 

fiein wird, uud da ferner nach § 20. (K) a {b i) a {b 1), so iut der 
Sab, wofeme er nur für ein beatinimteB fr gilt, auch ffir das nMist liöhere fr 
erwiesen. ^ 

(G) Eine Polenz ist immer grösser ol» das Product ihrer (Jperationsgliederf 
ausser, wenn eines dersdben <» 1 oder beide » 2 sind» 

Bb ist ^ a . fr, wenn a > 1 und & > 1 , denn wenn diese Behauptung f3r 

ein bestimmtes fr richtig ist, so folgt au8 dieser Auualimü weiter: 
>(a . fr) . a a (fra), und da nnu fr . a > fr + a und uin so mehr anch > & -f- 1 
ist, so hat man auch: a(fra) >a(fr + 1) und ist der Sats hieroit dureh Schlnss 
von & auf fr -f 1 bewiesen. Daneben besteht im Falle a «> fr = 2 die merkwärdige 
Idenüt&t: 2««2.8<-S + 2. ~ 

ka SteUe des Conunntationsgesetsos tritt bei den Potensen der Sats: 

(U; Wctm a > fr, «0 ist: a!' < fr", mit Amnahme der Fälle: a' > 1**, 3« > 2% 
4«-2«. 

Dem m&clitigüu Anwachsen des Potcnswerthes mit zunehmender Baris, noch 
mehr sber mit zunehmendem Exponenten verdankt die Potenz ihren Namen (po- 
tentia, poteitas .Macht). 
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VI. Dia £idvation in reoarrenter Beliandlimg. 

§ 88. 

Neben die ubige in den Uauptzügeu indepeiideiiie stelle ich 
wieder in Kürze die recurrirende liehandluugsweise der Materie. 
Die GieichuDg: 

(41) . a» — a 

definirt jede Potenz für den Exponenten \\ und die Belation: 

(42) • . a* + » — a*.a " ^ 

lehrt femer I eine soldie ffibr den Exponenten b + l zu. bilden, wenn 
sie für den Eixponenten h bekannt ist -Indem man in der letiteren 
Gleiehuug b = I, 2; 3, . . . annimmi^ erfährt man also niM^ der Bdlie 
die Bedeutung von ä^j a^, a*, ... und können mithin die beiden Glei- 
chungen (41) und (42) zusammeu als recurrirende Definition der Potenz 
hiugestellt werden. 

Aus der für ein betitimmies c gemachten Annalime: 

(43) o^.«^ 
folgt nun nach (6), (42), (43), (28) und (42): 

a»+(c+i) = a<*+<')+i «= . a = (a* a = a* . {a' . a) = a'' . a-^+S 

und da die Gleichung (43) für c = 1 gilt, so ist sie demnach durch 
SohlusB von e auf c-{- 1 allgemein bewiesen. 

Aus der für ein bestimmtes h gemachten Annahme; 

(44) • {a.cf^\^.& ' 

folgt ferner na^li (42), (4i), (30) nebst (28) und (42): 

(a . c)'^' = {a . cf . (a .«) = { a\ c''} . a . c = (a* . a) . (c* . c) «= a*+i . c^S 

womit die Gleichung (44)^ da sie für 2» 1 gilt, nun allgemein durch 
die vollständige Induction hhisichtlich b erwiesen ist. 

Aus der für c » 1 zulassigen und darum für ein bestimmtes c zu 
machenden Annahme:- 

(45) a^<^=^(a^y 
folgt endlich nach (25), (43), (45), (42): 

womit auch dieser letzte Satz nun recurrent bewiesen ist. — , 

Alle obigen Gleichungen könnten auch von rechtir nach links 
gelesen und einer jeden entlang rückwärts geschlossen werden. — 
(Grassmann L c.) 
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§ 29. Rückblick. Die Iteration. 

Indem wir an einem Ruhepunkte angelangt sind, wo die Auf- 
gaben, welche sich bisher auf nnsenn Wege fanden, ihre ydllige Er- 
ledigung gefunden haben, ziemt es sich, das gegenseitige Verhältniss 
dieser Aufgaben niUier ins Auge su fassen und zu der Quelle zurück- 
zugehen, in welcher sie ihren Ursprung hatten. 

Wir sind ausgegangen ron der wiiiirlidtm ZM als dem Eben- 
bilde einer Gesammtheit von sich gleichenden Gegenstönden, auf deren 
Natur selbst es zunächst weiter nicht ankam. 

Bs konnten durch die natürliche Zahl Einheiten verschiedener 
Art für sich gezählt werden. Für den Fall aber, wo Einheiten von 
anfangs verschiedener Art (jUklni'dlt'Kj wurden, d. h. einander gleich 
gedacht werden sollten, sahen wir uns veranlasst, die Addition einzu- 
führen, welche somit »lie erste Art der Zahlen Verknüpfung, die erste 
Operation der Algebra, bildete. »Sie liefert*' uns den 13egrilf einer 
Summe aus mehreren im «aUgemeiuen verschiedenen Gliedern, wie: 

^1 + + ^3 + • • • + 

Der Fall, wo diese Glieder einander gleich angenommen wnirden, 
gab Veranlassung zur Einführung der Multiplicatiou und ipi dem 
Studium des Frodudes: a-\-a-\-a + '*'-\'a*^a,n — wie eine 

T T T n 
solche 3umme aus gleichen Gliedern genannt worden ist. Das Pro- 
duct alter bestand ursprünglich aus nur zwei Elementen oder Opera- 
tionsgliedern, und wir hätten in dieser Weise nicht weiterfahren können, 
wenn uns nicht durch eine merkwürdige Eigenschaft der Multiplication 
die Aufstellung des Begriffs eines Productes: a, . . .... a« heU^ng 

vider Faetoren ermöglicht worden wäre. 

Alsdann gab wiederum der Fall, wo diese Faetoren einander gfeieh, 
etwa sSmmtlich gesetzt werden, Veranlassung zur Einführung 

eines neuen Begriffes: desjenigen einer Potem als eines Productes aus 

gleichen Faetoren: a . a , a . , . , a = a*". Die Potenzirung ist also 

T T Y "m 

eine Operation, welche aus der Multiplication nodf ebenso hervorgeht, 
wie diese ans der Addition. Nun aber besteht eine Potenz ebenfiills 
wesentlich wieder nur ans zwei Elementen, und eine ähnliche Verall- 
gemeinerung ihres Begriffes wie bei dem Produete ist hier nicht zu- 
lässig, weil der Potenz die dazu erforderliche Grundeigenschaft (der 
Ässociativität) abgeht. 

Nach dem bisher angewendeten Princip zur Gewinnung von Ope- 
lationen ist demnach eine neue Operation immer dann eingeführt 
worden, wenn, die in beliebiger Anzahl vorhandenen Elemente der 



Digitized by Google 



110 Zweites Kapitel 

vorhergehenden Operation einander gleich gedacht wurden, und stellten 
wir uns alsdann stets die Aufgabe , die Eigenschaften oder Gesetze 
dieser neuen Operationen zu erkennen. Nach dem zuletzt gesagten 
aber ist klar, dass wir genau in der bisherigen Weise das gedachte 
Princip nun nicht weiter anwenden können. 

Soll dieses Oberhaupt mdglich werden, so müssen wir nochmalB 
zurfickgehen, und die Addition, sowie die Multiplication als Opera- 
tionen ansehen, die wesentlich nur ßtoei Zahlen auf einmal als Opers- 
tionsglieder yerknüpfen können, wie dies bei der Multiplication in der 
That ursprünglich der Fall gewesen ist, nnd bei der Addition wenig- 
stens in ihrer recurrenteii Behandlung, liei einer solchen Auffassung 
erscheint dann eine Summe aus gleichen Gliedern als das Ergebnis?, 
nicht mehr einer einzigen Addition, sondern einer Reihe successive 
ausgeführter Additionen von immer der gleichen Zahl zu dem früheren 
Ergebnisse; ebenso entsteht ein Product aus gleichen Factoren durch 
fortgesetzte Multiplication mit immer wieder der nämlichen Zahl, und 
mau kann sagen: 

Die Multiplication ist im Grunde nur eine toiederhoUe AddiHon — 
oder wenigstens ein abgekürztes Verfahren, um bequemer zu dem E^ . 
gebniss, einer solchen zu gelangen. Die Potengirung ist eine wieder^ 
hoUe MtdHpUeaiion, 

Wir wollen jetzt versuchen, allgemein auszusprechen, was unter 
der Wiederholung (Iteration) einer einfachen Operation zu verstehen sei, 
d. h. einer solchen Operation, welche nur zwei Zahlen auf oiiimul als 
Oporatiousglieder oder Elemente verknüpft, um sodiuin zuzusehen, auf 
welche Gebilde uns eine wiederholte Elevation führen wird. 

Eine derartige einfache Oi)(r(ition erscheint j wie man sagt, {ein- 
mal) wiederholt oder itcrirt, tccmi das eine Element derselben das amh e 
Ebenso als ein Oi)cratiomglied enth/iUf wie ausserdem der ganze AKsdrnd'] 
sie erscheint mehrmals wiederholt, wenn jenes Element selbst das Er- 
gebniss der ebenso (ein- oder mehrmal) wiederholten Operation ist 

Hieraus geht sogleich hiervor, dass jede solche Operation, die aus 
zwei Zahlen eine dritte bildet, auf zwei Arten wiederholbar sein wird, 
je nachdem man stets das erste oder stets das zweite Operationsglied 
durch die nämliche Operation fortwährend in gleicher Weise zusammen- 
gesetzt annimmt. Die Operation {a, h) , in welcher das Komma die 
Stelle irgend eines Hechenzeichens, wie plus, mal, hoch, vertreten 
soll, kann niunlich entweder bezüglich des ersten Elementes iterirt 
werden, wie: 

oder in Hinsicht auf das zweite filement, wie: 
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(rt, [a, {«, (a, 6)}J), 

und wird die Iteration bewerkstelligt, indem man für das eine Element 
immer wieder den Ausdruck (a, h) selbst in das letzte Resultat ein- 
setzt, oder was auf dasselbe hinauskommt, indem man das letzte Er- 
gebniss für dasselbe Element fortgesetzt in diesen Ausdruck {n, h) 
substituirt. 

Die beiden Arten, auf welche die Addition zweier Zahlen a und h 
wiederholt werden kann, führen nun .iber auf die Ausdrücke: 

{. . .[{{a + h) + b} +h] y + h) -j-h =^a + h .n, 

und: 

a + (« + [« + •••{« + (« + ^)} •• •]) = ^ • w + & , 

T *? T IT 

welche beide " durch Multiplication (und Addition) in gleicher Weise 
auszurechnen sind und ineinander übergehen, wenn mau a und b ver- 
tauscht. Dies rührt daher, dass die beiden Summanden einer Summe 
nach dem Commutationsgesetze für einander gesetzt * werden dürfen, 
und mau also durch Iteration bezüglich des einen Summanden keine 
andre Art von Ausdrücken erhalten kann, als bezüglich des andern 
Summanden. 

Ebenso führen die beiden Arten, auf welche die Multiplication von 
<i und h wiederholt werden kann, je nachdem man den Multiplicator 
oder den Multiplicand immer wieder in gleicher Weise zusammen- 
gesetzt annimmt: 

(. . . [{(a .h).h} . h] . . . . h) . h = a . f 

a . (a . [a {a . {a . h)} ...]) — a"* . h , 

T '2 3" w — 1 ^ 

übereinstimmend auf Potenzen, weil nach dem ( -ommutationsgesetze 
(las Verhalten des Productes in Bezug auf den einen Factor dasselbe 
s«}in muss wie in Bezug auf den andern. 

Auf dem Commutationsgesetz also beruht es, dass aus der Wieder- 
holung bei der Addition, sowie auch bei der Multiplication, doch Jiur 
je eine neue Art von Operationen hervorgeht. 

Anders verhält es sich, wenn wir diese Tendenz weiter verfolgen 
und in dem angegebenen Sinne fortfahren wollen mit der Wieder- 
holung der Elevation. Da diese Operation nicht commutativ ist, so 
frhalten wir aus der nämlichen Potenz a'' zweierlei ganz verschiedene 
Ausdrücke, je nachdem wir die Basis immer wieder ' jmiien- 
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tial vom nämlichen Exponenten, oder aber den Exponenten immer 
wieder als eine Potenz mit der nämlichen Basis ansehen.:, 

Die entere Wiederholimgsart — die Iteration hinsichtlich a — 
bei welcher die Torlftrgebeiide Potenz immer wieder mit dem näm- 
lichen Exponenten h potenzirt wird, führt auf ein Gebilde, welches 
sich nach der Begel von der Potenzirung der Potenzen vereinfachen 
und in eine Potenz zusammenziehen laset , deren Exponent nur eine 
einfache Potenz ist, nämlich auf: 



(46) V LU«')7J /»a^'")-«.»". 

* 

Die zweite Art» auf welche die Aufgabe der Elevation wiederholt 
auftraten könnte — die Iteration hinsichtlich h — wobei man das 

« 

letzte £xponential jedesmal wieder mit der nSmlichen Grundzahl vk 
exponenziren* hätte, führt auf neue Gebilde: 

I b \ b 

(47) ■ . -•t*' ' 

welche hinsichtlich ihrer Eipfenschaften und Berechnungsraethodoii 
nocli nicht untersucht sind. Man hat für diese Gebilde weder eine 
abgekürzte Bezeichnung eingeführt, noch eine Theorie derselben ge- 
Hchailen, theils — und wohl hauptsächlich — aus dem Grunde, weil 
jene Eigenschaften zu complicirt sintl und iin-em Studium zu grosse 
Schwierigkeiten im Wege stehen, theils auch darum, weil dergleichen 
Gebilde allzu selten auftreten und somit die Untersuchung derselben 
sich bis jetzt nicht als nothwendig herausgestellt hat. -r- 

Wir sind tlemnach in der bnsher verfolgten Richtung bis an die 
Grenze der gegenwärtigen Wissenschaft vorgedrungen ; wir haben ctoi 
angegebenen Gesichtspunkt yollsföndig erschöpft und wären mit der 
ganzen Mathematik zu Ende, wenn nicht noch andere Gesichtspunkte 
sich darböten. 

Um weiter zu fahren müssen wir uns jetzt n.ich einer neuen 
Gattung von Problemen umsehen, und eine solche entspringt aus der 
erfahrungsmässig oft an uns herantretenden Fordening, die bisherigen 
directen Aufgaben der Algebra umgnkchrm\ hierauf werden wir denn 
in dem folgenden Kapitel näher eingehen. 
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Drittes Kapitel. 

Die Tier iiiTerseii Operationen, 

§ 30. Einführung derselben; die Inversion. 

Bei allen drei bisherigen Operationen, bei der Addition , der 
Multiplieation und der Sleration, bestand in den einfachsten Fallen 
die Aufgabe darin^ aus MwH hdujmUm Zdhkn eim dritte m hüdm. 
Dieser Umstand macht in der That das gemeinsame in dem Charakter 
der drei genannten Operationen ans. Sind a und h die beiden gege- 
benen Zahlen und x die gesuchte dritte, so ist bekannt, dass die ge- 
dachten Aufgaben in Buchstaben höchst einfach gelöst werden, indem 
man beziehungsweise schreibt: 

x = a + b, 

X ^ a » hf 

Neue Aufgalien ergeben sich nun, wie gesagt, durch Umkehruny 

[Inversion) der bisherigen. 

Bei der grossen Mannigfaltigkeit der überhaupt denkbaren Aufgaben (Pro- 
bleme) und der mit diesem grossen Umfange nothweudig verbundenen Unklarheit 
ihres (Gattungs-) Begriffes will ich es unterlassen, allgemeiQ zu definiren, was es 
heiise, dieselben „mnkehveii*'; ich will mieh dannf besebrinken, dieiet nur fSr 
eine Khuse Ton lokihen Aii^ben ra tbon, wie sie hier TOiliegen, n&ndich üBr 
die Aachen, bei denen et sieh dämm handelt, aas (mehieren) gegebenen Zah- 
Int eine Unbekannte m berechnen. 

Unier dem Äuadrw^ „eine (derariage Bereehnungs-) Äufgaibe um" 
hehren*' versteht man: steft eine neue Aufgäbe stdlen, hei wddier die 
wreprüngUdi gewehte Zähl jetzt ofo gegeben gedacht und eine van den 
(beiden) vorhin bekannten Zählen jebst (ds Unbekannte gesucht wird. 

Schon der Anfanger im Rechnen macht sehr bald die Erfahrung, 
dass in der That die Auflösung einer solchen umgekehrten Aufgabe 
ungemein häufig gefordert wird, dass man z. P5. oft die Summe oder 
das Product zweier Zahlen und die eine derselben kenut, während 
man die andre zu kennen wünscht. Auf diese Weise sieht man sich 
also veranlasst, die utngckehrten oder inversen Operationen der drei 
directen Operationen zu untersuchen^ d. h. eben diejenigen Beclmungs- 
arten, mittelst welcher die letzteren Aufgaben sich lösen lassen werden. 

Nach der gegebenen Erklänmg muss sich jede der drei directen 
Operationen auf zwei Arten umkehren lassen , je nachdem man die ' 
eiste oder die sweite der beiden an&ngs bekannten Zahlen ab Unbe- 
bumte rasiehi Darnach stünden im gaiaen* 2 . 3 « 6 uiY&g^fg/jii^ 

So1irftd*r, LahrlnMili d. Axithm. n. Algtlw«. X. ilfl^ 



Digitized by Google 



114 



Drittes Kapitel. 



tionen zvl erwarten und hätte die Algebra Oberhaupt 3 -l* 6 i~ d yer- 
eehiedene ElementaroperttHoneti zu betrachten. Nun nittssen aber die 

beiden ümkehrungen der Additionsaufgabe zusammenfallen in der 
Suhtradion, und die beiden Umkehrungen der Multiplication können 
nur eine Rechnungsart, die Division, liefern weycn des Commutafions- 
gesetzes, welches bei jenen Operationen besteht. Weil nämlich die 
beiden »Summanden einer Summe, sowie auch die beiden Factoren 
eines Productes miteinander verwechselt werden können, so liegt jedes- 
mal ganz der gleiche Fall vor, ob die erste oder ob die zweite Zahl 
gesucht ist, indem mau ja die erste zur zweiten macheu kaua. Bei 
der Elevatiou hingegen bleiben zwei Umkehrungen: das Madieiren 
und das Logarithmiren, je nachdem nämlich die Basis oder der Ex- 
ponent gesucht sein wird, welche beide bekanntlich nicht miteinander 
Tertsnscht werden dürfen. So ergeben sich also nur Tier inverse Operar 
tionen und hat man in der Algebra überhaupt sieben Terschiedene 
Rechengead^fte kennen su. lernen. 

Anmerkung. Unter dem Umkeliren einer Aufgabe ist der Anfänger stets 
geneigt eher etwas andere» zu verstehen, nämlich abweichend von der obigen 
ErUAnuig la glauben, dan dabei das gesachte «nfiuh sum gegebenen und das 
gegebene nun gesuchten gemacht werden müsse. 

Geht man jedoch anf eine lolefae Art der Umkehrang nor einigemiaasen 
näher ein, eo sieht man sogleioh, dais in der B^l und so audi im vorliegenden 

Falle die Aufgabe jeglicher Bestimmtiieit ermangeln wiirde. Da es z. B. sehr 
viele Summen gibt, welche den gleichen Werth besitzen, ohne dass deshalb in 
ihren Gliedern Uebereinstimmang stattfände, wie etwa: io = 9+ l = 8-f-- 
= 7-f-3 = 6-{-4 = 5-4-5» 80 werden sich, wenu nur der Werth der Summe 
und weiter nichts gegeben ist, die Glieder derselben nicht bestimmen lassen. 
Vielmehr kann, wenu nur die Summe 10 gegeben ist, das eine Ghed derselben 
noch — innerhalb gewisser Schranken — gans beliebig angenonunen werden; 
man kann hier jede ZaU dafür ndunen, die kleiner als 10 ist — ja, hei der spil- 
teren Erweiterung des Zahlengebietes wird man die eine der beiden Unbekannten 
sogar völlig willkürlich annehmen und erst, wenn letzteres geBchehen ist, das 
andre Glied als Unbekannte berechnen können. Alsdann ist aber die Aufgabe 
wieder zurückgeführt auf die oben ausgesprochene, bei welcher zivei Zahlen ge- 
geben und nur eine gesucht ist. Diciselbe Bemerkung tritit auch zu in Bezug 
auf Froducte; ebenfalls ist bei diesen die Kenutuiss ihres Werthes zur Ermittelung 
ihrer Factoren nicht hinreicheod, wie denn s. B. 1 x 18 * 8 x 6 » 8 x 4 ist. 
Jene Bemerkong gilt endlich auch für die Potensen, sodass man sich also hinsicht- 
lich der Umkehmng dieser sümmlliiolien An^ben aof die obige Fassung des In- 
vennonspcohlemes hingewiesen sieht. 

Man wird nun frühzeitig erkennen, daes die Lehre Ton den in« 
Versen Operationen ^ welche sich zun&chst (mit der auf pag. 51 er- 
wähnten Ausnahme) als eindetdig herausstellen, sich sehr verschieden 
gestalten müsste, wenn dieselben vieldeutige wären. Daher erscheint 
es rathsam^ diese beiden Fälle zu treuneu, und werde icli denigemäss 
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in dem ersten Abschnitt dieses Kapitels die inversen Operationen als 

solche, wie sie vorderhand s^ind, behandeln, und in dem zweiten Ab- 
schnitt als solche, wie sie auch sein lönnten und (theilweise) später 
wirklich — auf andern Zahlengebieteu — sein werden, 

1. Behandlimg des InvenionsproblemeB Ar die eindeatig ausfidleEden 

Operationen. 

§ Si. IMe Bttbtntotioii. 

Win man demgemass die Aufgabe der Addition umkehren ^ so 

rauss man nach der angegebenen Erklärung die Summe zweier Zahlen 
als bekannt annehmen — wir wollen sie a nennen; ausserdem muss 
der eine Summand gegeben sein , welcher h heissen möge und soll 
endlich die Aufgabe vorliegen, den andern Summand x auszurechnen. 

Da nun die Summe der Zahlen h und x auch mit h -\- x bezeichnet 
werden kann, so ist hiemit für die Summe a auch noch ein andrer 
Name gegeben und muaa die Gleichung bestehen: 

h'\'X oder x-\-h^a. 

Diese Gleichung ist augenscheinlic Ii von anderem Charakter als die 
meisten Gleichungen des vorigen Kapitels; in welchen literale Zahlen 
vorkamen; sie gilt nicht mehr für beliebige Werthe von a, h, x oder 
auch nur von x und ist darum keine Formel oder identische (analy- 
tische) Gleichung, sondern eine synthetische Gleichung. 

Es ist leicht, sich hievon an Beispielen zu überzeugen. Wenn etwa a und h 
die bestimmten Werthe 12 und 7 haben, so wird diese Gleichung 7 -}- a; = 12 
falsch, sobald man für x beliebige Werthe wie 1, 2, 3, 4 oder 6, 7, 8, . . . ein- 
setzt, und richtig oder erfüllt wird die Gleichung nur, wenn man unter x die 
gaoB beatimnite Zahl « » 6 vertteht. 

Die Aufgabe besteht nun eben darin, jene Gleichung aufzid'ösenj 
d. h. alle diejenigen bestinnnten Zahlen zu finden, welche als Werthe 
von X eingesetzt der Gleichung genüge leisten — falls es deren über- 
haupt welche gibt. Allgemein aber wird unter dieser Voraussetzung 
die Auflösung der obigen Gleichung d -j- o? oder o? -(- ö = a bewerk- 
steUigt, indem mau schreibt; 

So lange es noch dahinsteht, ob nicht vidldoht Mehrere solche Zahlen exiiti- 
len, welche zu h addirt a geben und von dmen a eine vorstellen soll, so lange 

man also noch den Ausdruck (a — h) als einen möglicherweise vieldeutigen {da- 
gegen das uueingeklaromerte a — 6 als noch nicht genügend erklärt) ansehen 
musB (cf. Einleitung Nr. 19.), sollte man allerdings besser schreiben: 

X =^{a — b). 

Die Anwendung des Oleichheitueichens «= anstatt de« a priori eigentlich su 

8* 
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erwartenden Zeichens =^ der Unterordnung wird jedoch in § 40. vollkommen ge- 
rechtfertigt werden, nachdem vorher nur noch einige auf Benennungen , Auf* 
üusoiig und Ueberblick des ganien besflglicfae Vorfragen erledigt sind. Die 
gleiche Bemerkung wQrde auch bei den beiden folgenden Paragrapben am Plaiae 
sein, und kann fiberdies auf den zweiten Ab!«chnitt dieeee Kapitels als auf an 
Muster hingewiesen werden, wie die Sache bei gans ng<nroeen Anforderungen (be> 
aüglich der Strenge) ansugreifen würe. 

Mau spricht nun: x gleich a minus oder a weniger h\ oder 

auch, rückwärts gelesen: h von a (scilioet: abgeEogen) bleibt 6 von 

a laast x (sc. fibrig). 

Da somit das Zeichen — sich rfiokirilrts gans anders liest als TorwSrta, 
namlicb vorwftrfcs mAms^ rflekwirts «om, so ist dasselbe als ein yon beiden Seiten 
^^I« icli erscheinendes offenbar nicht gans passend gewählt. Dasselbe erhilt seine 
Bedeutung erst dann unzweideutig, wenn sogleich die Biehtnng, in der es zu lesen 
ist, vorgeschrieben wird, als welche Richtung allerdings in der Regel diejenige 
doH Lesens und Schreibens (von links nach rrchts) stillschweigend angenoramen 
wird. Dagegt^ti würde ein uusymnietriscln's Zeichen, wie etwa der Strich mit 
eiuem durch enie Tfeilspitze markirlen Endpunkte -> den Vorzug besitzen, dsM 
es den Rechner von dem Zwang der Zeile oiflang su rechnen, emandpirte, und 
eine Uinliche Bemerkung w&re auch bei den beiden DiTisionsseichey Doppelpmikt 
und Bruchstrich am Platse, welche TOrw&rts, resp. abw&rts, als „dur^", rück- 
wärts, resp. aufwärts als „in** sn lesen sein werden. 

Der hiemit für die gesuchte Zahl x neu eingeführte Aiisdrock 
a — 6 wird die Differenz (der Bes^ oder der ühtersclded) von a ond h 
genannt^ und zwar heisst a der Mimend, b der SMrähmd dieser 
Differenz. 

[M.in kann auch den Ausdruck a — h ein arithmctkrhes Verhalt- 
niss nennen; alsdann heissen a und h die (Uicdcr dessell»cn, und zwar 
a das Vordcrglied oder der Äntecedetü, h das Hinterglied oder der Con- 

Die llechnuiif]^, durch welchn die Differenz a — h aus den Zahlen 
a und h gebildet wird, heisst ^Hhfraction\ man sagt dabei, die Zahl /' 
werde von a ahgeeogen oder suhirahirtj oder a werde um h vermindert' 

In Buchstaben wird diese Operation liöchst einfach vollzogen (ge- 
nauer: angedeutet), indem man die Operationsglieder in der richtigeii 
Folge mittelst des Minuszeichens yerbindet. 

Numerisch, d. h. bei bestimmten dekadisdien Zahlen, besteht ihre Aasfuh- 
rnng in einem eigenen BeoheBverfohren, welches Vorwurf der gemeinen Arith- 
metik ist. — 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung einer Zahl als einer Summe von 
Einem heisst nun also ^^Ton einer Zahl a eine andere h subtsrahireu" 
.nichts anderes als: jene Zahl a in eine Summe zerlegen, deren eines 
Glied h Einheiten enthalt, letzteres weglassen, und' das andere Glied 
nehmen, d. h. die Menge der fibrig bleibenden Einheiten, zu einer 
Zahl zosammengefasst, behalten. 



I 
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§ 32. Die Divieion. 

Will man entsprechend die Aufgabe der Multiplicatiou umkebreu, 

60 hat mau eine Gleicliuiig aufzulösen von der Form: 

h • X oder x »h ^ a, 

uiid dies geschieht einfach, indem mau andeutungsweise schreibt: 

x*^ a:b oder y , 

sprich: X gleich a (dividirt) durdi b, oder rttckwarts gelesen: h m a 
geht X mal anf. Den Ausdruek a : b nwni man einen QtMHenien und 
iwar a den Dwidendm, b den Dwitor deeselbeD. Dieser Ansdmck 

oder d.er ihm gleichbedeutende j kann jedoch auch ein Bruch (iractio) 

genannt werden, nnd dann heisst a der Zäkler (numemtor) und ( der 
Nmner (denominator) des Braches. Endlich kann man a : 6 als ein 
{^emdri^Aes) VerhäUmss (ratio, rapport) auffiissen, und wieder a 
den JjUeoedeid, b den, CansequeiU dieses VerhSltnisses (tou a mu b) 
nennen. 

Zwischen diesen Terstbicdoucu Nauicn besteht zwiir ein leiser UiitrrsLhicd 
iiiusichilicb ihrer Bedeutung; nie drücken ursprünglich ganz verschiedene Nuancen 
ein und desselben licgrüTes aas. Die Yerschiedenbeit diesw Bedeutungen tritt 
jedoeh erat sn Tage, weau man auf die Benennong der Zahlen BttckMcht nimmt, 
in welchem Beireff daa ^pilel Aber die benannten ZsUen im nraiten Bande ra 
vei^leichen sein wird. Für die Zwecke der Bechnong ilt die Wahl dieser Ans- 
draeksweisen in dar That völlig gleicbgOltig. 

Die Rechnungsart, dnrch welche die Zahl x^ ^ gefunden wird, 

lieisst Division (Tlieilung, Messung), und man sagt, es werde a durch 
b getheilt, oder mau dividire mit 6 in a. — 

Mit Rücksicht anf die Bedeutong des Producies: 

12 X 

sowie auch, des Productes: 

x,b = x-\-x-{-x-\-----\-x 

T ? 5 F 

erkennt man also, dass '^leiae Zahl a durch eine andere b dividiren'' 
heisst: die mtere a in lanter Glieder b serföUen, nnd zählen | wie 
viele es deren gibt (Messung), oder auch, nach Belieben: jene erste 
Zahl d in & einander gleiche Sonunanden serlegen und einen, der- 
selben nehmea (Theilnng). — 
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9 83. Dm BadlolTCu und dM XiogarithmlMii. 

Die eine Uuikehruug der Aufgabe der Elevation liegt vor, weun 
die Basis x eiuer Potenz gesucht werdeu soll, während der Exponem 
h und der Werth a derselben bekannt sind; sie besteht also darin, 
dass mau die Gleichung auflöst: 

ÄC* — a, 

und dies gesehieht, indem man schreibt: 

Man spricht: x gleich 5^ Wurzel aus a^* und nennt 9 eine WwtÄ 
(radizy racine, root), und zwar a den Bnäica'näm oder die W%mir 
gr&89e^ und h den Wwrgdea^panmim. Die Operation, durch weldie die 
Wurzel X ausgerechnet wird, heisst WurmiamBiekung oder Badieaikm 
(auch Extraction); man sagt, es werde aus a die b^* Wurzel gezogen, 
oder a mit b radicirt. 

Man theilt die Wurzeln gewöhnlich nach ihrem Exponenten ein 
in zweite oder Quadrnftvureeln, dritte oder Cuhicimirzeln, und höhere 
VV^urzeln. Den \\ iirzclexponenten 2 pflegt man weder zu schreiben, 
noch auszusprechen, und umgekehrt, wenn kein W^urzelex})oneDt an- 
gegeben ist, so hat man denselben gleich 2 anzunehmen [cf. § 41.]. 
Unter der Wurzel aus a schlechthin versteht man also die Quadrat- 
wurzel aus oder es bedeutet: 

/— 2 - 

y a a. • 

Tn allen andern Fällen hat man ausdrücklich den Exponenten in 
die Oeffnung des Wurzelzeichens zu setzen. Das Wu/reeleeichen V ist 
purch Deformation auis dem Anfiarngsbuchstaben des Wortes radiz est- 
standen. 

Hat man die Wurzel aus a auszuziehen, so heisst dies also, 
man solle a in 6 gleiche Factoren zerlegen, und einen derselben neh- 
men — wie man sofort erkennt, wenn man der Bedeutung der Poiens: 

... 3ß eingedenk ist — 
TT T 

Bei der andern Umkehrung der Elerationsaufgabe wird der Ex- 
ponent einer Potenz gesucht, welche, mitsammt der Basis derselben, 
ihrem Werthe nach bekannt ist. Diese Aufgabe erfordert die Berecb* 
nung derjenigen Zahl x, welche die Gleichung erfüllt: 

— a. 

Man schreibt nun diu Auflösung dieser Gleichung: 

X — log a, 
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und spricht: x gleich von der Basis h Logarithmus (von) a, oder: 
Logarithmus von a in Bezug auf die Basis h, oder besten: von a 
nach h. Hier heisst x ein Logarithmus , und zwar a. der Numerus 
desselben, oder der Logarithnmnd , und b die LogariÜimenbasis , oder 
die CrruneUsaM des LognrifJwimsysfenis. Die Operation, durch welche 
man x ansgereclinet erhält, heisst Logarühmenberechnm^ oder Loga- 
rühmircn, und zwar sagt man, es werde ?on a der Logarithmus be- 
züglich b genommen, oder a nach b logarithmirt. 

Den Logarithmus von a nach b nehmen^ heisst also: a in lauter 
Factoren 5 zerlegen, und zahlen, wie nele es deren gibt, und braucht 
man, um dies einzusehen, sich nur an die Bedeutung der Potenz hf 
m erinnern. ^ 

Man, übersehe nicht, dass bei den zwei letzten Ausdrücken: ya 

und log n das ))ekannte 0[ieration8glied b vor dem bekannten Ergeb- 
niss a (der directen Operation) gesprochen und geschrieben wird^ wäh- 
rend bei den vorhergehendeu Ausdrücken a — 6 und aib das um- 
gekehrte stattfindet 

Die beiden ümkehrungen der Elcvation: das Radieiren und das Logarith- 
miren werden bieweilcu gemeinschaftlich mit dem Namen des Depof onzireos be- 
zeichnet; paasender möchte wohl der Ausdmck „Depression" erscheinen. 

m 

§ S4. Ueberbliok der Operationen, Auadrüeke und Operationsglieder. 

Die sieben algebraischen Operationen, welche wir nun Yolleuda 
eingeführt haben, sind in übersichtlicher Zusammenstellung: 



Algebraische Operationen 





Direote 


lorene 


1^ stufe*: 


Addition 


Snbttaciim 


V* Stofe: 


Multiplication 


Diyision 


3^ Stufe: 


»• LI i Potenziren 
Klevation < 

(ExpODenzireu 


Radieiren • 
Logarithmiren 



Von einer Operation nnd ihren Urakehrungen sagt man, dass sie 
auf derselben Stufe stehen, und bestimmen so die drei directen Opera- 
tionen successive die erste, zweite, dritte Operationsstufe. 

Da jede 0[)eration sich auch äusserlich durch eine eigenthümliche 
Verkuiipfungsweise der in ihr verwendete^ Zahlen zu erkennen gibt, 
so werden die ilesultate dieser Operationen verschiedenartige Ausdrücke 
vorstellen. Darnach muss es Überhaupt sieben Arten von atg^aischen 
Ausdrücken gebe», als da sind: 
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Summe, Product, Potenz, 

Düfeituz, Quotient y Wurzel und Logarithmus, 

oder, nach den Stufen geordnet: 

JSumme, Differenz, 
Product, Quotient, 
Potenz, Warzel und Logaritfamns; 

iu Zeichen etwa: 

ix + y, x — y 

(48) U.y, f 

[a^, ' f/Xi loga;. * 

(Jeber die Wahl dieser Benennungen kann wenigstens kein Zweifel 
obwalten, so lauge Zahlen nur durch eme Art von OpemtiGnen mit- 

oinander verknüpft erscheinen. Anders bei zusammengesetzteren Ans- 
(1 rücken, wo mehrere Operationen in Betracht kommen. Hier hat nun 
iülgende U<^berleguug den Ausschlag zu geben: 

Ein beliebiger, wenn auch noch so complicirter Zahlenausdruck 
wird immer dadurch entstanden sein, dass man verschiedene Zahlen 
durch irgend welche von jenen Operationen miteinander verknüpft 

' Oft sind dabei verschiedene Theile des Ausdruckes durch Nebenrech- 
nungen apart auszurechnen, und kann die Reihenfolge dieser Neben- 
rechnungen theils eine beliebige, theils eine vorgeschriebene sein- 
Immer aber wird nach der im Ausdruck selbst enthaltenen Yorschiifi 
eine bestimmte Operation die letzte sein mflssen, und nach diesjem 
Gesichtspunkt werden wir die Ausdrücke einzutheilen haben. Bei der 
Charakterisirung eines Ausdruckes ist die zutreffende Bezeichnung ge- 
funden, sobald die Natur derjenigen Rechnungsoperation erkannt isti 
durch welche der Zahlenwertii des Ausdruckes m IMer Inskaus ans 
den ihn zusammensetzenden Zahlen erhalten «wird. (Cf. § 75.) 

Eine Zahl kann nun aber nicht nur innerlich, in der Hinsicht 
betrachtet werden, wie sie sich aus andern Zahlen zusammensetzt, 
sondern auch äusserlich in Hinsicht auf die Art und Weise, wie sie 
mit anileru Zahlen verknüpft erscheint. Damach haben wir ursprihig' 
lieh (so lange wenigstens der erste und der zweite Summand als Au- 
gend und Increm ent unterschieden werden) 7 x 2 == 14 Arten vw 
Operationsgliedern zu merken, indem eine Zahl nur entweder erstes 

' oder zweites Operationsglied (Element) in einer der sieben Elementar- 
Operationen sein wird. Nimmt man aber auf das Commutationsgesetz 
der Addition Rücksicht^ so sind jene beiden Zahlen einfach als Glieder 
zu bezeichnen und bleibeii nur mehr dreizehn Arten; geht man aodi 
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nicht auf die Unterscheidung von Multiplicand und Multiphcator ein, 
indem man diese schlechtweg als Factoren auffasst, so bleiben nur 
mehr zwölf Arten von Operation sglied er n übrig. 

Auf die Frage, was für ein Operationsglied eine vorliegende Zahl, 
die als Bestandtheil eines Ausdruckes auftritt, sei, wird daher immer 
eine von den nachstehenden zwölf Antworten zu geben sein: 

Summand, Factor, Potenzbasis, Potenzexponent; 

Minuend, Subtrahend, Dividend, Divisor, 

Radicaud, Wurzelexponent, Logarithmand , Logarithmenbasis. 
Die Zahl a tritt z. B. als solches Operationsglied auf in den nach- 
stehenden zwölf £lementarausdrücken : 

a", n", y^ü f p^Uf log a, log n. 
Für manche Zwecke ist es nützlich, diese Operationsglieder noch 
in zwei Klassen einzutheilen , nämlich in active und passive — wenn 
ich die von Liersemann wie mir scheint glücklich gewählten Aus- 
drücke adoptire. 

Gewissermassen als passive Zahl, d. h. als solche, an welcher ge- 
rechnet werden soll, pflegt man anzusehen : das erste Glied- (Augend), 
den ersten Factor (Multiplicand), die Potenzbasis (Dignand), den Mi- 
nuend, Dividend, Radicand und Logarithmand. 

Als active Zahl, d. h. als solche, mU welcher gerechnet werden 
soll, gilt: das zweite Glied (Increment), der zweite Factor (Multiph- 
cator), der Potenzexponent, Subtrahend, Divisor, Wurzelexponent und 
die Logarithmenbasis. 

Bezeichnet man die passive Zahl mit p, die active mit a, so wird 
mau aus dem Anblick des Schema's: 

p + a, p,a, 2^, 

welches die Resultate der sieben Operationen noch einmal zusammen- 
stellt, sofort eine üebersicht über diese Benennungen erhalten. 

Die angegebene Unterscheidung ist zwar selbstverständlich eine willkürliche ; 
dass sie jedoch dem Sprachgebrauche angemessen ist, wird jeder grammatik- 
verständige schon aus der Endigung der namenbildenden Substantiva erkennen. 
Diese ist bei den Namen passiver Zahlen fast durchweg dem Participium Muri 
passivi (Gerundivum) entlehnt; bei den activen Zahlen, die der Rechner förmlich 
personificirt oder mit sich selbst identificirt denkt, ist diese Endung meist dem 
Participium praesentis entliehen. (Eine wirkliche Ausnahme bildet allein das Wort 
„Subtrahend", welches demnach eher durch „Subtractor" oder „Subtrahend' zu 
ersetzen wÄre.) — 
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§ 36. Die TremspoBitionsregelxu 

Die im yoretehenden besproehenen acht Gleichungen sind in fiber- 
sichtiicher Znaammenstellaog: 



(ÖO) 



X -\- b = a , 


X = a — bf 


X ,h ^ a f 


a 




X^{^, 


6* = a , 


X =s log a . 



Von diesen GleichuDgen sind immer die zwei nebeneinander 
stehenden als vollkommen gleichbedeutend anzusehen; sie bedingen sich 
gegenseitig; die eine von ihnen ist gewissermassen eine Uebcrsetswug 
der andern in eine neue Auadrudesweise. So oft a. B. x + h*^a 
ist, dttrfen vir daftlr schreiben: x^a — 5 und umgekehrt; weui 
x^a — ( gesetzt wird, so soU dies nichts anderes heissen, als dass 
x + h^a vBk 

Die gedachte Uebersetzuug dient jedoch einem TernOnflageD 
Zwecke: man beabsichtigt durch dieselbe, sich an die Ntxtwr dtö 
Bechengeschäftes zu erinnern y durch welches die Unbekannte in jedem 
vorliegenden Falle gefunden werden kann. Die Gleichung x -\-h = a 
zum Beispiel sagt zwar ebenso gut aus, dass x die Zahl ist, die, Zü 
h addirt, a liefert; man findet aber die gedachte Zahl keineswegs durch 
eine Addition, deren Operationszeicheu doch allein in dieser crsteren 
Gleichung vorkommt, sondern durch eine ganz andere üjteration. 
Man findet sie durch eine Subtraction und gerade um auf letzteres 
hinzuweisen, dient nun das Minuszeichen, welches man als das Zeichen 
der Subtraction dem Gedächtnisse einprägt. 

£s ist übrigens rathsam, sich fOr die erwähnte Uebersetzimg 
Hegehi zu merken, nach welchen stets aus der einen von beiden Glei- 
chungen die andre mit Sicherheit abzuleiten ist. Diese Regeln können 
80 ausgesprochen werden: 

(A) Ffir den Fall, dass die eine Seite der Gleichung eine Summe 
oder eine Differenz ist: 

Jede Zähl, wdehe ein Summand van dem Äusdrudt a/uf der einen 
Seite des GleiMeil80ei(^ens ist, kann als Subtrahend auf die andere Seite 
des Gkichheitseeiäiens gesehrid>en werden. Der auf dieser letzteren 
Seite schon vorher befindlich gewesene Ausdruck wird hiedurch selhst- 
verstSndlich zu einem Minuenden gestempelt, gleichwie z. B. deijenige, 
der einen Untergebenen bekommt, dadurch eo ipso zum Vorgesetzten 
wird. Umgekehrt auch: Jer/er Subfnilicnd von der einen Seife einer 
Gleichung kann als iSumnmnd auf die andere Seite gebraciU werden, . 
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(B) Für den Fall, daäs die eine Seite der Gleichung ein Product 
oder ein Quotient ist: 

Jeder Factor von der ei um Seite einer Gleichnny lunm als Nenner 
unter die andre Seite (oder als Divisor hinter dieselbe) geschrieen 
werden, und vice versa: 

Jeder Nenner oder Divisor des Ausdruckes auf einer Seite der 
Gleichung darf als Factor auf die andre Seite derselben gesetgt werden. 

(C) Wenn die eine Seite der Gleichung eine Potenz oder eine 
Wurzel ist, besteht die Erlaubniss: 

Jede ZMf wdche als Foieneeacponent über der einen Seite einer 
Gkidmng st^, kann als Wwredexponenit iSber die oßi^dire Seite gesehrie- 
hen werden, und vice Tena. 

(D) Wenn endlich die eine Seite der Gleichung ein Exponential 
(d. i. abermals eine Potenz) oder ein Logarithmus ist, so ist die Kegel 
anwendbar: 

Jede Zahl, wdche Fotenzhasis von der einen Seite einer Gleichung 
ist, Icann als Basis eines Logarithmus vor die andre Seite geschrieben 
werden, wobei indessen der Exponent auf die Zeile herabfallen muss. 
Und umgekehrt: 

Jede Logarithmmhasis liommt hinüber als Fotcfishasis , indem sie 
die andre Seite der Gleichung als einen Exponenten gewissermassen 
auf die Schulter nimmt. 

Selbstverständlicli fallen dabei, sobald eine Zahl von der einen 
auf die andre Seite der Gleichung gescha£Ft wird, auch die Operations- 
zeichen weg, durch welche sie dort mit andern Zahlen verbunden war; 
hier dagegen mttssen zugleich die erforderlichen neuen Zeichen passend 
angebracht werden. — Aus dem vorstehenden ist zu ersehen, dass die 
mehrerwahnte üebersetzung nicht nur eine solche ist im Sinne des 
Philologen oder Sprachforschers; sie ist auch ein Uebersetzen im Sinne 
des fUhrmanns, der eine Per^n über einen Strom setzt; dabei wird 
nämlich über das Gleichheitszeichen eine Zahl hinübergeschafft, welche 
als ein Operationsglied mit einer andern Zahl verbunden war. 

Das Hillübersehaffen eines Operationsglieiles nach einer von diesen 
Regeln wird auch das Transponiren desselben genannt. Nicht selten 
auch wird dieses Geschäft zugleich mit einem llückwärt>slesen der 
ganzen Gleichung ausgeführt, sodass eigentlich die transponirte Zahl 
allein stehen creblieben und alle übrigen Zahlen von diesseits nach 
jenseits oder umgekehrt gekommen sind. 

Die Hegeln (A) bis (D) mögen demnach die Tra/n^ßesit¥mregdn 
genannt werden. 

Wdl nach Urnen die Oldohongen (linker Hand) in fSO) nach der ünbekann» 
im a|aiifg«Utot werden^ nftwlicb die Unbekannte anf €Uier Seite der Qleichmig 
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isoKrt tmd durcb die gegebeneu Zahlen ausgedrückt wird, so könnte man m 
auch uicht unpassend als „ Auflösungsregeln bezeichnen. 

Auf Grund der TraiJs])Osition8regeln sind nun jedesmal die drei 

nebeneinander stehenden von den neun folgenden Gleichungen üqui- 

c 

¥y h = f^a, c log a , 

und zieht also irgend eine derselben je die zwei andern nach sich. 
Man thut gut, sich in dem Uebergang von der einen Ausdrucksweise 
zur andern eine grosse Uebung zu erwerben, da diese schon ein gutes 
Theil der e%entlichen Rechenkimst ausmaGhli. 

Der Uebergang von der zwaieii zur dritten Gleichang ist vorent 
je doich die erste zu vermitteln. 

$ 36. Anwendung zur Anflömng der reinen G-lelidiimsen. 

Durch die obigen Regeln ist man nun schon in den Stand gesetzt, 
sammtliche Aufgaben zu lösen, welche auf die Auflösung einer Glei- 
chiing hinauslaufen, in der die Unbekannte nur ein einziges nml vor« 
kommt. 

Eine solche Gleichung wird eine reme genannt, und es handelt 
sich dabei stets darum, die belomnten Zahlen durch geeignetes TraoB- 
poniren Ton der Unbekannten x nach und nach zu trennen, bis die 
letztere auf der einen Seite der Gleichung sich nur noch allein be- 
findet oder isolirt erscheint und auf der andern Beüe ein Äusdmek 
steht, der aus lauter gegebenen Zahlen zusammengesetzt ist und folg- 
lich ohne weiteres wird berechnet werden können, soferne man nur 
im Stande ist, die angedeuteten Operationen numerisch auszut'ühreii. 

Dabei muss es indessen auffallen, dass wir bis jetzt nur eiue 
solche Zahl zu trausponiren vermögen, welche entweder als Sumniaiul 
oder als Subtrahend, als Factor oder als Divisor, als Potenzexponeut 
oder als Wurzelexponent, endlich als Potenzbasis oder aber Loga- 
hthmenbasis mit einer andern Zahl verbunden isi Es gibt aber ausser 
den genannten acht noch vier andere Operationsglieder (cf. § 34.), 
als da sind: Minuend, Dividend, Badicand, Logarithmand, welch&nach 
jenen Begeln mit nichten transponirt werden können. 

Es hat deshalb den Anschein, als ob es in Gleichungen von der 
folgenden Form: 

(52) a — ^ — ^, a^— 1> , Jog a = 6 



valent: 

a » 



(51) 



a 

a 
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nicht möglieh wäre, die Zahl a von x zu trennen und somit die Auf- 
Idsong zu bewerkstelligen. Auf einem Umwege jedoch, indem man 
nämlich auf den Einfall kommt, anstatt des einen Schrittes deren zwei 
m machen und zwar statt a zuerst x und dann h zu transponireu, 
}&ast auch dieses sich erreichen. Dadurch entsteht, indem zuerst x 
transponirt wird, respective: 

alsdann ; wenn h lierübergeschafft und zugleich das Ergebniss rück- 
wärts gelesen wird, erhalt man: 

(53) x^a — h, iF=loga, x^y^a, 

und dies sind in der That die gewünschten Auflösungen. 

Man könnte wohl es f&r die Zukunft dahin bringen, dass auch 
diese Ergebnisse sich jedesmal mit einem Schlage herstellen lassen, 
indem man den üebergang Ton den Gleichungen (62) direct zu denen 
(53) unterstützte durch das Memoriren folgender drei Begeln, die sich 
nodi an die obigen vier Transpositionsregeln anreihen: 

(E) Ein Minuend der einen Seite einer GleidMny kommt auf die 
andre Seite wiederum als Minuend. 

(F) Ein Divi(li )ul wieder als Dividend. 

(G) Ein Eadicand wird transponirt als Logarithmanä und ein 
Logarithmand als Rad wand. 

Indessen muss man bei Anwendung dieser Kegeln mit einiger 

Vorsicht darauf bedacht sein, dass keine Verwechselung der Geschäfte 

entstehe, da wir später lernen werden, einen Minuend auch als Glied, 

einen Zähler als Factor, endlich einen Badicanden als Potenzbasis zu 

betrachten, und je in dieser letzteren Eigenschaft auf eine Ton der 

Tcrigen verschiedene Weise zn transponiren. 

In der Thai werden nach Eriedifung dea dritten Bsndei die diel etsten 
Olfliokmigen (63) sieh auch so anffanen oder sehreiben IsMen: 

1 

a + (—«)«• « . — 6, a — 6, 

X 

und muss darnach, wenn nun a in dieser neuen Eigenschaft transponirt wird, 

entstehen: 

Für die vierte Gleichung (52) aber kann merkwürdiger Weise etwas ülinlichea 
mcbt gemacht werden, und liegt dies, wenn man genauer zusieht, daran, dass 
ktine Function f existirt, die för beliebige a und ( die Eigraschaft hfttte, welche 

die Gleichung ausspricht: fi^}/^^ —]^^> indem ja in dieser Gleichung, wenn 
ü* für a und h . n fiir h gesetzt wird, die eine Seite sich von n unabhängig zeigt, 
die andre nicht (cf. § 55.). 



Digitized by Google 



126 



Dtittot Kartet 



Kommt in einer gegebenen Gleichung das Zeiehen der Unbekann- 
ten mehnnak vor, so reichen die obigen Transpositionsregeln nicht 
mehr ans, dieselbe 'sn ermitteln. Zu diesem Ziele wird man jedoch 
in vielen FSllen noch dadurch gelangen können, dass man durch An- 
wendung der anderweitig bekannten Reehengesetze , namentlich durch 
Vereinigung nach dem Distributionsgesetze, die aufzulösende Gleichung 
auf eine der bereits erledigten Formen zurückführt. 

Obwohl wir auf diese Aufgaben erst später systemiitisch eingehen 
können, ist es doch zu empfehlen, dass man sich darin baldmöglichst 
grosse IJebung verschaffe. 

§ 37. Vothwendigkelt der neuen Benennungen. 

Die acht Gleichungen (50) enthalten die Begriffserklfirung der 
vier inverseu Operationen und damit aucli die ihrer Ergebnisse. Sie 
lehren uns, dass eine Differenz nichts anderes ist, als das unbekannte 
Glied einer Summe, deren Worth und deren anderes Glied gegeben 
ist; und zwar nimmt der Wettb der Hümme den Namen Minuend und 
der bekannte Summand den Namen Sa) »trabend der Differenz an. 

Ebenso zeigen sie uns, dass unter einem Quotienten der unbe- 
kannte Factor eines Productes zu verstehen ist, dessen Werth und 
dessen anderer Factor gegeben sind ; das Product wurde Dividend, der 
bekannte Factor wurde Divisor des Quotienten genannt. 

In ähnlicher Weise ist eine Wurgel ursprünglich die unbeksnnie 
Basis, ein Logarifhmus der gesuchte Exponent einer Potenz , deren 
Werth und anderes Operationsglied bekannt sind und im ersten IfUl 
die Namen Radicand und Wurzelexponent, im zweiten Nnmems and 
Logarithmenbasis annehmen. 

Zuiü&chst wird sich hier die Frage aufdrangen, ob dieser Namoi- 
wechsel wurklich BeddOrfniss, ob tlberhaapt eine solche Ffllle yoii Namen 
empfehlenswerth sei.. In der That sieht man leicht, dass die tüten 
Namen nicht wohl ausreichen können, weil sich die Ergebnisse der 
inversen Operationen gar oft von neuem als Operationsglieder mit 
andern Zahlen verknüpft darbieten. Es würde nun eine heillose Ver- 
wirrung erzeugen, wenn man dergleichen Zahlen einmal als Glieder 
von Summen (oder Factoreu von Producten etc.), die wic/i^- dastehen 
und zugleich als Glieder von Summen etc., welche in einem vorliegen- 
den Ausdruck angegeben sind, zu bezeichnen hätte. Ein Beispiel 
macht dies vollkommen deutlich. Ohne die Namen Düterenz, Quo- 
tient, etc. wäre etwa in dem Ausdrucke: 

(fl^h) + e+^'f+ n 
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der Bestandtheil a — h einerseits zu bezeichnen als das (bis zur Aus- 
fiÜiruDg der Subtraction noch unbekauute) Glied eiuer Summe, deren 
Werth a und deren luidercs (Jlied h ist, welche Summe sich hier nicht 
augeschrieben tindetj zugleich aber auch als das Glied der vorstehenden 

viergÜedrigen Summe, deren zweites Glied e, deren drittes y - /* ist etc. 

Ferner würde — einerseits Factor eines nicht angeschriebenen Pro- 

doctes zu nennen sein, dessm anderer Factor e ist, nnd doch erscheint 
es zugleich als der eine Factor eines Prodnctes, als dessen andrer 
Factor sich die Zahl f angegeben findet u. s. w., woraus genugsam 
zu ersehen ist, welch' eine fruchtbare Quelle yon Missverstftndnissen 
eine fibergrosse Sparsamkeit mit Benennnngen solchergestalt bilden' 
würde. Die neuen Benennungen sind somit ToIIig gerechtfertigt. 



§ 38. Coneise Definition der inversen Reohnungsergebnisse. 
Prol^e der inversen Operationen. 

Hinsichtlich der hiemit neu eingeführten Begriffe drangt sich 
übrigens die Bemerkung auf, dass zur Erklärung eines jeden von ihnen 
im obigen stets 0wei Gleichungen benutzt worden sind. Der Begriff 
einer Differenz, eines Quotienten, einer Wurzel und eines Logarithmus 
wurde im Torstehenden erklärt durch das Zusanunenbesteheh oder die 
Coexistenz von jedesmal zwei Gleichungen: wenn x + ht^a war, so 
wurde x^a — h genannt etc. und man kann sich nun die Frage 
stellen, ob nicht die Definition jener Ausdrücke, Shnlich wie die von 
Summe, Product und Potenz, durch eine einzige Gleichung ausgedrückt 
werden könnte? Dies lässt sjcli in der That bewerkstelligen, und zwar 
erhält man eine solche Gleichuug, indem man immer aus der zweiten 
von jenen beiden Gleichungen den Werth yon x entnimmt und in die 
erste derselben einsetzt, indem man mit andern Worten schon in der 
ersten Gleichung von dem Namen Gebrauch macht, welcher für die 
Zahl X durch die zweite Gleichung eingeführt ist. Auf diese Weise 
ergibt sieh nun: 

(a — 6) + 6 a , 



(54) 



Diese Gleichungen, als »Sätze ausgesprochen, lehren: 
Eine Differenz , zu ihrem Subtrahend addirt, gilt dm Minuend, 
Em Brucks nwt seinem Nenner mMjpUdrt, gibt dm 
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' Eine Wurgd auf die Poteng ihres Es^poneiUen erhoben lirfert de» 

Eadicanden, ' 

Em Logarithmus en seiner eigcnm Basis cxponenzirt lirfert den 

Und es drücken diese Sätze die Fiindanientaleigeiisehaft der in 
Rede stehenden Operationsergebnisse aus, welche unmittell)ar in der 
Definitiou derselben enthalten ist. Sie können auch selber in Form 
von BegriffBerklanuigen an^gesprochfln weiden^ nämlich folgender- 
massen: 

Unter der DifferenM tweier Zahlen verMU num diejenige ZeM^ 
wdche tu der gweikn wm ihnen, dem saymawuUen SMrahenden, addirt 
die ewüe van ihnen, dm wgenamUn Mnmenden, liefert. 

Unter dem Quatienien moder ZMm versteht man di^eniye Zahl, 
welche, ivenn sie mit der zweiten, dem Divisor, mtdtiplicirt wird, alsdam 
die erste, das ist den Dividendeti, liefert. 

Unter der irfjendivieviclten Wureel (d. i. mit einem gewissen Ex- 
ponenten) ans einer Zahl versteht man diejenige Zahl, tvelche auf die 
Fotenz des Wiirzclexpont iitcn erhohen den [eruühnten] liadicaiulen gibt 

Unter dem Logarithmus einer Zahl (in Bezug auf eine gewisse 
Grundzahl) ve^'stcht man diejenige ZaJd, tvelche, zu dieser Grmulzahl 
ea^9onensirt , jenen Numerus liefert, oder auch anders zu reden: Der 
Logarithmus einer Zahl ist der Exponent derjenigen Fotens seiner 
Basis ^ wdehß gleich dem Logarithmand ist. 

Auf die .^Ürzeste Art wohl kann man diese Begriffe wie folgt e^ 
klaren: 

a — 5 bedeutet diejenige Zahl, welche^ zu h addüH a gitt. 

y bedeutet di^enige Zahl, wekite mit h muUi^licirt a Uefert,, 
ff • 

ya bedeutet eine solche Zahl, die auf die Fotenz erhoben a gibt, 

log a bedeutet eine solche Zaiil, welche zu b exponengirt a liefert 
(d. i. den Exponenten deqenigen Potens von- b, welche a ist). 

Indem wir die -vorstehenden Definitionen erttmalig aussprechen, drängt nch 
uns sogleich eine ■wichtige Frage auf, die schon veranlasst wird durch die gram- 
maticalische Fassung der letzten Sätze. Sind wir berechtigt zu sagen „diejenige 
Zahl, welche", oder müssen wir sagen „eine solche Zahl, welche"? Wenn das 
erstere zulässig sein soll, so muss sich nachweisen lassen, dass es nur eine ümigt 
Zahl gibt, welche die verlangte Eigenschaft besitzt; dagegen ist das letztere ge- 
boten, lohald mehrere derartige ZaUen eiistixen. Ja, wir mfinen noch weiter 
gehen und erst feetofeellen, ob es denn tf&erftoiipl eine Zahl Ton der geförderten 
Eigenschaft gibt. Da es leicht ist, Anforderungen zu stellen, welche nicht er- 
faUbar sind, so könnte in der That gar wohl der Fall eintreten, dass unter den 
bis jetzt eingeführten die gewünschte Zahl fehlt. Diese Fragm B<dlea In des 
beiden nächsten Paragraphen eingehend beantwortet werden. 
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Reichliche Einfibnng der ▼orstethenden Definitionen an Beispielen 
ist nnerlSsslich. — 

Die Oleiehnngen (54) geben endlich auch noch an, wie die Probe 

einer inversen Operation mittelst einer directen Rechnungsoperation 

gemacht werden kann , wie z. B. die Kichtigkeit eines Subtractions- 
ergebnisses geprüft werden kann durch eine Addition etc., und zwar: 

Um die Probe einer Subtraction zu machen, kann man den Sub- 
traheudeu zu dem Rest addiren; wenn die Rechnung richtig war, so 
muss alsdann der Minuend herauskommen. 

Um die Probe einer Divisian zn machen, mnltiplicire man den 
Quotienten mit dem Divisor; alsdann muss der Dividend herauskommen. 

Eine Wurgdausgiehung wird geprüft, indem man die Wurzel mit 

dem Exponenten potenzirt, wobei man den Radicanden erhalten muss. 

Eine Logarithmcnhercrlmung wird endlich geprüft, indem man die 
Basis in die Potenz des Logarithmus erhebt und zusieht, ob wirklich 
der l^umerus entsteht. — 

§ 89. AusfOlirbarkeit der InvwnMn Operationen. 

In Bezug auf die im vorigen Paragraphen angeregte Frage besteht 
ein wesentlicher Unterschied zwischen den directen und den inversen 
Operationen. Bei jenen ist das Resultat dadurch charakterisirt , dass 
ein bestimmter Weg zur Bildung desselben angegeben wird, und zwar 
ist dieser Weg stets j)racticabel; die ganz unzweideutige Vorsclnilt 
zur Bildung einer Summe, eines Productes, einer Potenz lässt sich 
immer befolgen, da sie im (iruude nur das Postulat voraussetzt, dass 
ein Zeichen (-}- i) wiederholt gesetzt werden könne. M. a. W.: Da 
die Addition in einem Hinzufügen von Einheiten besteht, und da die 
Multiplication sowie die Potenzirung eigentlich nichts anderes als fort- 
gesetzte (wiederholte) Additionen sind, so müssen — wie auch schon 
trüber erwähnt wurde — die drei directen Operationen, wenn sie an 
natOrlichen Zahlen Torgenommen werden sollen, stets amßihrbar sein, 
und als Resultat immer wieder eine nat&rliche Zahl liefern, welche 
überdies jederzeit eine emdeuHg bestimmte ist. 

Ganz anders verhält es sich bei den inversen Operationen. Hier 
dürfen, falls die Zahl x wirklich existiren soll, die Operationsglieder 
a und b nicht etwa beliebig gegeben werden; denn die Gleichung 

SB^a — b, a; = y, etc. war resp. an die .Voraussetzung: a; + 6 « a, 

«.&»a, etc. geknüpft, und es muss also, wenn man die WeFtbe 
för a und b aufs geradewohl annimmt, erst nachgewiesen werden, 
ob eme Gleichung von der letzteren Form auch wirklich bestehen kann. 

B«hr5di^r, L«liXbiioh d. Aritfim. o. Algebra. I. 9 
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Die Zahl x ist hier keineswegs definirt durch ein En ihrer Bil- 
dung vorgeschriebenes Verfahren, welches wegen seiner von vornherein 
ersiehttiehfln Ausführbarkeit uns des Beweises fOr die Möglichkeit oder 
das Vorhandensein des Resultates x fiberhebt. Bei den vorliegenden 
inversen Operationen ist Tielmefar das Resultat charakterisirt dordi 
gewisse au dasselbe gestellte Anforderungen, und muss nun untersoeht 
werden, ob letztere sich überhaupt, und dann, auf wie viel Arten de 
sich erfüllen lassen. 

Es zeigt sich nun sogleich, dass es in vielen Fällen in der That 
keine Zahl von den Eigenschaften der guaiu-liteii gibt und alsu die 
Ausführung der betrefiendeii inversen üperiitioiieii unmöglich ist. 

Die Aufgabe der Subtraction zum Beispiel ist nur auflösb.ir, und 
die Differeuz a — stellt nur dann eine wirklich vorhandene oder 
auf^ebbare natürliche Zahl vor. hat also bis jetzt nur dann einen Siniii 
wenn der Minuend eine von den folgenden Zahlen ist: 

a^h-\'ly 6 + 2, 5 + 3, 6 + 4,... 

Der Quotient y hat ebenso nur dann einen Sinn, und ,,geht die 

Division auf'', wenn der Dividend: 

a-»&, 26, 36, 46, . . . 

ist. Die Wurzel hat nur einen Sinn, wenn: 

a — 1, 2*, 3», .4*, ... 

ist. Kndli( h gibt es nur dann eiue Zahl, weiche log a genannt werdeu 
darf, wenn: 

a = 6, i% y\ b*, ... 

ist. 

Wenn nänilieh überhaupt eine Zahl sein soll in dem bisher | 
stets festgehaltenen Sinne des \\ ortes^ so niuss es entweder = 1 oder 
= 2, B, 4, . . . sein. Aus dieser Annahme folgen aber sofort die 
vorstehenden Behauptungen nach den Transpositionsregeln des § 35.; 
z. B. für a — & = 1, 2, . . . hat man nach jenen in der That: 
a«=6 + l, 6 + 2, und so weiter. — 

Da nun die angegebenen Reihen von Zahlen, wenn h irgend einen 
bestimmten Werth hat, nicht alle möglichen natürlichen Zahlen ent- 
halten, wovon es genfigt, sich nur an einem Beispiel zu Überzeageiiy 
so erkennt man sogleich, in welchen Etilen die Aufgabe einer von 
diesen vier inversen Operationen unmöglich sein wird: 

Die SubiracUan ist darnach mmoglich, sobald der Mimend iM 
ffri)sser als der SMrahmd isl. 

Die Division ist wmÖgUeh, so ofl der Dividend nidU gerade ein 
Vielfaches {MuUiplum) des Divisors M 
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Auch die Badleirang und Logarithmirung sind in weitaus der 

Mehrzahl der Fälle imausfilhrbftr. 

Damit die Radicirumj ausfUhrhar sei, )hh6s der Iludicand ein Ex- 
pimenfial des Wurzelexponenten, und damit es die Loyar lihmiruny sei, 
mitss der Numerus eine Potenz der Basis sein. 

Bei allen Uutersucluuif^en im ersten Abschnitt des gegenwärtigen 
und auch des loli^^'nden Kuititels werden wir nun, so oft ein Buch- 
stabeuausdruck vorkommt, der unter Beihühe inverser Operationen ge- 
bildet isi^ die vprstehendeu Bedingungen als erfüllt auuelmien. Alle 
Relationen zwisclien allgememen Zahlen, bei denen inverse Operationen 
ins Spiel kommen, werden daher vorerst nur eine hesehrindde GiUUgleii 
haben. Die ausdrückliche Anführung ihrer Gültigkeitsbedingungeu ist 
trotzdem hier aus zwei Gründen unnöthig, einerseits nämlich^ weil sie 
nach dem Torangeschickten jederzeit leicht aus dem unmittelbaren An- 
blick der Ausdrücke selbst entnommen werden kann, und andererseits, 
weil es später ohnehin gelingen wird, die S&tze (zum Theil allerdings 
mit gewissen Modificationen) von den ihre Gültigkeit beschränkenden 
Bedingungen zu befreien. Einstweflen jedoch Terlieren die Sätze, so- 
bald diese Bedingungen nicht erffUlt sind, nicht allein ihre Geltung, 
Sündern überliau])! jeglichen Hnm, und umgekehrt sind sie stets gültig, 
insoferne sie nur einen Sinn besitzen, d. h. iusoferne sie über wirk- 
lich vorhandene Zahlen etwas aussagen. — 

§ 40. JGindeutigkeit derselben. 

Wir wenden uns nunmehr zur Untersuchung der zweiten Frage, 
auf wie yiele Arten - eine inverse* Operation ausgeführt werden könne, 

falls, wie gesagt, sie überhaupt nur ausführbar ist. Hier gilt der Satz : 
J'Js yiht immer nur eine einziyc Zahl, ivrlehc mit einer geyehenen 
Zahl addirf, mnll/])lif Irt, potemirt oder exponenzirt ein Ixstinindcs Jle- 
snUat liefert, oder; die inversen Operatiomn sind eindeutiy\ die Aus- 
drücke a — hf y, loga stellen bei gegebeneu Werthen von a 
und h stets eine einzige ganz bfstimnite Zahl x vor. 

Hierbei ist indessen das schon Einleitung Nr. 29. (pag. 61) erwähnte 
Symbol log 1 alleinig auszunehmen. * 

Der3eweis beruht höchst einfach auf den Sätzen, die in §§ 5., 
20. und 27. über Ungleichungen aufgestellt wurden, wonach euie Summe 
wächst, wenn eines der Glieder, ein Product, wenn einer der F^toren 
und eine Potenz, wenn Basis oder Exponent zunimmt. 

Wenn nämlich zunächst: 

X -\-h ^ a und zugleich auch -\- h ^ a 
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ist, 80 mnss: 

sein; denn wäre letzteres nicht der FaU, so müsste naeh Nr. 16. der 

Kiiileituug entweder 

a^i > a; oder a;, < a; 
sein; in diesem Felle aber wfirde nach dem angefahrten Satse auch: 

Xi b > X b f resp. -j- b <, x -{- b 
sein müssen, was der Yoraussetzong: 

x^ -^b = x-\-b = a 

widerspricht. 

Ebenso wird aus den Gleichungen: 

• * 

femer ans: 
endlich ans: 

leicht der Schluss gezogen, dass 

fl? ' a?j 

sein müsse , wobei nur im letzten Falle die Annahme & == 1 anszn- 

schliessen ist, weil dieselbe auch iu dem betretiendcu Satze über Un- 
gleichungen (cf. § 27.) eine Ausnahme bildete. Für 6 = 1 hat mau 
nämlich 1'« = 1* = 1, mag nun >, = oder < x sein. 

Das Ergebniss dieser Untersuchungen ist also in der That, dsas 

die schon erwShnten Symbole a — h, a :hj log n (mit Ausnahme 

von log 1) stets nur eine einzige Zahl, wenn überhaupt eine solche, 
bezeichnen, und dass die inversen Operationen im Gebiet der natür- 
lichen Zahlen wirklich eindeutig sind. 

Hierauf beruht nun aber ein wichtiges Hfilfsmittel, um die Gleich- 
heit yon Zahlen nachzuweisen. Die letztere wird für zwei Zahlen x 
und Xi bewiesen sein, sobald es gelungen ist^ darzuthun, dass entweder 
b + ^'i ^der b . a:, oder af^ oder endlich 6*» (letzteres für 5 > 1) den- 
selben Betrag erhält wie b x, resp. b . x, x^, b^. 

Ein solches Beweisverfahren, wie wir es später meistens anwenden 
und durch welches also lediglich nachgewiesen wird, dass die beiden 
fraglichen Zahlen, sobald sie einundderselben dir^ten Operation unter- 
worfen werden, zum gleichen Resultat fahren,, heisst der Beweis dwrek 
die iVi0&e der inoeraen Operationen. 
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§ 41. Beeondre ViUe (Binffulaxitätan). 

Wenden wir si)eciell die obigen Regeln der Transposition auf die 
Gleichungen (13), (32) und (33): 

l.asa.la-ia, «»««a, 1««1 

an, so erhalten wir die besonden bemerkenswerthen Resultate: 



welche dem Gedächtniss einzuprägen sind, und uns die Sätze liefern: 
Jede Zahl liann als ein Bruch mit dem Nenner 1 (jeschrlchrn iver- 
den, indem man s^ie seihst zum Zähler des Bruches macht, oder: Mit 
1 dividirm ändert nichts. Umgekehrt auch: Wenn der Nenner eines 
Bruches die Einheit ist, so ist der Werth des Bruches gleich seinem 
Zähler. Der Nenner 1 wird aus diesen Gründen höchst selten in 
Anwendung konuneUi indem, wo derselbe steht, er ja geradezu weg- 
gelassen werden darf; immerhin jedoch gewähren diese Bemerkungen 
den Yortheil, dass sich ganze Zahlen jederzeit auch als Brüche an- 
sehen und damit die von den letzteren Ausdrücken geltenden Satze 
auch über erstere ausdehnen lassen. 

Wenn ZaMer und Nenner eines Brudies einander gleich sind, so 
hat dieser Brudi den Werth 1, oder: Das VerhaUmss 0weier gleichen 
Zahlen eu einander ist gleich 1. Jede Zahl geht in sieh s^st ein- 
mal auf. 

Mit 1 radiciren ändert nichts, und: Jede ZaJil kann als eine 
Wursel vom Exponent 1 angesehen werden, als deren Badieaml sie 

sefbst fwnffirt. Das Zeichen }^ wird deshalb gleichfalls äusserst selten 
gehraucht, und mit dem Umstand, dass man den Wurzelexponent 1 
sogleich mitsammt dem zugehörigen Wurzelzeichen weglassen darf, 
hangt der Beweggrund zu der in § 33. getrofifonen Uebereinknnft be- 
sQl^ch der Weglassung des Wurzelexponenten 2 zusammen. 

Ein Logari^mus, dessen Basis und Numerus einander gleich sind, 
halt die Einheit eum Werthe, Jede Zahl in Besug auf sieh sdbst Ugor 
riShmirt, gibt 1. 

Jede nochsovielte Wurzel aus der Zahl 1 ist ebenfalls gleich 1, 
oder: Wenn die Einheit radicirt tvird, bleibt sie unverändert. 

Jede Zahl kann als Logarithmus von 1 In Bezug auf die Basis 1 

angesehen werden, oder: log 1 ist eine unbestimmte Zahl; der Aus- 
ärwh Üg 1 ist ein unendlieh viddeutiger; und zwar kann ihm jeder 



(55) 




1, 
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mögliciu' Worth beigele^ werden, we«halh sich denn auch statt des 
Gleichheitszeichens hier eigenÜich das der Unierüidnung empleldeu 

würde, und ganz genan zu sehreiben wäre: a *4 (log l), [Veigleiehe 
Einleitung Nr. 19. nnd 20.]. Wegen dieses exceptionellen Ghamktos 
des genannten Ausdrucks soll derselbe nun im folgenden stets ausge- 
schlossen sein^ wie man denn überhaupt nicht in Bezug auf die Basis 
1 zu logarithmiren pflegt 

Auch auf eine solche Ausnahme wQrde man übrigens nicht TerfaUen md« 
wenn nicht dorch die Znlassimg der Eins zu den Zahlen nnd die Einfohrnng der« 
selben als Multiplicator, Potenzexponent etc. schon eine Erweiterung des unpribug' 
Uchen ZahlbegriffeB stattgefunden h&tte. — 

§ 49. Weitere drundeigensohaften. Probe einer direoten Operation 

dureh eine inverse. 

Es ist ohne Zweifel ein naheliegender Gedanke, die vier Trans- 
positioiisrogehi einmal uui" die sich von selbst verstehenden (idt-ü- 
tischen) Gleichungen: 

a h = a -\- b , 
a , b = a . b , 

anzuwenden, nämlich die Zahl b nach denselben von der rechten Seite 
auf die linke zu bringen. Auf diese Weise erhält man die Gleichungen: 

(a + 6) — b = a, 
a . b 



(Ö6) 



welche, wie fol^, als Sätze ausgesprochen werden können: 

Wr tm man von der Summe zweier ZcüUen das eine Glied absteM, 
so ei'hüU man das andre. 

Wenn ein Produd zweier Zahlen durch den einen Factor getheiU 
wirdj so ergibt eich der andre Factor. 

Wenn man aus einer Potenz die sovielte Wursel aussieHU, ah ihr 
ExpmenJt angibt, so erhalt man die GrundeaM. 

Wenn man von' einer JPotene den Logarithmus nimmt in Bezug 
auf ihre eigene Grundgahl als LogarUhmenbasis, so erhaU man den 
Ficponenten. 

Der Beweis dieser Satse kann übrigens ~ nach der Bemerkung am ScUiom 
des vor vorigen Paragraphen — auch a posteriori hOohst einfach gefKhrt werden 
wie folgt: 
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Der Ausdruck (a -\- b) — b bedtnitet diigenige ZaU, welehe m b addirt 
a-\-b liefert; eine derartige Zahl ist otfenbar a selber, und da es nur eine Zahl 
von dieser jBigenscbafk geben kann, so stellt jener Amdruck gerade diese letztere 
Zahl vor. 

Diejenige Zahl, welche mit b multipliGirt a . b gibt, welche also mit 

IQ beseiehnen wSre, ist offenbar a selbst, and so weiter. 

Auf die Gleichungen. (56) kommt man femer, wonn man sich die einfache 
Aufgabe stellt, zu ermitteln, welehe Zahl um b vermindert, durch b getheilt, etc. 
a geben wird. Nennt man x die gesuchte Zahl, so hat man resp. • 

(57) x^bm^Ut oder x:bs=»a, ^« = a, log x=sa 

and daraas nach den Transpositionsregeln beziehungsweise: 
(68) x = a-f&f X'^a.b, x — a^, = 

woraus denn durch Einaotznng von in die vorhergehende Gleichung in der That 

die Gleichungen (50) erhalten werden. 

Mit den Formeln (54) können auch die Formeln (Ö6) nun zu- 
sammengefasst werden zu dem Satze: 

EntgegengeseMe OperaMonen, als da sind: 

Addition und Snbtractiony 

Multiplication und Dindon, 

Potenziren und Radiciren, 

Exponenziren und Logarithmiren, 
mit der tUiuilicJicu Zahl in^irgetul eitler Ordnung hintcreinamkr aus- 
geführt, heben sich auf. 

Mau wird iiänilich in der Tliat sogleich bemerken, dass in den 
Gleichungen (50) linker Hand die nämlichen Operationen ausgel'ührt 
sind, wie in den eiitsj)reclu'n(len Gleichungen ^54), nur in umgekehrter 
Folge; z. B. in der ersten Gleichung (54) ist angedeutet, dass die Zahl 
h erst subtrahirt und alsdann addirt, in der (56) hingegen^ dass sie 
erst addirt und dann wieder subtrahirt werde , etc. 

Die Gleichungen (50) lehren endlich noeh, aufweiche Weise eine 
directe Operation mittelst einer inversen geprüft werden kann. Es 
kann darnach die Frobe einer Addition gemacht werden, indem man 
den einen Summanden you der Summe abzieht und zusieht, ob wirk- 
lich der andre Summand heräoekommt, die Probe einer Multiplication, 
indem man das P^oduct durch den einen Factor dividirt, und so weiter. 

Beilftofig gesagt rechtfertigen die Formeln (56) einigermassen aach den 
Namen „uiegnehiMnäA Beohunngsarten", mit welchem di« inyersen Operationen 

bisweilen bezeichnet werden im Gegensatz zu den „scftwudew" oder directen 
Operationen. Sie zeigen nämlich , dass eine Sulttraction ausgeführt wird durch 
Wegnehmen eines Gliedes, eine Multi])lication durch Wegnelmicn oines Factors, 
liadicireu ist Wegnahme eines Poten/.exponenteu , Logarithnüreu einer Potenz- 
. basis. Ganz zutreffend erscheint übrigens jene Bezeichnung nicht, indem nach 
den Gleichungen (54) die Addition auch ihrerseite den Wegfatt eines Sabtnhenden» 
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die Mulüplicaiion das Wegfallen eines Neuners etc. bewirken kann. Der ganze 
Unterschied besteht eigentUoh nur darin, daee nach den in §§ 6., 90. imd 27. 
Aber Ungleichheit aalj^eeteUten SfttMn der Werth einer Zahl einen Zuwachs er- 
hilt, wenn eine directe Operation an ihr ausgeführt wird, dageg«i don^ eine 
inyerse Operation verkleinert wird — auch dieses jedoch nur im allgemeinen and 
80 lange man sich anf das Qebiet der natürlichen Zahlen beschränkt. 

9 48. Andere Anffassimg des TraaqpoaitionsTerlUireiis. 

Nach den Ergebnissen des vorigen Paragrai)bej) kann man das 
UiuQberschaffen oder Transponiren eines Gliedes, Factors, Exponen- 
ten etc. auch noch, durch eine andere Schlussfolgerung bewerkstel- 
ligen, ohne der im Grunde doch rein äusserliclion Vorschrift der 
Transpositionsregeln zu bedürfen. Wie schon in der Jlinleitung er- 
wähnt wurde, gilt nämlich das Princip, welches in dem Begriff der 
Gleichheit b^rfindet ist, dass gleiche Bechnnngsoperationen, mit glei- 
chen Zahlen vorgenommen, anch gleiche Resultate liefern müssen, wo- 
nach also man insbesondere die Sätze hat: 

Gleiches zu gleichem addirt gibt gleiches. 
Gleiches von gleichem suhtrahirt gibt gleiches. 
Gleiches mit glriclwtn multiplicirt gibt gleiches. 
Gleiches durch gleiches (lividirt gibt gleiches. 
Gleiches auf dieselbe Votens erhoben gibt gleiehes. 
Gleiches mit glcictiem ex^mmmrt, rcuiicirt, logarithmirt liefert 
gkiciies. 

Hat man nun s. B. die Gleichung: 

nach X aufzulösen, will man also das Glied b auf die andre Seite 
bringen, so kann man dies nun auch erreichen durch beiderseitige 
Subtraction von b, d. h. indem man die Gleichung: 

von der vorigen abzieht. Auf diese Weise ergibt sich zunächst: 

(a5 + 6) — 6 = a — 6, 
oder weil entgegengesetzte Operationen sich zerstören: 

x<^ a — h, 

wie zu zeigen war. Das Hinfiberschaffen eines Gliedes auf die andre 
Seite des Gleichheitszeichens ist demnach im Grunde einerlei mit einer 
Subtraction dieses Gliedes yon beiden Seiten der Gleichung. 

Ebenso ist das IVansponiren eines Factors äquivalent mit einer 
Division der ganzen Gleichung durch diesen Factor; denn aus . 6 = a 
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ergibt sich durch Division mit h^h zuerst: ^^ma — ^ und dann 

iu der That: a; = ? • 

0 

Daa Hinüberschaffeji eines Potenzexponenten oder einer Potenz- 
baais kann femer durch ßadieiren, beziehungsweise Logarithmiren der 
Gleichung bewerkstelligt werden. • 

Umgekehrt kann das Transponiren eines Subtrahenden^ eines 
Nenners, eines Wurzelexponenten, einer Logarithmenbasis beziehungs- 
weise durch Addition, Multiplication, Potenziren und Exponenziren 
der Gleichung mit dieser Zahl bewirkt werden. — 

§ a. I«etzte Grundeigenschaft. Probe einer mversen Operation 

durch eine inverse. 

Bringt man noch in den Formeln (54) die Zahlen (a — h), | ; 

j a und l<»g''/, indem man die.sc AusdrCuke als eiiifuclie Operations- 
«rlieder behandelt, nach den '^Pranspositionsregeln auf die rechte Seite^ so 
crf^ibt sich ein weiteres System von Gleichungen , welche interessante 
Eigenschaften der inversen Operationen ausdrücken, nämlich: 

6 «» a — (a — h), 



(59) 



b 

a 



h ^ log a f 

0— -/ a , 



Diese können leicht in Worten ausgesprochen werden, z. B.: 

Suhtrahirt man eine Differenz wm ihrem Minuenden^ so hhiht der 
Subtrahend übrig, Bivhlirt man mit e^nem Bruch in den Zähler des- 
selben, so ergibt sich der Nenner etc. Man ersieht auch aus diesen 
Gleichungen > wie eine inverse Bechnungsoperation durch eine eben- 
solche geprüft werden kann. 

Auf Grund derselben kann endlich wieder das Transponiren eines 
Minuenden, Dividenden, Badicanden und Logarithmanden, welches wir 
in § 35. besprochen hahen, in einer neuen Weise vollzogen werden. 
Will man nl^ich die Gleichungen (52): 

etwa nach x auflösen, mithin das Operationsglied a von x trennen, 
so genügt es, die erste Gleichung von der a = a zu subtrahiren, die 
zweite in dieselbe Gleichung a^a zu dividiren etc., kurz, die nach- 
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folgend angedeuteten Operationen mit den gegebenen Gleichungen 
vorzuuebmen: 

X 

. X 

a — (a — X) = a — o, a : - ^ a -.hj log a = log a , y a = }' a. 

Nach (59) wird mau hiemit sofort die gesuchte Auflösaug (Ö3) er« 
halten, nämlich resp.: 

X = a — hf X ~, X = log a, ' — y^. 

Abennalfl kann man zu der Entdeckung der Gleichungen (50) dadurtli 
langen, dass man sich eine einlache Frage vorlogt, die Frage nämlich, wel(L< 
Zahl wohl vou a subtrahirt, in a dividirt etc. das Resultat h liefern wird. Nennt 
man x die gestu-htc Zahl, bo ergehen sich aus den Gleichungen (52), wie in j .'iti 
gezeigt wurde, durch Auflösung die Werthe (53) und die Einsetzung der letzkren 
in jene ersteren bildet in der Tbat wieder eine angezwungene tlerleitong der 
Belationen (59). — 

§ 45. Anwendung auf das Vereinfachen der Gleichungen. 

Iii einem sehr verbreiteten Falle wird man übrigens die Traus- 
pösition jetzt sparen kdunen, indem sich zu dem Ergebniss derselbeu 
am allerbeqaemsten ganz direct gelangen lasst. Ich meine den Fall, 
wo die beiden Seiten einer Gleichung Ansdrficke Yon deiselben Katar, 
Ton einerlei Art sind. Alsdann nämlich lasst oft der folgende Sati 
sich mit Yortheil anwenden: 

üeherdnsHfimenäe OperaHoMgUeäer wm beiden Seikn einer 6ki' 
chumj heben sich fort; man kann dieselben „streichen". 

Weiiii in der Tliat z. H. (ileichunjjjen vorliegen, wie diese: 

a b = a b , a — b = a — b , b — a^b — a, 

etc., so wird man aus einer jeden von ihnen sofort den Schluss zieh^: 

a «= a', 

indem man sie nnr durch die passende Operation mit der Gleichung 

5 a= J verknüpft denkt und dabei des Satzes von der Hebung ent- 
gegengesetzter Operationen eingedenk ist. In solclieni Falle wird 
man weder in Wirklichkeit noch auch in Ciedanken sich damit plageu, 
das übereiiistinimendc 0})erati()nsglit'd welches ja auch von höchst 
complicirtem Ausdrucke sein kann, überhaupt zu transpcjnireii, ^ewisser- 
massen als einen Ballast mit über das Gleichheitszeichen hmüberzu- 
schleppeu. 

Die Anwendung des vorstehenden Satzes nennt man das Vcmn- 
favhen der betreffenden Gleichung, auch wohl ein Kürzen derselben, 
und kann man dann das umgekehrte, oder die beiderseitige Einführung 
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übereinstimmender Operationsglieder dadurch, dass man die beiden 
Seiten der Gleichung durch einerlei Rechnungsoperationen mit der 
nämlichen Zahl verknüpft, auch ein Envcitem der Gleichung nennen. 
Das letztere ist ebenso gestattet, wenngleich seltener vortheilhaft, und 
bildet nur eine Anwendung des im § 42. angezogenen Grundsatzes 
(Einleitung Nr. 18.). 

Es verstellt sich, dass man je nach dem Charakter, welchen man 
dem in Rede stehenden Operationsglied zuschreibt, aus dem obigen 
allgemeinen Satze zwölf andere, besondere Sätze herauslesen kann. — 

II. Behandlung des Inversionsproblems für vieldeutige Operationen. 

9 46. Die nichtcommutative Multiplication als Operationstypus. 

Um die Wiederholungen zu vermeiden, welche daraus hervor- 
gehen, dass auf eine jede der vier invcrsen oder der drei directen 
Operationen stets die gleichen LJetraciitungen anwendbar werden, will 
ich nur die Multiplication • — als Typus irgend einer directen Opera- 
tion — fortan ins Auge fassen. Es wird dies im Gefolge haben, dass 
wir von den specifischen Gesetzen dieser Operation, welche den übrigen 
Operationen nicht auch gemeinsam wären, hier keinen Gebrauch machen 
dürfen. Namentlich also werden wir uns auch der Anwendung des 
Commutationsgesetzes (welches ja den Operationen dritter Stufe nicht 
mehr zukommt) vollständig zu enthalten haben; und am besten wird 
man sich vor dieser Anwendung hüten und sich das Verbot derselben 
im Bewusstseiu lebendig erhalten, indem man vorderhand annimmt, 
dass die Multiplication geradezu eine nicht -rommitfafive Operation sei. 

Ein solcher Fall tritt in der That genau genommen I>ei der gemeinen Mul- 
tiplication schon ein, ßobald* man mit beuanuten Zahlen rechnet (cf. Bd. 2.). Ganz 
besonders aber gewinnt die Untersuchung auch noch dadurch an Interesse, dass 
wir später der Multiplication analoge Operationen an höheren (hypercoraplexen) 
Zahlen kennen lernen wordi n, welche wohl associativ, nicht aber commutativ sind. 

Sobald nun die Multiplication nicht commutativ ist, wird man 
dieselbe auf zwei verschiedene Arten ausgeführt denken können. Man 
wird jetzt bei jeder Multiplicationsaufgabe die active Zahl (mit welcher 
multiplicirt werden soll) entweder vor oder hinter die passive Zahl 
{welche multiplicirt werden soll) zu setzen haben, ohne dass jedoch 
zwischen diesen beiden nun durchaus verschiedenen Füllen etwa die 
Wahl frei stünde. Aehnlich wie bei der Elevation das Potenziren und 
das Exponenziren oder bei der Subtraction das „um etwas vermindern*' 
und das „von etwas abziehen^', wird demgemäss hier das Yormultipli' 
cirm und das Nachmidfipliciren zu unterscheiden sein, nämlich: 
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Bei der Bildung des Productes hc soll gesagt werden, dass b mit 
c mch- uud e mit h tw-multiplicirt werde. 

Desgleichen hat man also — ohne dtis Commutatioiisgesetz — 
den ersten und den zweiten Factor (als Multiplicaud uud Multiplicator) 
stets sorgfältig zu unterscheiden. 

Endlich wird es zu dieser Operation nun zweierlei inverse Opera- 
tionen geben ; je nachdem der Multiplicand oder der MulUpUcfttor ak 
Unbekannte berechnet werden soll. 

Die eine dieser Urakehrongen nennen wir Theilen, ihr Ergebniss 
einen Bruch und bedienen uns i'Or dieselbe des Bruchstriches. Fflr 
die andre nehmen wir die Namen: Messwng^ VerhäUniss und das 
DoppdptmMgeichen in Ansprach. Wenngleich daher die beiden Zeichen: 
Doppelpunkt nnd Brachstrich jetzt auch nicht mehr Terwechselt weiden 
dQrfen, so mögen doch die Wdrter: ^^Division'' and ,,Qaotlent^' noch 
als gemeinsame Namen für beiderlei Operationen and deren Ergebnisse 
beibehalten werden. 

Sind zunächst alle drei Rechnungsarten cinikutig , so finden sich 
demnach diese beiderlei inversen Operationen defiuirt durch die Festr 
Setzung: 



Wenn 



X . e 



ist; so werde 



Wenn 

(60)« l.x^a 
ist, so werde 

(60) ^ iß^aih 

geschrieben (gesprochen: a 0u l) 
and Xj a, h resp. Verhältniss, An- 

tecedent, Consequent genannt. 

Damach wird also: 

ein MtilHpUecmd irampomrt (üs 
Consequent, 

und umgekehrt. 

Sollen nun die hiemit eingeführten feineren Unterscheidungen 
aach auf die übrigen Resultate des vorigen Abschnittes übertragen 
werden^ so mass mit der begonnenen Recapitulation noch weiter fort- 
gefahren wevden. 

Es bestehen jetzt die fundamentalen Gleichongen:. 

(61) ' h{a:b)^a 

(62) (6 a) : & c 
welche lehren, dass 



geschriebeu (gesprochen: a durck 
b) und X, a, c resp. Brach, Z&hr 
1er, Nenner genannt. 

ein MüläpUeator transpemii (äs 
Nenner, 



a 



c 



ae 
c 
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Messimg und VormuUipUcirm | Theütmg unä NadmuU^^Ueirm 
entgegengesetzte Operationen sind; mau merke insbesondre: 

Ein Bruch mit seinem Nen« 
ner nachmnliiplicirt gibt den 

Zähler. 

Theilung hebt den leteten 
Factor. 



IHn Yerhältniss mit seinem 
Conseqnenten vormultiplicirti gibt 
den Antecedenten. 

Messung hebt den ersten 



Jene Gleichungen zeigen zugleich, wie die Probe inverser Ope- 
rationen durch directe zu machen. Dagegen zeigen die folgenden 
Kelationen: 

(63) I «••r-"' 

dass ausserdem die Probe einer Messung nnr durch Theilung, die 
Probe einer Theilnng nur noch durch Messung gemacht weiden kann 
(nicht aber durch die ihr gleichartige Operation selber). 

Die letzteren wfirden sich auch in dem Ausspruch zusammenfassen 

lassen: dass die Operationen des Durchstchmessenlassens und die des 
DurcJisichtheilenlassens (oder Messung und Theilung als an dem activen 
Operationsglied zu vollziehende aufgefasst) einander „entgegengesetzte" 
Operationen sind, dass sie mit irgend einer Zahl an einer andern 
fortschreitend ausgeführt sich gegenseitig aufheben. Obwohl eine 
solche Zusammenfassung durch die Analogie mit (Gl) und (62) geboten 
erscheint, ist ihr doch der Sprachgebrauch — indem er bei der Divi- 
sion das erste Operationsglied stets als ein passives aufgefasst wissen 
will — eher hinderlich, und war es deshalb auch bei der früheren 
Zusammenfassung von (54) und (5G) in § 42. überflüssig, die derselben 
zu Grunde gelegene Auffassung der Operationen als mit der gleichen 
Zahl am passiven Operationsglied hintereinander auszuführende aus- 
drücklich zu erwähnen. 

Wesentlich ist es, hervorzuheben, dass nunmehr die Ausdrücke: 



(64) {a:h)h, {ah):h, a'.(aih) 



(7)' ' ' 



ca a 
c - 
c 



einer ähnlichen Reduction wie in dem vorigen Abschnitt {oder wie die 
Ausdrücke in den vorhergehenden Sätzen) durchaus nickt fähig sind. 
Die Gleichungen: 

(65)a xih^c I ^=6 

geben nach x aufgelost alle beide: 
(65)^ x^hc. 
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a? = — 

c 
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Um endlich die tileichungen: 

(66). l = b 

aufzal5sen, schreibt man erst: 

a^bXy resp. oajpe, 

uud folgert üchli^ssiich: 

(66) ^ x^aih 

woraus man entnehmen kann, dass ein Antecedent als Zähler (und 
umgekehrt) zu transponiren ist. — 

Die vorsteheiiden Sätze uml Gleiclumgen, denen wie gosai^^t die 
Voraussetzung der Eindeutigkeit sämmtlicher Operationen und Zahlen- 
ausdrücke noch 2u. Grunde liegt, umfassen in der That die wesent- 
lichen Ergebnisse für alle vier inversen Operationen, zu denen wir im 
vorigen Abschnitt gelangt sind. 

Aus ihnen ergeben sich z. B. die Gesetze der dritten Stufe, wenn 
man überall die Ausdrucke: 

(67) . hc, a:6, I 

resp. ersetzt durch: 

(67)^ b\ log«, ^S, 

desgl. natürlich alle diesen nachgebildeten Ausdrücke in die entp 
sprechenden verwandelt — und die nämliche Veränderung wird aneh 
bei allen noch folgenden Relationen angebracht werden können. 

Auch die Gesetze der ersten Stufe lassen aus den hier zu betrach- 
tenden sich abschreiben, indem man mal durch plus und die beiden 
Divisionszeichen ohne Unterschied durch nuiius ersetzt. Indessen wird 
sich keine Veranlassung zu einer deiurtigen (lebertragunf^ bieten, da 
man nie besondere Gründe ii;ehal)t liat, von der (jomniuiaiivitilt der 
Addition und von der Eindeutigkeit der Operationen erster Stufe ab- 
zugehen. 

Ich gehe jetzt dazu über, zu untersuchen, welche Modiiicationeu 
an dem vorangegangenen anzubringen sind, wenn die eine der einander 
entgegengesetzten Operationen oder wenn alle beide vieldeutig werden, 
sowie auch, wenn einige der in unsern Relationen vorkommenden 
Bnchstabenausdrücke nicht eindeutig bestimmte Zahlen, sondern selbst 
vieldeutige Ausdrücke vorstellen. 

Zu dem End^ wird es jedoch angemessen sein, die Verknüpfung 
ein- oder vieldeutiger Ausdrücke (sowie der zwischen solchen zulassi- 
gen Plropodtionen) vermittelst ein- oder vieldeutiger Operationen erst 
im allgemeinen näher in's Auge zu fassen. 
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§ 47. Die Operattonsn mit ▼ieldentlgen Ausdrueken überhaupt^ 

Unter den hicinm Buchstaben a, h, ... «, ß, y, ... «i, Z^i, Cj, ... 
» /^i Vm •■• ^^^^ lateinisclien oder griechischen Alphabets wollen 
wir uns wie bisher nur cimkutig hcsÜmmtc Zahlen (irgend eines Zahlen- 
systems) vorstellen, aus denen erst durch ihre operative Verknüpfung 
vieldeutige Ausdrücke hervorgehen können. . 

Dagegen sollen die grossen Bnchstaben dieser Alphabete von vorn- 
herein collective oder vieldeutige Ausdrücke reprasentiren und z. 6. 
die ersten derselben folgende Werthe umfassen: 

^ggj [A = {a, a,,<i2> ...}, -0= {by h^y\y . . .}, c,, <?2, . ..}, 

wobei die Anzahl dieser Werthe nach Belieben als begrenzt oder als 
unbegrenzt angenommen werden mag. 

Wenn nun durch djis einfache Nebeneinanderstellen zweier Zahl- 
zeichen irgend eine Art von operativer Verknüpfung zwischen den- 
selben ausgedrückt wird, so frägt es sich ziiuiichst, was unter den 
Ausdrücken verstanden werden solle, die wie Jir, hC, J>(\ ... durch 
Verknüpfung eines vieldeutigen Ausdruckes mit einem eindeutigen oder 
wieder mit einem vieldeutigen Ausdrucke gebildet werden können. 

Wird überhaupt mit einem vieldeutigen Ausdruek eine weitere 
(ein« oder vieldeutige) Operation vorgenommen, so hat man sich — um 
den das Operationsei^elmiss vorstellenden Ausdruck richtig zu ver- 
stehen — an Stelle jenes ersteren Ausdrucks jeden einzelnen Special- 

wt-rth desselben eingesetzt zu denken. Dadurch ent.steht eine ganze 
lit.'ihe von besonderen (eventuell selbst noch vieldeutigen) Aiisdriickt ii^ 
und bedeutet nun der gedachte ziisaniniengesetzte Ausdruck (He ganze 
Gattung der Wcrihc, welche die besonderen Ausdrücke anzunehmen 
im Stande sind, üdit andern Worten haben wir die 

DefimUo». Unter dem Erg^bmss der operaHven Verhiüpfimg eines 
loiddevltigen Ausdruckes mi^ irgend einem andern scU verstanden werden 
die Gesammtheit der Ansdrüd^, welche sieh durd^ Verhnüx^fumj jedes 
eifudnen Werthes jenes ersteren Ausdmdces mit dem leUderen vermitielst 
eben diese)- Operation ergeben. 

Darnach ist z. B.: 



(69) JÖc « {6c, 6iC, öjC, ...}, 

(70) hC^{bc, hc^f hc^, ...), 
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(71) 



BC^ {hC, h,C, h,C, ...} 

e= {Br^ 7)6',, Bc^f . . . } 
Oc, bc^ , />r.,, , . . 
h^c, tjC,, ... 



die Bedeutnng, welche den Prodncten eindeutiger nnd vieldeutiger Aus- 
drücke beizulegen ist, gleichviel ob die zu verknüpfende Operation 
(MultipHcation) selbst eine eindeutige oder eine vieldeutige ist. Im 
letzteren Falle, wo jedes der Producte hc, hc^^ ... selbst mehrerer 
Werthe fähig, also selbst ein vieldeutiger Ausdruck ist, umfasst das 
Zeichen B C eben sümmtliche Werthe dieses letzteren, KämlicL 
weuu z. Ii. 

sowie för jedes Ä; oder h: 

{^kfit ^h,o> ^loy • • • } ^ = {«o,Jt> «i,** • • • }» 
(72) •••} 
ist, so wird BC die Werthe umfassen: 



(73) £6'= 



*0.0» *OiO' **0,0> ^0,1» *0,1' "o'll ^0^» **0,8> *0,8> 



«1.0 > «1.0» «1,0» «M» «1,1» «1.1» «i,«» «i.f «1,1» 



«8,0» «2,0» «8,0» «8,1» «8,1» «2,1» «8,8» «8,8» «2,8 > 



wie sich dies in der That durch Einsetzung der Werthgruppen (72| 
in die Zusammenstellung (71) ergibt. Die Einschliessu ng jener Werth- 
griij)pen mittelst Klammern ist bei derarti<^en Substitutionen stets un- 
nöthig, da ein vieldeutiger Ausdruck alle Wertlie, deren er selbst oder 
ein ihm untergeordneter Ausdruck fähig ist, oline Unterschied umfasst. 
da mit andern Worten nach dem in Einleitung No. 20. ausgesprocheiieu 
Fundameutalsatze (A), wenn einem vieldeutigen Ausdrucke andere 
andi noch vieldeutige Ausdrücke als particuiare oder ^^Unterausdrücke'' 
subordinirt sind, alle Werthe dieser letzteren zugleich auch Wertlie 
jenes ersteren Ausdruckes sein müssen. Dieselbe Bemerkung kommt 
auch schon in Betracht, wenn man den dritten der fdr das Prodoei 
BC angegebenen Ausdrücke (71) aus einem der beiden ersten unter 
.Berücksichtigung des Schema's (69) oder (70) ableiten will. 

Es ist überhaupt leicht einzusehen, dass die collective Zusammen- 
fassung einzelner Zahlenwerthe oder Ausdrücke zu einem umfassen- 
deren Ausdrucke [welclie wir immer dadurch andeuten, dass wir diese 
Unterausdrücke durch Kommata getrennt unter- oder nebeneinander 
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schreiben und sie daBn mit eiuer geschwangeneu Klammer umschlies- 
sen] für eich aUein betrachtet — ihrem Begriffe nach — genau die 
ESigenschaften der AddiÜon besitzt Auf die Itsihenfolge der zusammen- 
zufassenden Werthe oder Elemente kommt es dabei nicht an^ z. B. 
e» ist: 



u. 8. w., das ist: die Zusammenfassung ist commutativ; sie ist femer 
auch associativ, d. h. es ist: 



(75) { A, {B, C'} } = { £}, C } - {A, B, C} , 



u. s. w. Endlich auch steht sie zu jeder beliebif^en llechnuiigs- 
operation in ähnlicher Bezieliung, wie die Addition zu der iMultiplica- 
tion, nünilicli /V(/^ gleichviel oh ein- oder viL'lileu<i<;e C){H'ration an itxh'r 
mit) einem vieldeutigen Ausdrucke verthcilt sicli dem Disfrihufiois- 
<l('Sctze entsprechend auf die säninitlicheu eiiizeiueii Werthe oder 
Unierausdrücke des letstereu; es ist: 



(76) A {B, C) — {AB, AC) und {A, B}C^ {AC, BC}. — 



Nur iu einer Hinsicht freilich ist die coUertive Zusiiinmenlassung auch für 
sich alleiu betrachtet wesentlich andere als die Addition geeigeuschaftet; zum 
ITntenchied Ton der latsteren scblieMt sie nfttnlieh ein Vereinigen yon anter 
sieh gleichen Elementen ans, oder macht sie dasselbe, genauer gengt, onwirk- 
sau]. M. a. W.: SUmmm Werthe oder UnUfomäirüdte eines vidäetUigen Am- 
drueks tnUeinander iiberein, ao kümen eie schon durd^ einen eintigen wn ihnen 

vertreien werden; ee ist x. B. {il, B, J., — = {A, und geht fiberhanpt ein 

Ol + + - • • 4* * »-dentiger Ausdruck in einen m-deutigen über, sobald be- 
ziehungsweise a, , , ... a,„ seiner Werthe unter sich gleich werden. Diese 

Eigenschaft der coUectiven Zusamniensfassung" thut jetloch den vorstehend er- 
wähnten Gesetseui sowie auch den auf letztere zu bauenden SchlQssen keinen 
Kintrag. •) 



*) Ich darf an dieser Stelle ein Werk nicht unerwähnt lassen, das kurz vor- 
dem erschienen, mir zu Gesicht kam, als ich tjerade du» Manuscript zum gegen- 
wärtigen Druckbogen dem Verleger einziiseinlt ii mich anschickte. Wenn ich 
auch demselben nichts entlehne, so finde ich darin 'allerdings in total verschie- 
dener Form und ueben vielem andern) ^loch einen Tbeil der Ueberzeugungen 
ausgesprochen, die ich mir selbst gebildet hatte. Ich meine „Die Formenlehre 
oder Mathonatik von Robert Grassmann, Stettin 1872'S ein Werk, das nach 
des Autors Angabe unter Mitwirkung von dessen Bruder Hermann, dem be- 
kaiUiten Verfasser der „Ausdehnungslehre*' (dessen Lehrbach der Arithmetik hier 
sehen mehrfach citirt wurde) zu Stande gekommen ist. 

Der Verfasser des gedachten Werkes bedient ^ich in dem die Logik behan- 
delnden Theile desselben fiir ilie co/lective Zuf<awmi')ifttssung des Zeichens und 
fasBt dieselbe geradezu als eine Adilition auf man könnte sagtMi eine „logisehe" 
Addition — die dann ausser den Eigenschaften der gewöhnlichen (uumerischen) 
BehrSdar, Lehrbnob d. Arithm. n. Algebi». I. 10 



1 
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Da nun eben dieee GmndgeeetBe im «weiten Kapitel sehon nach 
allen Seiten einer eingehenden Untersuchung unterzogen worden sind, 
so ist es unnöthii(, über ihre Verträglichkeit miteinander, ihre Her- 
leitung aus den einfachsten Grundanschauungen, ihre gr<)sstniögliclie 
Verallgemeinerung u. s. \v. hier weitere Worte zu verlieren. Nur den 
einen Satz (71), der dem vollen distributiven Principe entspricht, will 
ich noch ausdrücklich in Worten aussprechen: nach deniselbeu ist 
unter dem Froäuct zweier vkldeutif/en Ausdrucke der Inbegriff' aller der 
FroducU SU denken ^ tvehhe sich durch MuUiplicaUcn von jedem Werih 
des einen Ausdrucks mit jedetn WerÜi des andern ergehen. 



Addition auch noch die lirundcigcnpchaft: a a = a Iteöitzt. In ilhnliclier Wei^e 
werden liherhanpt vier Arten von Addition in Verbindung mit solchen der Mul- 
tiplication (nämlich auf den Gebieteo der Logik, der Arithmetik, der CombiDatorü; 
und der AnBdebnangilehre) nnteraduedeD. ~ Es bedarf keiner firl&nterang, da« 
da, wo die Gebiete der Logik und der Arithmetik eiob gegenseitig dnrehdringes 
(wie in meinem gegenwärtigen Lehrbucli), wo mit der ersteren in der letzteren 
operirt wird, eine dergestalt übereinstimmende Bezeichnung nicht durchführbar 
sein würde, und dase auch die Anwondun;^' dcv UnjTleirhheitszpiclicn, mittelst wel 
eher R. (JraHsniaiin (das B<'diirl"ni>'s anerkennend) die Subäumtion oder »tjfl" 
Ordnung"' ausdrückt, mehr als bedenklich erscheinen müsste. 

Immerhin halte ich die bei solch' übereinstimmender Bezeichnung am schärf- 
sUm hervortretende Analogie dieser verschiedenen Geistesoperationen fax sehr 
bcachtenswerth. 

Durch die eingehende Behandlung, welche der Autor den verneinenden Ur- 
theilen, deren Conversion u. 8. w. und darnach den S}'Iloo:ismen widmet, findet 
ßicli voUhtiuuiig und im Detail eine Idee diirchj?efiihrt , die icli Einleitung pag. 
kurz angedeutet habe. JNur eines Zeichena, das der Correlation oder einfachen 
Werthgemeinsohaft entsprKche, nnd das, wie aas gegenwärtigem Lehrbach sn 
ersehen, doch wohl snm ganzen gehört, bedient aoh der Autor nicht; ' er behilft 
sich fOr die In diese Besiehnng eintretenden von ihm sogenannten „Schneide- 
begriffe" mit einem Factor x. 

fiesonders interessant und nen war mir, im Gegeusats hie£a, die Rolle, welche 
auf dem Gebiet der Logik der MidiHt^iealticn vom Autor sugewieseu wird. Wilh- 

rend als die Summe zweier Begriffe die Gesammtheit der Indiriduen hingestellt 
wird, die zu dem einen oder zu dem andern jener Begriffe fjehörcn, gilt als das 
Product derselben ein solcher Begritl', der die Merkmale der beiden in sich ver- 
einigt. Es wird also der dem Umfange nach stattfindenden eigentlich sogenannten 
Addition die dem Inhalte nach statttiudeude oder die Addition der Merkmale aid 
eine MultipUcation gegenübergestellt. Diese» Verfahren kann in der That nicht 
befremden, Wenn man bedenkt, dass ja die Gmndeigenschaften der Additum und 
di^ der Maltiplicalaon wesentlich dieselben sind, dass beide Operationeil nor anf 
dem Gebiet der gewöhnliche Arithmetik ein bereits feststehendes VerhftltoM sa 
einander haben und dasi man daher auf neuen Gebieten von vornherein zwischen 
beiderlei Auflassungs weisen die Wahl hat. — Es werden dann auf Grund obiger 
Definitionen eine Keihe interessanter Sätze über den Zusammenhang von Summen 



Digitized by Google 



II. Das InyernonBproblem ffir vieldeatige Operationen. 



147 



Nach (73) kann nun .die YerviL'lfältij^inij^ tler VVeillif, welche bei 

operativer Verknüpfung von Ausdrücken oft eiiitretcn wird, ebensowohl 

der Vieldeutigkeit der verknüpften Ausdrücke oder Oi>erationsglie(ler 

als auch derjenigen der verknüpfenden Operation selbst, oder endlich 

auch gleichzeitig allen beiden Umstanden ihren Ursprung verdanken. 

Zn der Annahme (72) ist es nöihig, noch eine Bemerkung binsuzuf&gen. Nach 
dem in der Einleitmig No. 19 pag. 27 gesagten raOsste, wenn etwa die Theilnng 

eine vieldeutigo Operation Ware, «. B. das Zeichen * verwendet werden, nra nur 

» iiie gewisse und zwur ir<j('iul wio noch völlig liostiimnte von dt iijcuij^on Zahlen zu 
I»e7.eichiieu, die mit c nac liinulti])lii irt <i gehen; danselhe niüssttf mit andern Worten 
(uDeiugekiainmert wie es ht) dafür re«ervirt bleiben, um einem unter allen jenen 
Zahlenwerfihen noch zu erwählenden Uauptwertbe als Name su dienen. Zur Be- 
zeichnung der ganzen Gattung dieser Zahlwerthe wäre dagegen der eingeklam- 



Um diese Vorschrift, welche sich rechtfertigt (hircli die ungleich grössere 
tiänligkeit, in der siiälerliin Fälle der ersten Art sich darhieten, werde ich jedoch 
niicli vorer.st noch nicht kiiniuirni. i>a ich vielmehr hei den formahm Unter- 
Bucliungeo dea gegenwärtigen baudes niemals VeranluHsung liabe, bei einem viel- 
deutigen Ausdruck einen gewissen Specialwerth vor den tibrigen auszuzeichnen^ 
werde ich hier sdion jederzeit unter dem uneingeklammerten Ausdrucke die ganze 
Qaitung. der laut Definition zulässigen Werthe verstehen. Hievon ist oben bei 
(72) für den Fall, wo auch die multiplicative Verknüpfung bc zweier Zahlen eine 
vieldeutige Uperation ist, sclion stillschweigend (Jehrauch gemacht wurden, und 
es wird uns in dergleichen Filllen sogar im (Jegentheil manchmal heiiuem erschei- 
nen , die Specialwerthe eines vieldentii,'i'ii < »p(?rationsergel»nis8es durch Einkhim- 
merung seines Ausdruckes (und Auhäugun^^ von Indicesj an/.nder.ten, z. U. also mit 



die Specialwerthe eines Productansdruckes bc resp. hACkt sobald derselbe viel- 
deuti£f ist, zu bezeichnen. 



. und Producten der Begriffe in Formeln aufgestellt, und manche Fehler der gewöhn- 
lichen Logikbflcher aufgedeckt. 

Uebrigens macht Herr 11. Grassraann den VerBuch, die ganze Terminologie 
der exacten Disciplinen von Grund aus umzugestalten und namentlich alle termini 
technici zu verdeutschen (V). Ho ersetzt er — um nur einiire von den unschäd- 
lichsten Aenderuugeu zu erwähnen — die Wörter: Einheit^ »Summe, Glieder, Ad- 
diren, Minnend, Subtrahend, Factor ^ Product, MvUiplieiren, Potenz, Wurzel ... 
beziehungsweise duroh: Stift, Gesamt, Stücke, Fügen, Yorrath, Abzug, Fach, Zeug, 
TTe&efs, Hohe, Tiefe n. s. w. In Anbetracht^ dass Süt das wissenschaftliche Znsam- 
menarbeiten der verschiedenen Culturvölker eine üebereinstimmung der aus einer 
todten Sprache zu entnehmenden Kunstausdrücke wesentlich ist, und dass mithin 
die Annahme der Gr assm an n'schen Vorschläge einfach die Iguorirung oder gänz- 
liche Verkennung der deutschen Wissenschaft im Auslände nach «sich /'.it heu würde, 
muss ich eine derartige Tendenz iil)erhau])t missbilligen, namentUch aber deren 
(1. c.) vorliegende Uebertreibung im lutereäse der genialen von den Verfiusem in 
die Welt gesetzten Ctodanken lebhaft beklagen. ~ 



merte Ausdruck 




(^c)o, {bc)i, ... {bc) 



resp. (bh Ck), {bkCk)\ {bh vk )", . . . 



10* 
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§ 48. DisouBSion der swiaohen Urnen mS^liohen BeBiehungen der 

Werthgemeinsohaft. 

Fragen wir uns nun zunächst, in wie vielerlei logisolien Beziehun- 
gen die vieldeutigen Ausdrücke (Ü8) unter einander und zu eindeutigeu 
Zahlzeichen stehen köuneu, so werden wir die eine blosse Negation 
ausdrückenden Beziehungen der Ungleichheit, Nichtunterordnung u. s.w. 
zunäclist ausser Acht lassen dürfen, weil die darao sich knüpfenden 
Schlussfolgemngen zu inhaltsarm erscheinen. 

Dasselbe gilt in noch höherem Grade yon der Beziehung der 
Ooordination, die ja, wie schon angedeutet^ au sich betrachtet niebts- 
sagend ist und überhaupt unter den Beziehungen künftig eine ahn- 

hche Kolle spielen wird wie die Null unter den Zahlen, d. h. uns 
vorzugsweise dazu dienen wird, um den Ausfall oder Mangel einer 
anderweitigen Beziehung auszudrücken, die Stelle zu markiren, au der 
sie unter Uuistündeu sich einstellen kann. 

Von Belang sind nur die Fälle von Beziehungen, welche das 
Vorhandensein einer Wcrthgcmchisduiß in sich schliessen, nämlich 
aussagen, dass die beiderseitigen Ausdrücke in einzelnen Werthen mit 
einander übereinstimmen. 

Als Zeichen für alle denkbaren Falle derartiger Beziehungen sind 
in der Einleitung No. 20 die folgenden vier eingeführt worden: 

(77) 

▼on welchen nach den ursprünglich für sie gegebenen Definitionen dss 
erste auch in jedes der drei folgenden , sowie die drei ersten in das 
letzte ausarten oder degeneriren können. 

Beiläulig mahnt dieser Unistand (dass einige von den Beziehuugs- 
zeiclien auch in andere übergehen können) beim Operiren, mit viel- 
deutigen Ausdrücken von vornherein zu einer gewissen Vorsicht, da- 
mit die Tragweite einer als ein Endergebniss aufgefundenen Beziehung 
nicht überschätzt werde. Wenn sich durch irgend eine Betrachtung 
ein Ausdruck A einem andern B als correlativ, übergeordnet, oder 
untergeordnet herausgestellt, z. ^. A =^ B erwiesen hat, so wird zwar 
diese Behauptung A ^ B niemals eine „falsche'' genannt werden 
dürfen. Gleichwohl bleibt noch die Möglichkeit offen, dass sie den 
Vorwurf der Unyolls^digkeit verdient. Die Behauptung kann sebr 
wohl noch nickt weit ffenug gehen, und häufig gibt in der That eine 
fernere Ueberlegung kund, dass z. B. zwischen den beiderseitigen Aus- 
drücken sogar Ydllige Gleichheit herrscht. Man wird daher bei jeder 
zwischen (vieldeutigen) Ausdrücken aufgefundenen Proposition, deren 
Beziehungszeichen — zunächst provisorisch — eines der drei ersten: 
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^ oder =^ ist, erst nachzusehen haben ^ ob dieses BesiehungS' 
zeichen auch ein endgültiges, definitives bleibt 

Mit Backsicbtnahme auf Ein- oder Vieldentigkeit der durch jene 
Zeichen (77) zu verknüpfenden Ausdrficke, d. h. also, wenn man den 
Fall, wo der in eine Beziehung eingehende Ausdruck eindeutig ist, 
unterscheidet von demjenigen; wo derselbe vieldeutig ist, zeigt sich 
nun leicht, dass überhaupt nur folgende (sechs) Fälle zulässig sind. 

1^) Zwei eindeutige Zahlzeichen a und u können nur einander 
gleich sein; auf die Gleichheit muss jede Art von Werthgemeiuschaft 
zwischen denselben zurückkommen, d. Ii. es wird nur der Fall; 

(78) , a«« 
sich zur Betrachtung darbieten. 

2^) Zwischen einem eindeutigen Ausdruck a und einem vieldeu- 
tigen A kann nur Unterordnung in der Weise stattfinden, dass: . 

(79) ' • 

ist; hieniut" niuss jede Art von Werthübereiustinimung z\vi?5( lieii bei- 
derlei Ausdiik ken hinauslaufen. Ein eindeutiger Ausdruck kann aber 
einem vieldeutigen überhaupt nur untergeordnet sein, indem er einen 
W.erth desselben vorstellt; daher wird a im vorliegenden Falle gleich 
einem der Werthe cc, a^, cc^, ... sein müssen, und wird man z. 13. 
annehmen können, dass a » a eben diesen Werth bezeichne. 

Es kommt nicht selten vOr, dass ein Aasdruck nur pseudo- oder schein - 
vieldeutig ist, d. h. dass er zwar mehrere verschiedene Namen umfasst, die jedoch 

von einerlei Bedeutung oder gleichem Werthe sind. 

Ist z. B. die Multiplication eindeutig uud die Division vieUhMitig, so wird tlur 

vieldeutige Ausdruck welcher etwa die von einander verschiedenen Werihe 

fimfoasen mag: 

T-{(f)..(f)..(")3 •••} 

mit c nachmultiplicirt solch* einen soheinvieldeutigen Aasdroek smn ProducC 
geben; dendbe umfasst swar die ifamen: * 

T*-{(cV' (tV- ("),"• ••}• 

wobei jedoch ^laut Definition von {^^^e^{~~) c » . . . a und also auch 

•^c = a sein wird. Ein ähnlicher Fall liegt beißpielbweise auch auf der dritten 
c 

Opetationfstufe vor, wenn die n- deutige Wunel ^ auf die Foteni erhöben 
wird, u. ■. w. 

Iq solchen Fällen nun — und ausschliesslich in diesen — kann auch eine 
Beziehung von der Form: 



Digitized by Google 



150 Drittes Kapitel 

sogelaseen werden. Altdaiui aber muss 8elbstver»täncllich alles was iü)er die Zahl 
a ansjvosaf^t wprdiMi kann, iinch pfeifen von A, «1. h. Geltung haben, mit welchem 
der in <li ni A vereinigten Namen diese Zahl anrli lieiianut werden mag. Der Aus- 
druck A wird aUdann vollkommen wie ein eindeutiger zu betracliteu und zu 

behandeln sein. 

Aus dem soeben ^a'sagteii fliesst eine sehr wichtige Folgerung 
hinsichtlich der Uiizulässi^keit gewisser l*r;iinissen. Es geht daraus, 
wenn etwa die Multii)lic<itioii eine vieldeutige Operation ist, liervor, 
dasa man sicli die Aufgabe, eine Gleichung wie: 

5 . ^ 8 a oder a — x^e 

m 

nach X auf/ulöseii, iihcrliaupt iiiclit stellen kann, denn da nach uiiscni 
( 'onventionen linkerhand ein vieitleutiger Ausdruck, rechts aber eine 
eiudeutig bestimmte Zahl steht, so kann (ileichheit zwischen beideu 
von vornherein nicht stattHndeii; man kann vielmehr vernünftiger- 
weise die Zahl x nur so zu bestimmen suchen, dass a einen der Werthe 
des vieldeutigen Productes hx oder xc vorstellt. Dann aber sind die 
obigen Gleichungen, welche die Voraussetzungen oder Daten der Auf- 
gabe ausdrücken sollten, erst wie folgt zu berichtigen: 

hx ^ a resp. a =^ xc. 

Ebenso sind* bei Vieldeutigkeit der Divisionen künftig Annahmen 
wie: x^a:hf ^•=»■7 unzulässig, und entweder, woferne x eine 
eiudeutig bestimmbare Zahl vorstellen soll, zu ersetzen durch: x a:h 
resp. ~ [oder, wenn man will, auch: » (a:^)^, x^(^)f 
u. dergl.], oder aber, woferne dies nicht gefordert wird, zu ersetzen 
durch: X^aib, X^^j, wo dann links ebenfalls vieldeutige Aus- 
drücke stehen werden. — 

Was nun endlich die Hezieliungen betriHt, die zwischen zwei viel- 
deutigen Ausdrücken Ä und A bestehen können, so sind es nach Ein- 
leitung Nr. 20 folgende vier: 

3^) Es kann sein: * 

(81) 4(-)A, 

was der Fall ist, wenn auch nor ein Werth von A fibereinstimmt mit 
einem Werthe von A; es 'kann deshalb für diesen Fall als nngflnstigste 
Annahme stets die zu Grunde gelegt werden, dass beispielsweise nur 
a » « sei; dergleicheii Relationen können auch noch mehrere bestehen, 

wie »1 « «1, a.,=^ ' ' •} jedoch muss, wenn die Beziehung nicht 
in eine der folgenden übergehen soll, sowohl A noch Werthe a als 
auch A noch Werthe u umfassen, die in eine derartige Relation nicht 
eingehen. 



« 
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4^) kann sem: . 

wenn jedem a ein ilmi gleiches n «re<j^eiiübt'rgestell( werden kann, da- 
L^e^eu einige a noch übrig sind, die sich ohne Beziehung zu den a 
linden. 

* Indem bezüglich der a und a das umgekehrte stattfindet, wird 
ö^) sein können: 

(83) Ä^k 

und endlich; wenn weder von der Wertbenreihe der a noch von der 

Werthenreihe der « ein Rest von solchen Werthen übrig bleibt, welche 

keinem Werth der ändern Ueihe gleich sind, wird man 
6") die Beziehung haben: 

(84) ^«A. 

« 

Für alle Beweisführungen Ton Sätzen, welche die Yerknflpfung 
derartiger Urtheile, sowie überhaupt die an solche sich knüpfenden 
Schlüsse betreffen, ist es von hoher Wichtigkeit^ die vorstehenden sechs 

Fälle unter einen gemeinsamen Gesichtspunkt zu bringen. 

Lässt man die Eindeutigkeit als einen speciellen Fall der Viel- 
deutigkeit auch bei den durch grosse Buchstaben vorgestellten Aus- 
drücken mit zu, so gelingt es in der That, alle diese Fälle unter einer 
gemeinsamen Form darzustellen wie folgt. 

Bezeichnet man mit % die ganze Gruppe der Werthe (oder even- 
tuell den einzigen Werth), welche den Ausdrücken .1 und A gemein- 
sam sind, mit Ä' die übrigen Werthe von Ä und ebenso mit A' die 
Gruppe der dem A nicht ebenfalls angehörigen Werthe von A, so 
kann man die Beziehung (81) der Correlation, d. i. der theilweisen 
(eventuell sogar einfachen) Werthgmeinschafl zerlegen in die beiden 
Gleichungen: 

m Ä={^[,Ä'}, A={91, A'}, 

und umgekehrt: wenn zwei derartige (ileichungen zusammen statt- 
ündeu, so muss zwischen A und A die Correlation: 

^(-)A 

bestehen. Die Darstellung (85) umfasst aber auch die übrigen drei 
Falle Ton noch möglichen Beziehungen, sobald man den Vorbehalt 
macht, dass von den restirenden Ausdrücken Ä', A' der eine oder 
der andere, oder dass alle beide auch fddm dürfen. Fehlt nämlich 
A', 80 ist offenbar ^ ^ A; fehlt A', so ist ^ ^ A, fehlen alle 
Wde, so ist -4 = A, und zieht auch umgekehrt die Subsumtion oder 
onsetf^ Werthübereinstimmung das Fehlen des einen^ und die Gleich- 
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heil Oller durchgüufjKjc Werthgeiueiiisclialt daö Fehleu beider Kestaus- 
drücke mit Nothweiidi«j;keit luuli sich. 

Indem also, je iiiiehdem Ä oder A' fehlt, jiuch in allen au die 
Gleichungen (80) noch ternerbin geknüpfteu iScliUissfoIgerungeu und 
nameutlich in den Endresultaten, jedesmal diejenigen (Unter-) Ausdrücke 
weggelassen werden, welche von dem einen oder andern jener Rest- 
ausdrücke herrühren, wird rs möglidi. alle obigen Fälle von logiachen 
Wechselbeziehungen gleichseitig abzuhandeln. 

Um mich kurz auszudrficken, werde ich Unierausdrficke, die wie 
Äf K auch fehlend gedacht werden dürfen, künftig als faeuUaHve von 
den andern (den Migatorisd^ anzunehmenden) Unterausdrftdcen, wie % 

unterscheiden. — 



§ 49. Verknüpfting aller Arten von Fropoaitionen dnreh oder viel- 
deutige Operationen. 

Es drängt sich nun die lMa«^e auf, weklie »Schlüsse sich dadurch 
ziehen lassen, dass mau eine Propositioii von irgend einer der sechs 
im vorigen Paragraphen betrachteten Arten operativ verknüpft mit 
irgend einer widern derartigen Proposition, mit andern Worten dass 
man etwa eine der folgenden (3 linker Hand stehenden Propositionen 
durch eine (selbst ein- oder vieldeutige) Operation verbindet mit einer 
der Gerechter Hand daneben geschriebenen Propositionen: 



(86) 



2") 2* <- B 

3«) !)*(=) B 

4") Ii ^ B 

5") B 

6«) jö « B 



c ^ r 
c(=)r 
c ^ r 
c ^ r 
(7 — r. 



Der Vollzug der gedachten ganz beliebigen Operation mag durch 
einfaches Nebeneinanderstellen der als üperationsglieder fungireuden 
Buchstaben oder Ausdrücke angedeutet werden. Ohne Beeinträchti- 
gung der Allgemeinheit kann ferner angeuoninien werden, dass ilie 
Ausdrücke in der ersten Columne stets das erste und die in der zwei- 
ten Colunme immer das zweite Operatiousglied liefern. Man erhält 

6 5 ■ • ' 

alsdann folgende 6 -| — ^ ™ 21 verschiedenen Schlussfolgemngen, bei 

deren Zusammenstellung es sich empfiehlt, die Nummern der Pro- 
positionen, wekbeu die Ausdrücke entstammen, den letzteren als lu- 
dices anzuhängen: 
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^87) 



^C7,(=)^,^„ 6i6v-)B,r,. B,cv-)B,r„ 
^C74^^ir4, A,c,(-)B,n, ir,6'4(-)B,r4, B4C,^B4r4, 

^(7, <p,r,, fcA<B,r„ ^/\.(HB,r5, /^/A'.- B,r„ 7y„r,<B,r.„ 
«'•ü.-^iU ft,c«=^B,r., ÄaC'.MB.r.. Ä4C\^B4r., JB5c;=^B,r„Ä.c.-B,r^ 

Dvrch Vcrtuuschung der IJuchBtabcn 6, B mit c, y, C, f, sowio des 

ersten und dos zweiten Operationsglicdes — oder aber, was auf dasselbe hinaus« 
kommt, durch Yertauschung beider Indices auf jeder Seite dieser PropOBitioneu — 

kann die Aiuabl derselben leiobt ooeh um - ^— 15 vermehrt, und dadurch die 

von dem Tablcau eingenommene Fläche eines Dreieckes zu. der eines Rcchteekes 
ergänzt werden. 

■ Es köimteii mm »lii'se .säniintlifheii HchliisHe h'iclit ein/clii gerecht- 
fertigt werden, iiideiii in:in auf die Bedeutung der ZeitJien und die in 
den Sehematii (•')'.>) l)is (71) gegebeue Erklärung der beiderbeitigeu 
A usdr ü c k e zurückginge. 

Am besten jedoch wird man dies»' zaiilreichen PTilIe unter allge- 
meine Jiegohi bringen und die letzteren mit einem »Schlage beweisen. 
In der That kann mau denselben mit Leichtigkeit die nachstehenden 
vier Regeln entnehmen , von welchen man sich unschwer überzeugt, 
sowohl; dass sie unter sich verträglich sind, als auch^ dass sie voll- 
kommen hinreichen ; um alle Fälle. im Einklang mit jenem Tableau 
zu erledigen. 

I. Bei ekr Verknüpfung einer GlMmg und einer Präposition 
(vermittelst einer ein- oder vieldeutigen Operation) bleibt stets das Be- 
siehungsgeidim der lotteren (der Proposition) unverändert und nuiss- 
gebend für He residtirende Proposition; es geht in ihm das Gleichheit- 
zeichen gewissermassen auf. 

II. Bei (ein- oder vieldeutiger) Verknüpfung einer Proposition, 
die eine Correlation oder einfache Wprthijcmeinsrhaft ausdrikli, mit 
irgend einer (andern) Fropo^ition geht das Beziehungszeichen der letz- 
teren in dem der Corrclatio)t auf. 

TIT. Proposifionen niif idn'n'i))sfinimenden Bezuhungszeielien hcJudfen 
das gemeinselKiftlichc Bezu hiuujszeiehen auch in ihrer V_erl)ui])fung bei. 

IV. Propositionen mit den entffcffenffesefzfrn Beziehungszeiehen [)= 
und erhalten bei ihrer Verknüpfung das BezieJiungseeicJien («=) der 
Correlation oder einfachen Werth gemeinschafl. 

Behufs des Beweises dieser Regeln machen wir nun von der Bemer- 
kung am Schlüsse des vorigen Paragraphen Gebrauch; d« h. wir setzen: 

(88) {^,B}, B-{iv^, B'}, 

(89) 0= {(s,c'}, r = {(s r'} 

unter Vorbehalt eventuellen Wegfalles der accentuirteu Ausdrücke. 
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Wenn mm zuerst C und f ausfallen, d. Ii. wenn C = f, so 
liegt der Beweis der ersten Regel darin, dass in den Gleichungen: 

BC^ {öC, BC}, Br— {»r, BT} 

wurin ^>a6' = <Br= 53^ ist, die Ke.stausdrücke B C und BT be- 
ziehungsweise genau in denselben Fällen wegfallen müssen, wie B 
und B' selbst in den Gleicliiingen (88). 

Um die £weUe Kegel zu beweisen, bilde mau allgemein die Pro- 
ducte : 

BC^ {m, Bii, BC'}, Br^{m, »r, b'(s, bt}; 

dieselben stinimeu jedenfalls flberein in dem Theile 9(1. Wenn feiner 
B (=) B, also B^ und B' (im allgemeinen) nicht fehlen, so enthalten 
diese Prodncte noth wendig aach die nicht fibereinstimmenden Bestand- 
theile (genauer: 'Unterausdrficke) B^^ und B'd; mithin kann in der 

That blos geschlossen werden: .ßC(=)Br. 

Die (/riffe Kegel ist zunächst unmittelbar evident für den Fall 
der Cileiehheit bei allen beiden Prupositionen ; hier nämlich fallen alle 
vier acceutuirieu Ausdrücke fort, und ist aus: 

sofort der Schluss za ziehen: BC^Bf. Desgleichen ist diese Regel 
ffir den Fall der Oorrelation schon in der vorigen enthalten und somit 
erledigt. Dagegen bleibt noch der Fall zu betrachten, wo 
und 'C^ r, wo also die Ausdrücke B' und T zu unterdrücken sind. 
Hier aber kann man sogleich schreiben: 

^-{B, B}, c={r, a}, 

woraus: f {BT, BC, B^f, BC) folgt,^ und also zu ersehen 
ist, dass BT ein Unterausdruck von BC oder ^ Bf ist. Der 
letzte noch mdgliche Fall, wo die Plropositionszeicheu die entgegen- 
gesetzten sind wie eben, erledigt sich von selbst, indem man diePto- 

positionen des eben behandelten Falles rückwärts liest. 

Zum Beweise der Regel kann endlich etwa: B^B, 

angenommen werden, was den Wegfall der Ausdrücke B' und C oder 

das Bestehen der Gleichungen: B ^ {B,i^}, f {C, f'} nach sich 
ziehi Aus letzteren aber folgt: 

BC— {BC, JTC}, Br-={BC, Bf'}, 

woraus zu ersehen ist, dass die linkerhand stehenden Operatiousergeb- 
nisse in dem Unterausdrucke BC übereinstimmen, dagegen sich auch 
durch die Unterausdrücke B' (' und Bf unterscheiden, dass also in. 
der That nur B C (=) B T gefolgert werden darf. \ 
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Bei allen vier Regeln ist die Beweiskraft der vorstehenden Schlüsse 
unabhängig davon, ob die verknüpfende Operation als eine eindeutige 
oder ob sie als eine vieldeutige gilt. Tn der Tbat werden auch im 
letzteren Falle die beiderseits in allen Propositionen collectiv zusammen- 
gefassteu Ausdrücke bc, ... ßy^ ... genau die nämlichen sein. 

Auch bei Vieldeutigkeit der verknüpfenden Operation folgt aus 
h = ß und c = y mit N£>thwendigkeit: hc = ßy, wenn nur immer 
die beiderseits entstehenden Operatioqsergebnisse als in ihrer vollen 
Vieldeutigkeit aufzufassende genommen werden. 

Da nämlich für eine bestimmte Art von operativer Verknüpfung 
ilie Beschaffenheit und Anzahl der Werthe eines Operationsergebnisses 
lediglich von den Werthen der beiden durch sie verknüpften Operations- 
glieder abhängen kann — nicht aber von der Beschaftenheit der Na- 
men, mit denen diese sich zufällig bezeichnet finden — so muss das 
in Einleitung Nr. 18 aufgeführte Princip in der angegebenen Auffas- 
sung nun auch für vieldeutige Operationen gültig bleiben. 

Faset man dagegen statt der in ihrer vollen Vieldeutigkeit genommcnon 
OperationsergebnisBe nur einzelne Specialwerthe derselben in's Augo, bo gilt jenes 
Princip nicht mehr; es ist alsdann kein Schhiss in liczng auf eine einzelne der 
zwischen ihnen denkbaren Gleichungen zulässig. 

Sind z. B. (ftc)(,, (6c)|, ... (ßy)o, (^y)i, ••. beBtimnite Specialwerthe von 
hc resp. ßy, so könnte, wenn b = ß und c = y ist, ebensogut: (fec)o = (^y)y, 
(6c)i = (/Sy)(, ... als auch noch, (ftc)« = (ßy)i, (6c), = «3y)o, ... u. s w. sein. 

Anmerkung. 

Merkwürdiger Weise behalten die Regeln I bis IV mutatis mu- 
tandis (d. i. bei Weglassung der aufrecht gedruckten Einschaltungen) 
auch unbeschränkte Geltung, wenn man die Ausdrücke auf beiden Sei- 
ten der zu Prämissen genommenen Propositionen: 

^, =€, = B und C(=), = r 

nicht durch irgend eine Rechnungsoperation, sondern durch den Pro- 
cess der collectiven Zusammenfassung selbst verknüpft. 

Für diesen Fall jedoch sind die Regeln ungleich leichter zu be- 
weisen. 

Aus (88) und (89) nämlich geht durch die logische Addition oder 
collective Zusammenfassung hervor : 

{B, c} = {», s, B, c), {8, r} = a, B', r}:, 

luid hieraus folgt zunächst, dass sicherlich: 

{B, c} H) {B, r} 

sem wird. 

Das Zeichen dieser Beziehung oder der damit identÜMta: 

{», 6, B, a) (=) {s?, (s B', r} 



» 
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ist jedoch nur dann ein definitives, wenn in der letzteren weder rechts 
noch links di«' ;u eentuirteu Ausdrücke beide fortfallen. 

Wenu also überhaupt B (=) B ist, wo dann jedenfalls B und B 
bleiben uiuss (ebenso, wenn C {=) f, wo mindestens C und f stehen 
bleiben), oder aber, wenn links reehts V (oder umgekehrt links C 
und rechts B') nicht fehlt, in welchem Falle die beiden Prämissen eiit> 
gegeng^etzte Subsumtionszeichen enthalten,, so ist immer jene Cor- 
relation eine endgültige. 

Dagegen geht das gedachte Oorrelationszeichen in ^ über, wenn, 
während links noch mindestens einer der aecentuirten Ausdrücke stehen 
bleibt, rechts B' nebst f fortfällt — und dieses trifft zu, wenn in den 
beiden Prännssen das eine Beziehungszeichen selbst das andere 
entweder - oder ebenfalls ^ ist. Aehulicli geht in dem zum ehei! 
befrachteten entgegeugeaetsiteu Falle jenes Correlationszeichen in 
=^ über. 

Dasselbe geht endlich in das Zeichen « über, wenn alle accen 
tuirten Ausdrücke gleichzeitig fehlen, d. h. wenn auch in den beiden 
Prämissen nur Gleichheitszeichen bestehen. 

Die Yerallgemeinerungeu der vorstehenden Satze anf die gleich- 
zeitige Verknüpfung von mehr als zwei Propositionen sind nahe- 
liegend, — 

§ 50. Modifioationen des im Abschnitt I. vorangegluigenen für 

vieldeutige Operationen. 

Jede der drei in § 46. betrachteten Operationen kann ungehindert 
* als eine vieldeutige angenommen werden. Da es in der That viel- 
deutige Ausdrücke und Operationen gibt, so ist man jedenfalls berech- 
tigt zu einer solchen Annahme, so lange — wie dort stipulirt wurde- 
die Multiplicatiou nur aufgefasst wird als Repräsentant oder Tjpu^ 
einer ganz beliebigen (übrigens jederzeit zwei Zahlen miteinander ver- 
knüpfenden) Operation. 

Aber auch für die Multiplicatiou (oder ihre ümkehrungen) 
solche ist eine derartige Annahme zulässig, so lange die Natur des 
Zahlengebietes, auf welchem sie aufführt zu denken ist, noch dahin 
steht. Nur auf dem Gebiet der gemeinen complexen Zahlen ist ^ 
Nothwendigkeit die Multiplication eine eindeutige Operation, und liSrf 
auch die Division blos für die Zahlen 0 und oo bisweilen auf eindeutig 
zu sein. 

Ans dem letzteren Umetaode könnte aber selbst auf diesem Gebiete ei» 
MotiT geschöpft werden, den Fall einer Vieldeutigkeit dieser Operation n&her in'* 
Auge zvt fiueen. 
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Von den vielen Füllen, welche nun hienach vorliegen könuou, je- 
nachdem nämlich von den drei einander entgegengesetzten Operationen 
gar keine oder aber die eine oder andre, oder irgend zwei; oder sammt- 
üche drei vieldeutig werden , genügt es völlig, nur folgende drei ein* 
gehend betrachtet zu haben: 

erstens den bereits erledigten Fall, wo alle drei Operationen ein- 
deutig sind, 

m'cifens den Fall, wo die directe Operation eindeutig und die in- 
versen Operationen beide vieldeutig sind, 

drittens den Fall, wo alle drei Operationen vieldeutig sind. 

Wftre 8. B. die direete Operation vieldeutig und die invene eindeutig, so 
könnte man, da die directe Operation selbst wieder als die ümkehmng ihrer in- 
versen anzuaehen ist, diesen Fall auf den sweiten zurückfahren, indem man eiu> 
fach die Benennungen „direcf* und „invors*' vertauschte. Wenn ferner nur die 

eine inverse Operation vieldeutig, die andre aber eindeutig wäre, so könntt; dieser 
Fall als ein specieller aurt dem zweiten oder dritten abgeleitet werden, in An- 
betracht, dass die Eindeutigkeit nur ein besondrer Fall der Vieldeutigkeit iat. In 
ähulieher Weise zwar könnte man auch hinsichtlich des zweiten Falles aut di>u 
dritten als den umfassenderen verweisen. 

I^s wird jedoch factisch gerade der zweite Fall für die Multiplicatiou auf 
andern Zahlengebieten weitaus das meiste Interesse beanspruchen, und scheint es 
mir überhaupt angemessen, die obengenannten drei Fslle förmlich auf die drd 
sncoesttTen Operaticmsstufen sn vertheilen. 

Betrachten wir nun zunächst den ziveitm Fall etwas näher, so 
wird also in diesem jedes Product hc zweier in einer bestimmten Ord- 
nung miteinander multijdicirter bestimmter Zahlen selbst eine ein- 
deutig bestimmte Zahl vorstellen; dagegen sind die Quotientenausdriicke 

4 

a : h und — noch einer näheren Erklärung bedürftig. Diese letzteren 

werden jetzt die Gesammtheit aller der \\'< rtlie vorzustellen habeu, 
welchen eine gewisse Kigenschaft gemeinsam ist, und zwar soll eine 
Zahl X ausschliesslich und jedesmal dann ein Werth des Ausdruckes 
a : h genannt werden, wenn sie, mit h vormultiplicirt, a gibt, mithin 

der Gleichung genfigt: hx^a\ ebenso soll der Ausdruck ~ jetzt alle 

die Zahlen x umfassen, welche, mit c nachmultiplicirt, a geben, oder 
die Gleichung erfüllen: xc = a. 

Die Definition der beiderlei Quotienten liegt m. a. W. in der 
Festsetzung, dass die nachstehend untereinander geschriebenen Pro- 
positionen sich gegenseitig bedingen müssen: 

bx = a, xc — a, 
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Nach diesen Definitionen haben nun die beiden fan^amentaleD 
Relationen: 



a 

-~ ' c ^ a 
e 



{dl) 6 . (a : 6) = a 

wieder unveränderte Gfiltigkeii. Die Bedeutung derselben ist aber jt tz- 
eine etwas andere geworden. Die letzte Formel z. B. bleibt richtig 

welchen der speciellen VVerÜie x\ . . . des Ausdruckes - mau 

c 

auch an die Stelle desselben setzt; sie gilt deshalb nach den Cod- 

veutioneu des § 47. aucli dann, wt iin man unter wie ausgemaciit 

wurde, die ganze Gattung dieser Werthe x, x, x'\ . . . auf eimns) 

versteht, und denigemiiss unter -c die ganze Gattung der Product- 

ausdrücke xc, x'cj xc . . die sich durch Multiplication jener spe- 
cielleii Werthe mit c im einzelnen ergeben und demnach zwar ver- 
schiedene Namen aber einerhM Werth u besitzen. 

Die ProductausdrQcke linker liand iu den lielationen (91) sind 
eben diejenigen, welche in § 48. als pseudomultiform (scheinvieldeutig) 
bezeichnet wurden. 

Aus den Propositionen: 

(92)a x\h^a V^«' 

in. welbhen ja das Beziehungszeichen kein anderes als das angegebene 
sein kann, folgt durch Auflösung nach x\ 

(92) ^ x^ha \ x=^ar 

und wenn dieser Werth nun in (l>2)a eingosotzt wird, ergibt sich die 
auch von selbst schon verständliche iielation: 

(93) {ha):h^a | 

welche hier an Stelle vou (G2) des § 46. treten muss. 
Um endlich die Propositionen: 

(94) a ^^6 I aix^c 

nacb x aufzulösen, folgert man erst nach (92): a^hx resp. a^Xf 
und hernach: 

(94)^ x^a-.h I m^i. 

Verknüpft man aber die Proposition (94)^ mit der Gleichung a^^t^ 
nach der liegel I des vorigen Paragraphen, so folgt: -s^-^resp. 
aix^nx —y und hieraus in Verbindung mit (04)„ schliesst mau leiD 
logisch m^h dem Grundsatz (A) iu JNr. 20 der Einleitung: 
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womit denn in der That die an den Resultaten des ersten Falles an- 
zubringenden Modificationen auch für den zweiten Fall erledigt sind. 



Für den dritten Fall muss abermals von neuem ilefiuirt werden, 

was unter den Ausdrücken a : 6, - verstanden werden solle. Hier 

c 

werden die Producte hXy xc selbst jederzeit (oder wenigstens im all- 
-gemeinen) vieldeutig sein, und können wir daher nur die Festsetzung 

trefi'en^ dass x immer dann eiuen Werth von a : b resp. ^' vorstellen 

solle, wenn überhaupt nur einer der Werthe von hx resp. xc gleich a 
wird. Diese Festsetzung schliesst also die Coexistenz der Proposi- 
tionen in sich: 

xc ^ (if . 



(96V x-^a:h 

und da hieraus nach der Kegel I des vorigen Paragraphen: bx =^ h {a : />), 

resp. xc^^' c folgt, so wird nach dem Theorem (A) von Nr. 20 der 

Einleitung an Stelle der Relationen (61) oder (91) jetzt nur die fol- 
gende treten: 



(97) b(a:b)^a 1 ~c^a. 

I 

Um jetzt die Propositiouen : 

(98) . xih^a I 

nach aufzulösen, schliesst man ähnlich wie von (96)^ auf (96)«: 

(98) ^ X'^ha I x=^ac. 

Aus den letzten Propositionen folgt noch: x : b =^ {ba) : b resp. 

^ =^ ~ und hieraus in Verbindung mit (98)« nach dem mehr^rw&hn- 
ten Qmndsatze: 

(99) a^(ba):b 1 

I CT 

was mit (93) des vorigen FiiUcs übereinstimmt. 
Um endlich die Propositionen: 

(100) . ±^b I aix^e 

nach X aufzulösen , folgert man erst nach (98) : a =^bx resp. xc 
und hierauf (cf. 90) ebenso weiter: 
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was die Terlangten Aufidsimgen sind. 

Von da erliält man endlich ebenso wie oben den Lehraats: 



(101) 



a 



a i b 



a : - 



der sieb mit (95) des vorigen Falles abermals in Uebereinstiimiiviig 
befindet. 

Vergleicht man die Ergebnisse, zu welchen wir hier für den 
sweiten und fflr den dritten Fall gelangt sind, im üeberblick mit den 
früher für den ersten Fall gefundenen, so sieht man, dass alle dort 
zulässig gewesenen Schlnssfolgenmgen hier ebenfalls gezogen weideD 
können, wenn man nur eine geringfügige Modification anbringt, ii2iii- 
lich gewisse Gleichheitszeichen passend in Subsumtionszeichen um- 
wandelt. 

^ Nur ein Schlussverfahren des vorigen Abschnittes — und zwar 

dasjenige, welches in i? 4(). nicht mit recapitulirt und sü ])isher ausser 
Betracht gebheben ist — macht in dieser Beziehung eine Ausnahme. 
Vor der Anwendung desselben soll deshalb hier ausdrücklich gewarnt 
werden. 

Im sweikn Falle wird zwar aus Prämissen, wie; 



(102). 



c 
a 



a_ 
e 



a_ 
c 



a : h{=)a : h, 

a :h ^ a :h, 

a :b — a ih 

stets unfehlbar zu schliessen sein: 

(102),, a = a, 

wie man leicht beweist, indem man den (resp. einen der) beiderseits 
übereinstimmenden Werthe mit x bezeichnet, dadurch <lie Piihuisse i» 
zwei Propositionen zerlegt, z. B. die erste a : b (=) a : h in die bei- 
den: xs^a:h und x =^ a :h, indem man hierauf den Divisor nach 
(90) transponirt und die resultirenden Gleichungen : hx ^ a wA 
hx^a gegeneinanderhält. 

Das Kürzen einer Gleichung mit einem Divisor (welches doicb 
Multiplication bewirkt wird), ist also hier auch noch gestattet 

Nicht aber das Kürzen mit einem Factor (durch Division). Aos 
Gleichungen wie: 

ha = hd oder ac = de 



^ 
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kann — abgesehen von der nichtssafieuden ßezieliung der Coordination 

— durchaus kein Schhiss in Bezug auf a und a gezogen werden; 
zwischen diesen Werthen braucht ausser der lielatiou: a^a durch- 
aus keine Beziehung stattzufinden. 

Im driften Falle sind diese Operationen sogar alle beide unzulässig 

— die Unterdrückung eines Divisors sowohl als die eines Factors, also 
die Unterdrückung eines (beiderseits übereinstimmenden) Operatious- 
gliedes, oder das ^^Kürzen^* überhaupt. Hier kann auch aus den Prä- 
missen (102)a ebensowenig wie ans den folgenden: 

ha{=)ha ac{=)dc 

ha ^ ha' ac ^ a'c 

ha =^ ha' ac =^ a'c 

ha = ha' ac ^ a'c 

irgend ein Scliluss in Bezug auf diis gegenseitige Vorhalten von a 
und a selber gezogen werden, der lehrruieh oder von Belaug wäre; 
namentlich aber wird dann nicht etwa a = a' sein müssen. 

Es ist also die Anwendung der in § 45. auseinandergesetzten Me- 
thoden hier geradezu zu untersagen. 

Dagegen ist iu allen Fällen das „Er^veitem" einer Gleichung oder 
Fropositiou, d. i. die beiderseitige Einfühnmg eines nlUulichen Ope- 
raUonsgUedeSy nach dem Grundsatz I des vorigen Paragraphen stets 
unbedingt gestattet. 

Wenn älso z. ß.: 

Ä (-) A 

ist) so muss auch: 

hA(==)hÄ\ Äc(=)A'c, A:h(=)A::h, 

sein, und ebenso für jedes andere Bezieliuugszeielien der Werthgemein- 
schaft^ welches mau noch au Stelle von (=) durchweg setzen mag. — 

§ 51. Die Transposition ein- oder vieldeutiger Ausdr&cke durch 

ebensolche Operationen« 

Um nicht den AuscLoin /u erwecken, als ob das (lange Zeit mit Unrecht 
verpönt gewesene) logisch folg«frecli<o Operiren mit vieldeutigen Ausdrücken einen 
übergrossen Aufwand von Vorarbeit und (ie4lilchtni8smat>erial erfordere, lind»- idi 
für gut, hier nachstehendes zu henierken. Ks ist 7A\m Verstilndniiss der im zweiten 
Abächuitt des uücbatfolgenden Kapitels angegebenen Schlussreihen und der ele- 
ganten Beialtsfce, su denen sie fAhren, kemeswegs unumgänglich, die Untere 
andrangen, wekiie in den nächsten bdden Paragraphen folgen (sowie andi schon 
diq^igen de« $ 49.) eingehend verificirt sn haben. Man wird vielmehr die Her- 
leitong der gedachten Resultate mit den dabei gegebenefl Erlftuterungen ohne 
irdtefes verständlich tlnden und sollen demnach die nnn ansnreibenden Unter- 

BehrSder, Lehrbach d. Arithm. u. Algebra. I. 11 
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sucliungen nur tleu Zweck haUfu, einerseits — wenn man will — als Vorübung 
zu dienen, und audrerseits, alle bei dergleichen Operationen (aaeh dt die in die- 
sem Bande nicht mehr behandelten Fälle) möglicherweise künftig noch auftanohen- 
den Schwierigkeiten im voraos mit Vollttftndigkeit sn heben. 

Die Tollstandigkeit erfordert^ dasa wir auch die Transposition fiBr 
die Fälle untersncben , wo beliebige vieldeutige Aosdrftcke, mit em- 

ander oder mit eiudeutigea, sich auf einer 8eite einer Propositiou ver- 
knüpft Huden. 

Um nun die grosse Mannigfaltigkeit der liier sich darbietenden 
Falle zu verringern, möge durch den aa/(wärts)strebendeii Pfeil irgend 
eine dieser multiplicativen oder divisiven Operationen angedeutet wer- 
den, d. h. es bezeichne 2>f c einen der 6 folgenden Ausdrücke: 

(104) b'-c, C 'hf b : c, c:b, 

Alsdann lassen nach § 50 (90, 92, 94) und (96, 98, 100) die bis- 
her betrachteten Transpositionen sich in der Festsetzung zusammen- 
fassen , dass die beiden Propositioneu : 

(105) ftfc^a, b=^alc, 
einander gegenseiiig bedingen milssen — wofenie nur 

erstens der durch den a&(wilrts)strebenden Pfeil angedeuteten Ope- i 
niiion die Bedeutung untergelegt wird, dass unter a^e hetn^mmgsweise 
einer der folgenden Ausdrücke zu Yeistehen ist: i 

(106) ~-, a:c, ca, ^, ac, c:a, 

' und wofeme zweitens in einer jeden der beiden Plropositionen (105) 
das Subsumiionszeichen verwandelt wird in ein Gleichheitszeichen, so- 
bald die durch den Pfeil in ihr angedeutete Operation eine eindeu- 
tige ist. 

Anmerkung. Ks wird gut sein, hier daran zu erinnern, dass die PrSmisse 
h\c '^a von (105) auch in der Form {b\c)m = a augeschrieben werden kann, 
indem man sich mit {b \ c)m einen bestimmten Specialwerth des vi^dentigen Aob- 
drncks h\c bezeichnet denkt. — f> nnd ^ mag „anr* und „aV* gelesen werden. — 

Geht man von der ersten Propositiou (105) zur zweiten über, 80 
sagen wir: es werde das Operationsglied h (links) isolirt und das f 
„vermittelst der durch den abstrebenden Pfeil markirten Operation'' 
von der linken Seite joner (erstereu) Propositiou nach der rechten hin 
geschafft oder transponirt. 

Dies vorausgesetzt besteht nun unsre Aufgabe darin, wenn bei 
beliebig ein- oder vieldeutigen Ausdrücken A, C zwischen A und 
dem Operationeergebniss B \ C irgend eine Art von Werthgemein- 
schaft besteht, zu uÄtersucheni welche Schlüsse sich in dieser Hinsicht 
bezüglich der Ausdrücke B (selbst) und A\C ziehen lassen werden. 
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Besteht nun wirklich zwischen Ä und /? irgend eine Werth- 
gemeinschaft, so muss wenigstens rit) Werth von A, zum Beispiel 
übereinstimmen mit einem VVerthe eines der gemäss (71) unter B C 
V)egntfeneu Operatiousergebnisse, z. Ii. mit 6 f d. h. es muss eine 
Proposition wie h ^ c ^ a bestehen. hieraus aber nach (lOf)) so- 
fort dib andre Proposition h ^ a l r folgt und letztere eine Werth- 
gemeinschaffe zwischen B und A \ C ausdrückt^ so ist als erste Regel 
das Theorem etabiirt: 

1^) Die TranaposiUon eines OperaHonsgUedes (der einen Seite einer 
Propontian) isi immer ausfahrbar. D. h. bei jeder Art von Werth- 
gemeinschaft, welche die nrsprfingliche Proposition ausdrücken mochte, 
besteht auch wieder zwischen dem .stehenbleibenden 0|)eration8gliede 
und dem auf der andern Seite neugebildeten Ausdruck eine VV^erth- 
gemeinschaft. 

Kine unmittelbare Consequeuz dieses Satzes ist nach § 48. 1") und 
2") die folgende Kegel: 

2") Bleibt auf der einen Seite ein eindeutiger Ausdru^ steten (oder 
entsteht dort ein solcher) , so ist derselbe untergeordnet dem auf der 
andern Seite neu mu bildenden (resp. noch hefindlichen), und Bwar dem 
kteteren gleiehy wenn auch dieser eindeutig wird. 

Abgesehen von den hiemit bereits erledigten Fällen gilt nun weiter 

die Regel: 

3") Bei Transpo^ition eines eimh utKjen Afist/nic/.es rerniUfcIsf riney 
cimletdigen Operation hirihf (Jas Bezidtungszeidn u der Proposition un- 
verändert. Ist also \ das Zeiclien einer eindeutigen Operation und c 
ein eindeutiges Zahlzeichen, so muss aus: 

(107) B t c (-), ^,-^,-A 

ietU^mgueeise folgen: 

(10«) B(=), ^, -=^te. 

I^f leeis. Wegen der Eindeutigkeit der Operation l muss nach dem 
zweiten sub (105) angeführten Vor])ehalt für 

b ^ c^a stets b = a i c 

sein und darf auch wieder von der zweiten dieser Propositionen auf 
die erste zurQckgeschlossen werden. Alsdann muss ferner der Ausdruck 

(109) {b\e)le^h 

unbedingt eindeutig sein , da der möglicherweise vieldeutige Ausdruck 
h \ e doch jedenfalls nur solche Zahlen a in sich begreift, für die 
a \ c = h ist. 

Man kann nun mit der ursprünglich gegebenen Proposition (107) 
die (eindeutige) Operation vollziehen, welche durch das Nachsetzen 

11* 
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des Zeichens ^ c hinter die beiden Seiten derselben aosgedrüekt wird, 
tmd da dieses Verfahren hinanslSnft auf eine operatiTe Verkafipfbiig 
jener Proposition (107) mit der Gletchung ü » c, so bleibt hiebei nach 
§ 49., I. das Beziehungäzeichen der ersteren unvenndert, d. h. es ist 
beziehungsweise : 

(110) (B t c) l c (=), =6, = ^ ^ 

Wegen der vorhin erwähnten aus der Eindeutigkeit von \ geflos- 
senen Eigenschaft (109) muss aber hier die linke Seite: 

(5tc);c-={(6tr)lo (Mr)^c, {h,\c)\c, ...} 

= {h, />, , h.,, . ) = B 

selbst sein, und nucli Einsetzung dieses Werthes in (110) ist die Rich- 
tigkeit der Behauptung 1^108) erwiesen, in welcher demnach in der That 
jeweils dasselbe Beziehungszeichen wie in (107) gelten mnss.- 



Im Falle der Vieldeutigkeit der Operation \ ist nur der ktetere 
Schluss oder die Anwendung von (109) unzulässig, obgleich sonst alles 
andere sich ebenso verhält. Alsdann nämlich folgt aus 

h \ c ^~ a nur h \ c,' und {h \ c) \ e^b^ 

somit auch: 

(III) {B\c)\e^B. 

Für das weiter folgeiide wird es uns nun /u gute kommeu, zuzu- 
sehen, w-elclie Modificationeu diuse veräiidfrte »Sachlage nach sicli ziehen 
Avird. Man findet, dass heziiglieh des in (107) vorauszusetzenden Be- 
ziehungszeichens nunmehr zwei Fälle unterschieden werden müssen, je 
nachdem alle Werthe von B \ c unter denen von A enthalten sind, 
oder nicht. 

Zuerst nämlich, wenn ursprünglich: 

(m) _ B\c^,~A, 

also: 

(113) (if }c)|c=^, 
war^ kann mit Gewissheit: 

(114) ^ B=4:Alc 

geschlossen werden. Denn für das erste Zeichen, ergibt sicli 
dieser Schluss aus (III) und (113) nach dem Grundsatz {A) in Nr. 20 
der Einleitung, und für das zweite SSeicheu, =, ergibt er sich, mdem 
man in (III) die linke Seite auf Grund der gemachten Voraussetzung 
(113) durch das ihr gleiche A\e ersetzt. 

War dagegen ursprünglich: 
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(B t c) I c (=), ^Älc 



SO wird jetzt uur: 
(UT) 



JJ {=) Ä ic 



zo schliessen sein. Dean jedenfalls ist die liuke Seite von (115) jetzt 
zerfällbar in zwei Gruppen von Collectivausdrückeu {h f c)", (6 f c)', 
(6, t cy, (6, t c)', ... (&A t (^* t 0'; • • • derart, dass (6* f c)« alle 
diejenigen Speotalwerthe des eventuell vieldeutigen Ausdruck^ &a t ^ 
umfasst^ die dem A untergeordnet sind (faUs es deren gibt) und eben- 
so (ht f e)' diejenigen Werthe von hk 'f e, die zu ihm in keiner Be- 
ziehung stehen. Fasst man die Gruppe der ersteren in dem Zeichen 
[B f die Gruppe der letzteren mit {B f c)' zusammeu, so l&sst sich 

also die Zerlegung anbringen: J! ^ c == { (/> ^ c)*', (B ^ c)' } , wo 
{B f c)" =<^, = dagegen über (7> J c)' nichts iiusgesagt werden kann. 
Es folgt nun für die in (7> f cf vertretenen Werthe h, die durch 
zusauinieiigetasst werden mögen, wie vorhin: 7?" A l r, wogegen 
{B ^ c)' eine (inippe If von soleheu // entlialttMi kann, die in {B ^ c)"* 
uicht vorkommen, und deshalb zu Ä in keiner Beziehung stehen. Da 
aber Ä l c selbst wegen der Vieldeutigkeit von l auch Werthe unter 
sich begreifen kann, die zu dem Ii", und somit zu dem JB überhaupt, 
nicht in Beziehung treten, so geht hieraus hervor, dass in der That 
nur der Schluss B (») A l c allgemein zulässig bleibt — 

In allen durch das frühere noch nicht erledigten Fallen, also 
namentlich: hei TranaposiHon eines eindeuHgen Ausdruckes miUdst einer 
viddeuHgen Operation, sowie eines vieldeutigen Ausdrueices mittdst irgend 
einer Operation, kommt endlich ab letzte Regel die folgende in Betracht 

4^) Woferne nur die Beziehungszeichen jederzeit in der Richtung 
gelesen werden, nach welcher hin die Transposition stattfindet, also von 
der Seite des stehenbleibenden Operationsgliedes nach derjenigen des neu- 
zubiklenden Operatiousergebnisses hin, so gelten die vier Vorschriften : 

a) Zvicliof der Ucheronlnung iat heim Tramjpniren in, das der 
Corrdation zu vrrwand' Iw^ 

b) das Zeichen der Gleichheit verwandelt sich in das der Unter- 
ordnung; 

c) das Zeichen der Correlation erhält sicJi Hnrrra'}tdcrf ; 

d) desgleichen bleibt das Zeichen der Unterordnung unverändert 
bestehen. 

Mit andern Worten — falls etwa von links nach rechts trans- 
ponirt wird: 
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L ^ (Nfer («s) gibt («) [IVans^fosiHan gegen den 8§ru^\ 
n. s oder ^ gibt ^ [TranspasiHon nach dem Strick], 
Die in Klammer beigesetsie Unterscheidung der Transpoeition ab 
einer yeyen oder nach dem Strich ^stattfindenden — jeuachdem die 
Richtung der Transposition zuwiderläuft oder nicht zuwiderlauft der 
Richtung, in welcher die beiden Hälften des Bogens auseinanderstrebeo, 
der das Zeichen durchsetzt oder auf einer Seite einklammern hilft — 
gibt einen bequemen Anhultspunkt, um die Regeln dem Gediiohtüisse 
einzuprägen; sie gibt auch einen Fingerzeig ab, Avie das Heziehungs- 
zeiclion der resultirenden Proposition auch für die entgegengesetzte 
Trauspositionsrichtung jederzeit richtig beizusetzen wäre. 
In Formeln, wenn: 

(118) B t OH) A oder A\m C^Ä 
ist, so folgt im aUgem^inen: 

(119) . B(=) Cj 
wenn dagegen: 

(120) B^ C^A oder auch B^ C^A, 
so folgt sicher: 

(121) B=^-Aia 

Für den Fall der Eindeutigkeit des zu transpouireudeii Ausdmeb 
c ist der Beweis dieser Regeln bereits in dem unmittelbar vor- 
angegangenen geliefert. Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo der 

Transponend: C^{c, C} vieldeutig ist, und zwar will ich auch 
hier wieder zuerst die Kegel II beweisen, indem ich eine der beiden 
Propositionen (120) in's Auge fasse. 

Der Beweis ist geleistet , wenn gezeigt wird, dass alle Werthe 

hf hl, fej, ... von B enthalten sind in dem Ausdrucke: 

AlC-^iAlc, A^a}, 

dass aber der letztere noch einige Werthe mehr umfasst, die zu den 
Werthen von B in keiner nothwendigen (d. i. in der Prftmisse mit* 

bedungenen) Beziehung stehen. • 

Nun ist: B ^ C = {B ^ c, B f C'} — worin wegen der voraus- 
gesetzten Vieldeutigkeit voji C der Uestausdruck C mindestens ein 
Element c, umfasst — und da alle Werthe dieses Ausdruckes solcheo 

von A gleich sind, kann man eintheilen: A — {A^, A', wo 

{\22) !>• t c«^ö und Bf 0'=»^' 

uotliwendig vertretene oder obligatorische Unterausdriicke von A sein 
Wieden, dagegen der Resiausdruck facultativ ist, nämlich fehlen 
wird, wann die zweite Proposition (120) gilt. 
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Schon aus der ersten Gleichung (122) folgt aber: B ^ \ c, 
wie wir bereits unter 3^) gesehen haben, und da ^ c ^ Ä ^ e, bo- 
wie A l A l C, so folgt sehliesslieh auch: B ^ A ^ C, wie zu- 
nSehai nachgewiesen werden, sollte. . 

Das Subenmtionszeichen dieses Resultates ist aher nicht etwa nur 
ein provisorisches; die gefundene Unterordnung ist vielmehr definitiv, 
und kann im aUgemeinen nicht in Crleichheit Übergehen^ wie sich 
daraus ergibt, dass nach (122) Aber die UAterausdrQcke A^ | C und 
A' i.e des yoUständigen Operationsergebnisses: 

nch nichts würde aussagen lassen. Auch der Unterausdnick A \ C 
kann selbst wieder nur theilweise zu P in Beziehung gebracht wer- 
den ^ da sich auf ihn die nämlichen Schlüsse, . wie auf A ^ C, noch 
wdter anwenden lassen. Abgesehen hievon bleibt auch der Unter- 
ausdruck ^ l C ohne Beziehung — ein Grund, der jedoch im zweiten 
Falle (120) fortfSUt — und endlich dürfte sdhon axx£ B^A^lc aus 

(122) nur dann geschlossen werden, wenn die Operation { eindeutig 
ist, was ja nicht nothwendig der Fall zu sein braucht. — 

Behufs Beweises der Regel I oder der Behauptung (119)* sind die 
Prämissen (118) zu betrachten. 

In dem allgemeinsten Falle, wo die Operation f vieldeutig ist, 
wird nach (72) und (73) B ^ T eine Reihe von Special werthen um- 
fassen, welche (unter dem Vorbehalt, dass die ludices // und k auch 
fehlen können) sich sämmtlich in der Form (hf, f a),„ darjjestellt an- 
nehmen lassen. Einzelne von diesen Werthen, z. B. (b \ c),,, (b ^ c)^, 
(6| J c)^, • . . müssen nun mit Werthen von A übereinstimmen, andere 
dagegeUi wie (6 f c)|,' {b J 0)3, {b.^ t • • • Dicht. Die Gesammt- 
heit der orsteren Specialwerthe will ich mit {B } C')" bezeiclmen, da- 
gegen die der letzteren unter (B ^ C)' verstehen. Die Werthe von A, 
welche den ersteren gleich sind^ fasse ich mit dem Zeichen A^ zusam- 
men, und endHch mit ^ die möglicherweise noch übrigen Werthe 
Ton A. Alsdann bestehen die Zerlegungen : ^ f ^ — t t > 

und ^ — 91}, wo 

(123) (B t er « 

ist und alle Unterausdrücke obligatorisch vorhanden sind mit Ausnahme 
von %j welches auch ganz fehlen kann — falls nämlich die zweite 
Prämisse (118) gilt. 

Sei nun B^ die Gesammtheit derjenigen i;, i^^, • • • die in (jK f C)^ 
vertreten sind, und )& die Gruppe der eventuell noch übrigen bk» welche 
dann alle — vielleicht auch zusammen mit Werthen von B^ — in 

{B f 0)' vorkommen müssen; sei also B ^ {JB^/ ^} ; alsdann folgt 
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aus fl23) iihiilich wie vorhin [bei II, mit Rücksiclit auf die Anmer- 
kung zu (105)j, dass i:?" -"^^ l ist, wo also rechts einige Warthe 
von ^l*^ ^ C und ebenso eventuell % l C, zur linken dagegen ohne 
Beziehung bleiben. Mithin wird in der That nur: B (ss) A\C 9m 
mttosen. 

Was noch die Frage über den definitiven Charakter dieses- resnl- 
tirenden Beziehungszeichens («) betrüFti so könnte es freilich seiii, 
dass sämmÜidie Werths ^on B in dem Ausdrucke von {B \ Cf sich 
wenigstens mit gewissen Specialwerthen : Q)\ Ch\) (^i t ^<)o7 (^2 \ ^k)v 

. . . (fi \ Ch).yy ... vertreten finden, was den Wegfall von "ij^ und die 
Gleichheit: B^^ = B zur Folge hatte. In diesem Falle also, der nur 
vorliegen kann, wenn die Operation \ vieldeutig ist, würde dann 
B ^ A \ C werden. Die Zulässigkeit dieser Annahme findet jedoch 
in der Prämisse (118) keinen Ausdruck, kann auch nicht in dieselbe 
hineingelegt sein, und so muss denn im allgememen stets die ungün* 
stigste Annahme zu Grunde gelegt werden. 

Wenn dagegen die Operation \ eindeutig ist — und nur in diesem 
Falle — so könnte man 7on yomherein B\C geradezu ia£f^\C^A<t 
imd B zerlegen^ wo dann B obligatorisch ist und solche Werthe 
h von B enthalten muss, die in JB* nicht vorkommen und ihrerseits asch 
ohne Beziehung zu. ^ ^ C bleiben. Dann also wird die Oorrelaüoii in 
(119) niemals in Unterordnung übergehen können. — 

§ 02. Fortsetzung. XTebersloht der Schiusefolgerungen und Umkelirbarkeit 
* dneslbeii* 

Zieht man nach den im vorigen Paragraphen aufgestellten vier ' 
liauptregeln aus irgend einer Proposition, in welche ein Ausdruck ein- 
geht nun einen Schluss dadurch, dass man ein Operationsglied dieses 
Ausdruckes transponirt, so wird dieser Schluss sich entweder als mr 
Jcehrhar oder als nicM umkehrbar erweisen. 

So ist z. B. der Schluss' von BC {=) A auf 0(=) A : B ein 
uuikührbarer, da den Regeln gemäss aus der letzteren Propositiuji uoth- 
vvendig wieder die erstere folgt. Dagegen ist der J^chluss von C=^ä:B 
auf BC {—) A kein umkehrbarer, da aus der letzteren Proposition, wie 
eben bemerkt, nur C (=) A : B folgen würde, was mit der angegebenen 
Prämisse nicht identisch ist, wenngleich deren Zulässigkeit natürhcb 
nicht damit ausgeschlossen wird. [Vergl. die Penierkuiig unter (77)]. 

Es ist hiemach jederzeit leicht, einen Schluss in Bezug auf seine 
Umkehrbarkeit zu prüfen. Bei alledem wird man ftbrigens noch anf 
einen Punkt aufmerksam sein mfisseu. 

Will man nämlich für die Conclusion jedesmal das definitir ricb- 
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tige Beziehungszeichen erhalten (oder wenigstens dasjenige, welches 
nach den Regeln des vorigen Paragraphen als solches zu gelten hat), 
so muss man darauf halten, dass die Conclusiou aus der Prämisse 
immer dired — mittelst einer einzigen Transposition, sei es auch eines 
Dividenden (Zählers oder Antecedenten) — abgeleitet werde, nicht 
aber mittelst zweier successiver Transpositionen. 
Will mau z. B. in der Proposition 

= ^ oder auch in B ^ ^ 

den Nenner C isolireu, so könnte man allerdings mit zwei Schritten 
au 's Ziel kommen ; mau könnte nämlich (durch Transponir^n des C) 
zuerst schliesseu: 

und hieraus (durch Transponiren des B): 

C{=)Ä:B. 

Dieses Resultat wäre aber nur provisorisch richtig, denn durch 
directes Transponiren des Zählers Ä in der ursprünglichen Prämisse 
erhält man sogleich genauer und definitiv: 

C^A'.B.- 

Sowohl bei Ein- als bei Vieldeutigkeit der im vorigen Paragraphen 
betrachteten Operation \ und der durch sie in Beziehung gebrachten 
Ausdrücke Aj B^ C ist es nun leicht, anzugeben, welche Propositionen 
von der Form B \ C{=)j ^\ = A nach den Kriterien des § 48. 
zulässig sind. Man kann so für jeden der drei in § 50. aufgestellten 
Fälle eine Tafel anlegen, welche alle demselben zuständigen Prämissen 
enthält und daneben je die beiden nach § 51. aus ihnen fliessenden 
Schlussfolgerungeu angibt. Zur Erläuterung will ich wenigstens für 
den ersten jener drei genannten Fälle, wo sie sich am einfachsten ge- 
staltet, die gedachte Tafel hinsetzen. 

Die Vollständigkeit dieser Tafel — in Bc/ug auf wclclic ich hofl'entlich 
Jiichta übersehen habe — zu controliren, viberUiHse ich dem Leser. Pie Richtig- 
keit der Beziehuugszeichen habe ich (auch in Bezug auf Druckfehler) mit aller 
mir möglichen Sorgfalt geprüft, und kann dieselbe überdies nach den angegebeneu 
Regeln von jedermann leicht verificirt werden. 

Eß gehören in der Tafel immer drei in einer Zeile befindliche Felder zu- 
sammen; das eine derselben enthält die Voraussetzung, die beiden andern die 
Schluesfolgerungen, welche sich daran knüpfen. Jenes (bei den nicht umkehrbaren 
Schlüssen immer das erste Feld) ist mit Pr. (Prämisse) überschrieben, die beiden 
andern mit Cl. (Conclusion^. — Bei den umkehrbaren Schlüssen kann die Pro- 
position eines jeden Feldes nach Belieben zur PrämiBse erhoben oder auch als 
Conclusion angesehen werden, was durch dreifache üebcrschriften angedeutet ist, 
von denen entweder die ersten oder die mittleren oder die letzten durchgängig 
massgebend sein werden. — Hisweilen ist auch das Schliesseu vou der Prämisse 
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auf die oma der ht&äm Concliisionen umkehrbar und das auf die andre mcUL 
Diese Fälle habe ich unter der üeberschrift „tbeilumkebrbare ScUtlBae'* suaammen- 
gestelit und entsprechend mit iloppelien Ueberßchriften versehen — wobei al^o 
die unter Cl. Cl. befindliche Propos^ition allein nicbt als Prämisse genommen wer- 
den darf. Symmetrie halber pind hier in den drei letzten Zeilen die nämlichen 
SchlÜBse zweimal angcschricbeu. — Uienach möchte wohl die Einrichtung und der 
Gebrauch der Tafel keines weiteren Commontars mehr bedürfen. 



Tafel für die Transposition bei Eindentigkeit sämmilicher 

Operationen. 

1) Umkehrbare SehUisse, 





Fr. Cl. Cl. 


Cl. Pr. Cl. 


Cl. Cl. Pr. 


* 

• 


hc = a 




a :b 


hc ^ A 




c =^ Ä ib 


BC^ a 




Ci=)a:B 


BC(^)Ä 




Ci=)Ä:B 


¥r. CL Cl. 


' Cl. Pr. CL 


CL a. Pr. 


Pr. CL Cl. 


CLPr.ClJ CLaPr. 


Be ^ a 




c-^ a :B 


bC^ a 






Be(^)Ä 

0 




c^ÄiB 


bC('^)Ä 







2) Theüumkehrbare Schlüsse. 



Pr. Cl. 


Cl. Pr. 


Cl. Cl. 


' Pr. Cl. 


Cl. Pr. 


Cl. Cl. 


J}C^A \ if ^ ^ 


c=^A',B 


bC^A ^C^Aib 




Bc =4 A 






b C =^ A 


C=^A: h 


)} 


Be=A 


c 




bC^ A \C = A:b 


}) 




C^a:B 


BC^a 


C^a:B\ B=^^ 


BC^a 


B<V 




ff 


C=^a:B 




ff 




C^axB 


fi 


1 C'-^aiB 




ff 
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Pr. 



Cl. 



Cl. 



BC^A 



BC^ A 



i?< ^ \C^A:B 



BC=A 



ii 



tf 



Pr. 


CL 


Cl. 


Pr. 


Cl. 


Cl. 


B^^ 


BC{=)A 


C{=)A:B ' 


A :B 




BC(=) A 


C 


BC^ A 


A :B 


C^AiB 




BC ^ A 






ff 


C^AzB 


ff 


ff 



Bei dem zweiten und dritten Falle des § 50. müssten nicht nur die 
Conclusionen der vorstehenden Tafel an manchen Stellen modificirt wer- 
den, sondern es wird hier auch die Mannigfaltigkeit der zulässigen 
Prämissen eine andere und nicht unbeträchtlich grössere. Die hierüber 
anzustellende Untersuchung coniplicirt sich noch dadurch, dass jetzt 
auch auf eventuelle Scheinvieldeutigkeit der Ausdrücke Rücksicht zu 
nehmen ist. In der That ist es leicht zu sehen, dass eine solche nur 
eiutreten kann, wenn gewisse Operationen vieldeutig sind. Sollen 
nämlich Ausdrücke wie 66', Bc, 6 schein vieldeutig sein, während 
B und C doch wirklich vieldeutige Ausdrücke vorstellen, so muss be- 
ziehungsweise die Messung oder muss die Theilung oder müssen beide 
Operationen nothwendig vieldeutig sein. Denn schon im allereinfach- 
sten Falle: 

B = {hy h^} y C — {c y c^} folgt aus 
6(7= a, resp. Bc — a oder BC ~ a, dass 
hc = &C| = a, bc = biC = a, bc = bcy = 6,c = b^c^ = a 
sein muss, oder dass resp.: 

{c, Cj} =^ a : 6, ^ ^ {6, 6,}, 
a : b ^ {cy c,} =^ a : 6, 

woraus sich die Richtigkeit der obigen Behauptung entnehmen lässt. 
Aus den angeführten Gründen gehe ich nun, vorzüglich im Hinblick 
auf die Raumersparniss, auf diese beiden Tafeln nicht näher ein. 
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i 68. Die Substitution bei Vieldeutigkeit der Ausdrücke; Uebendü«- 
bang* FunoUonen und Fonnoln der letsteren. 

In § 50. smd allerdiogB die Modificaüonen erledigt worden, welche 
an den (im § 46. recapitalirten) Resultaten des Yorigen Abschnittes 
anzubringen sind, sobald einzelne Operationen vieldeutig werden, jedoch 
nur insoferne, als — was dort allein in Betracht kam und auch immer 
das Fundament zu allem üi)rigen bilden niuss — von Hause aus nur 
eindeutige Zahlzeichen dabei zur Verknüpl'uiig herangezogen werdeu. 

Die weitergehende frage nach denjenigen Moditicatioueni welche 
femer bei Heranziehung irgendwie vieldeutiger Ausdrücke sich auf- 
drängen, wurde (in den beiden nächsten Paragraphen) ebenfalls erle 
digt für eine sehr wichtige Sorte von Aufgaben — in Bezog auf alles 
namlicby was mit der Transposition (und mit der Auflösung reiner 
Qleichungen durch dieselbe) zusammenhangt. 

Dagegen ist noch die Frage ofSea, wie wohl die für eindentige 
* Zahlzaiehen gefundenen %tze, als z.'B. die Fnndamentalgesetze (61), 
(62) und (63) für vieldeutige Ausdrücke sich gestalten werden? Wür- 
den wir etwa, wenn ^ c a gilt, dann auch C «> ^ schreiben 
dürfen? u. s. w. 

Es ist überhaupt noch zu uiiter.suL'heii, iuwieferne statt eindeutiger 
auch vieldeutige Zahlzeichen in eine allgemeine Formel eingeführt 
werden kiuineji, mag diese sich nun mit auf inverse oder auch nur 
auf directe Operationen allein beziehen. 

Zur Beantwortung derartiger P>agen muss nun etwas weiter aus- 
geholt werden. £s muss z. B. der Begriff einer Function auch für ein 
vieldeutiges Argument erst vollends klar gestellt werden; femer ha- 
ben wir zu untersuchen, inwiefern von Ausdrücken, die in einer Be- 
ziehung der Werthgemeinschaft zu einander stehen, überhaupt die 
einen für die andern gesetzt werden dürfen. — 

(A). Wenn irgend zwei eine Werthgemeinschaft ausdrückende 

Propositionen in dem Zusammenhang stehen, dass, wie bei: 

Ä (=), >, - B und B C==), >, = 0, 
auf der einen Seite ihres Beziehungszeichens in allen beiden der näm- 
liche Ausdruck steht, so ist zunächst folgendes* die Uebersicht der 
Conclusionen, die sich bei allen möglichen Zusammenstellungen der 
gedachten Prämissen ziehen lassen, indem man in der einen von ihnen 
für den mittlere/i Ausdruck B den in der andern Prämisse zu ihm in 
Beziehung gesetzten Ausdruck substituiri. 

(124) Aus -4 und B^V folgt .wie bekannt: ^ — C. 
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Femer folgt resp. 

Äa^B, B^C 



(125) A^CtMB 
EndHch folgt: 

(1^) A(^)Caxa 



Ä=^B, B^C 



und A^C aus 



A^B, B^q 

A^B, B^d. 
A^B, B^O, 



A = B, Bi=)0 

A^B, B=^C' 
A(^)B, B^C 



wogegen 
aus 



Ä=^B, Bi==)C 
Ä^B, B^C 
A{=)B, B^C 
.l(=)i^, B{=)C 



kein 

Schluss 



A(^)B, .B^C\ 
in Bezug auf A und C selbst gezogen werden kann. 

Die Richtigkeit dieser Behauptungen, dem wiefat^ite töhon in Einleitung 
Nr. SO. hervorgehoben und aeitdem vielfach angewendet worden, sa beweisen, 
unterhat nach den dort gegebenen ErUArangen nicht der geringsten Schwierig- 
keit. Auch köunte roan, um sie dem Gedächtnisse einzuprägen, und namentlich 
um die beiden Fülle ad (1^<>) stets rasch zu unterscheiden, dieselben leicht in 
"uisserliche liegein klcid«'!!; Anwendung dieser Kegeln wäre etwa darauf zu 
achten, ob von den zwei Bcziehuugazoichen sich Bögen ihre liolile (toncuve) Soite 
zuwenden oder nicht, u. s. w. Es wird jedoch fiir diese Anwendungen der Hin- 
weis auf (1-i) bis (126) schon so wie so genügen. 

Die vorstehenden Sätze würden sich noch insofern verallgemeinern 
liissen, als auf einer Seite der einen Ptoposition, statt des mittleren Aus- 
drucks B selber^ unter Umständen auch eine beliebige Function der letz- 
terenstehen dürfte, genauer: das Ergebniss der (operativen) Verknüpfung 
von B mit andern eventuell auch noch vieldeutigen Ausdrücken Temittelst 
irgend welcher ein- oder vieldeutiger Operationen. Ich will mich für 
den Augenblick zum Behufe der allgemeinen Bezeichnung eines der- 
artigen Ergebnisses auch des Functionszeichens f bedienen, dasselbe 
also hier mit fiß) bezeichnen und einen viddeuUgm F%miiknsai»särw^ 
nennen. 

Ueber die einem solchen Ausdruck beizulegende IJcdeutuug kann 
nicht der mindeste Zweifel lierrsclieii^ wenn derscllx' das Argument A 
nur ein mal (als Element oder Uperationsglied i enthält — wie dies 
etwa für t\A) = A' oder für f{A) = Ä B der i?'all ist. Im letz- 

. teren Falle z. B. wird nämlich f ür ^ = {a, a,, o,, •••} sein: 

f(A) ^'{a + B, a^ + BtO^-^B,.,,} , desgleichen allgemein : f(A) 

(127) f{ [n, fl,, ...)) = {/X«), A«,), f{a^)y . . .}. 

Ich möchte für derartige Functionsausdrücke die Bezeichnung als 
emfädterige gebrauchen, so dass wir den Satz hätten: 

(B) Ein hinsiddUd^ eines Argumentes einßeheriger FwncUonsam' 
dmdi stdtt hei Vidäeutigkeit dieses Argumentes die Oesammtheit der 
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Werfhr t'or, urlclic sich ergeben y indem man die Spcelalwerthc des Iii:- 

teren einzeln in den Fnnefionsnusdruek substifiiirf. 

Im Gegensatz da/u will ich unter einem (bezüglich eines Argo 

mentes Ä) mchrfäeheriyen Functionsausdruck einen solchen verstehen, 

der wie A -\- A, wie A . A oder AB -\- AC dies Argument A mein 

als einmal euthält. 

Bei diesem Vorsclilag ziehe ich in Betracht, dass die Bezeichnungen als „ein- 
fache" und „vielfache" Functionen bereits anderweitige Erklärung gefunden haWn, 
dapT'-gen die sonst sehr passenden Bt'neiinuucren als „einfaltige" und „in ehrf altigt'' 
Fuiictionsausdrüoke eines fatalen Aiiklaiiges wegen bedenklich erscheinen könnten 
(was allerdings in meinen Augen nicht der Fall ist). Als „uullt'altig * oder nxdl 
fUAtrig wftie hinnehtfidi emes beslammteii Argumentes ein EnnetaonsauBdnu^ ss 
beseidmen, in weldiem dieses Aignment gar nieht TOrk&me, der lioh abo Iub* 
siolitlich desselben wie dne Gonstante verhielte. 

Bei den mehrfaltigen" Functionsausdrücken könnten imn, ohne 
vorliergegangt'iie Verständigung über die iliiien beizumessende Bedeu- 
tung, verschiedene AnlTassungsweisen berechtigt erscheinen, und will 
ich in diesem Betrett, um nicht abstrus zu erscheinen^ mich zuuäciist 
an ein Beispiel halten. 

Nach der für alle operativen Verknüpfungen Tieldeutiger Ausdrücke io §4«. 
hereUs gegd}enen Erklärung ist unter A-\- B, wenn etwa .A » -^a, a,, o,, . . .}i 
B ^ |&, (i, i^i . . .} bedeutet» xn Terstehen die Gesammtheit der Wertbe: 

a -f &, a 4" o + &t, . . . 



A + B 



«t + ^'i «t+ ^, at + ^'t. . • . 



und denigeniäss steht auch die Bedeutung von A -\- A bereits fest. Die letzton- 
ergibt sich, wenn man im vorigen Krgebiiiss B = Ay z. B. also b — a, b, = a,. 

= ... (unter Voraussetzung der üleichvieldoutigkeit von B und A) werden 
lässt. D. h. es ist: 



die dem zweifilcherigen Functionsausdruck X -\- X füt das Argument X^^A 

beizulegende Bedeutung. 

Offenbar ist dies ein Ausdruck, der nicht TCrwechselt werden darf mit dem 
weniger umfassenden -f a, a, + a,, + ««i • • •}» welcher sich durch Zu- 
eammenfossung derjenigen Warthe ergeben würde, die aus x -f ^ hervorgehen, 
indem man für x die Werthe a, «j, . . . von A einzeln durchgängig einsetzt. 

Falls übrigens die Addition — wie gewöhnlich — commutativ ist, so könuen 
auch in den für A B sowie für A A angegebenen Ausdrücken die Werth? 
weggelassen werden, welche auf einer Seite, z. B. unterhalb der (von links obeu 
aaeh rechts unten gehenden) Diagonalreihe stdien, da sie den ihnen (über diese 
Diagonale) qrmmettisoh gegenüberstehenden gleich w^en; es kann alsdann noek 
etwas einfacher geschrieben werden: 



\ 

\ 
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{a-f-a, a 4-0,, a +«1, ria, a-^-Ot.a +a^, . 

Yergleidit man aber diese AnsdrOdie mit dem laut Defimtion geltenden 
Ftodnete: 

2A»8{a, o,, 0^, ...} » {2a, 2a,, 2as, ...}, 

I M leuchtet ein, dam dorehana nicht etwa: A-j-A^ 2ii, sondern nnr: 

A + A^2A 

geseist werden darf. 

' Aehnlich ist auch nur: A + A-^- A^ d^, u. s. w. mid liest sieh sogar 
Itidit beweisen, dass das Stattfindeo der Oleidiheit zwischen diesen beiderseitigen 

! Amdraekeii nothwendig solche Belationen swischen den Werthen von A selber 
nach sich ziehen würde, ans denen sich die Gleichheit dieser Werthe und somit 
die Eindeatigkat von A ergäbe. 

i Mit Rücksicht auf das yorstehende ist klar, dass bei einem hin- 
I dchtliiih eines Argumentes mehrföcherigen Fnnciionsansdniok, wenn 
dieses Argument sellist yieldeutig ist, zweierlei wobl zu unterscheiden 
sein wird. Die Bedeutung des Functionsausdrucks selbst geht aus den 
in § 47. über die operative Verknüpfung vieldeutiger Ausdrücke über- 
haupt getroffenen Festsetzungen schon von selbst hervor, und ist der- 
selbe ja nicht zu verwechseln mit der Gesammtheit der einzeln den 
Special werthen seines Argumentes entsprechenden AVerthe dieses Aus- 
druckes. D. Ii. für A = {a , a^, a.,, . . .} ist f(Ä) sehr verschieden 
von der collectiven Zusammenfassung der Werthe f{a), f{a^)j f{ci.^, . . . 
[)ie letztere will ich — aus leicht erhellenden Gründen und so lange 
nicht ein passenderer Name vorgeschlagen ist — die Ueberschiehwg 
lies Functionsausdrucks f{x) hinsichtlich des Argumentes x, erstreckt 
'über die Werthe von Ä, nennen, und zum Unterschied von f(A) 
I selbst etwa mit 

(128) {Aa), /(«,), /(«,), . ..} = ^,^,...}, 
oder kürzer, wenngleich etwas weniger genau, mit {A^)s=^} ^ 
zeichnen. [lies: „üeberschiebung von f(^) nach x übör Ä**], 
! Es wild alsdann das Theorem (B) sich in kürzester Weise durch 
die Formel darstellen lassen: 

^129) f(A) « {A^),-=^}> wenn f{x) einlächerig. 

I Dag^gm tritt für den andern Fall nun der Satz ein: 

I (C) Einem hinsichtlich eines Argumentes mehrfächerigen Functions- 
■ ovsdmck ist hei Vicldeutigkeif dieses Ärguincntcs stets die über die Werthe 
des letzteren erstreckte Uehcrsehieinmg dess< lben untergeordnet. Der er- 
stere umfasst die letztere wie ein Rechteck seine Diagonale. D. b, 
es ist; 
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(130) /■({« , , a,, . . .}) > {/'(a), ^a,), /"(a,), . . .}•, 
oder iu noch coiiciserer Schreibweise: 

fiA) ^ {A«),=^} faU« A^»') mehrfächerig. 

Die Versohiedenh^t' dieser Amdrflcke entopringt danuu, dasB beidendts 
« Bwar die aftodiehen beiden Geistesprooesae BnoceinTe, jedodi in der entgegen 

gesetzten Ordnung, vorgeschrieben sind: 

li>iks erat die collective ZuBammenfassung von Argumentwerthen a, a,, a,,... 
und hierauf die Kiusetzung (sososagen Fuuctionalisirung) des Ergebnisses J. jener ' 

ZuBauiiiiciitassiiiM','. 

rechte erst die Einäetzung (i^'uuctionaliairuugj der Argumentwertbe und daua 
die ZuBammeni'assnng der als Sabstitationsergebniss auftretenden Fanctionswerthe. 

Um ol)i«j^eu Satz allgemein zu beweisen, muss man für den Augen- , 

blick auch in dem symbolischen Ausdruck der zu betrachtenden 

Function f{x) das Argument x ebensooft sichtbar anschreiben, als wie j 

oft es in deren Ausdrucke als Operationsglied vorkommt. Man könnte ] 

sich zu dem Ende etwa einer eckigen Klammer bedienen, mithin | 

f{x) = [x, Xy . . .j setzen. Am besten aber wird man die Operations- | 

glieder x, welche in dem Ausdruck von f{x) vorkommen, sicli sämmt- j 

lieh der iieihe nach numerirt denken. Hängt man die gedachten j 

Nummern dann in Gestalt von Indices 1, 2, ... n an jene « an, so 1 

dass also an jeder Stelle, wo ^ als Operationsglied Torkam, dasselbe 

nnn einen andern Index besitzt, so wird dadurch zwischen den ur- 

sprQnglich gleich'en Operationsgliedern eine Verschiedenheit hergestellt 

sein, zufolge welcher der bezflglich x mehrfacherige Functionsansdraek 

f{x) nun als eine Function 9p(^n -c-ii • • • ^n) , a^, , . , x» et- 

scheint, deren Ausdruck einfäeherig.ist hinsichtlich eines jeden dieser 

Argumente. Alsdann ist in der Tliat: 

{/*(a?),=^} = {^(a, a, . . .), 9>(a,, a,, . . .), ^(o,, o,, . . ...}, 
wogegen: 

9(a,, «, . . .), tp{ai,atf . . .), ^(a,, a,, . . .), ... 

J 

bedeutet, und sieht man, dass unter den letzteren Werthen . .) die 

ersteren aämmtlicb Torkommen, und zwar hier bei systematischer 

Schreibweise die Diagonalreihe einnehmen (so wenigstens bei zwei- i 
fächerigen Functionen). Durch Schluss von einem ?^ • ITicherigeu auf 
einen (n 1 l-fliciierigen Functionsausdruck, sowie von einem ni-wev- 
thigen Argunientausdruek A auf einen {uf -f- 1)- werthigen könnte 
dieser Beweis noch vollkommen strenge gemacht werden. 

Um noch ein Beispiel anzuführen, so wird fiir f{x) '^xb-^-xc der Functions- 
ausdruck: 
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Ab + Ac^ {a, «4, o,, . ..| {a, at> Ol, . ..} e«« 

— {abt 0,6, a,&, . . .} + {ac, a|C, a,c, ...}«- 
a&4'OCt ab -^üiCt ab-\rthtCt,.. 

Otb-i-ac, Ot^-j-Oi^i Oi^-h«««» • . • 

eiD| dagegen die Ueberachiebuug nur: 

{{xh -\- xc)^^^} = {«6 + ac, Oii/4-a,c, a,6-|-a,c, ... }, 

Alles dies vorausgesetzt gilt nun weiter der (nahezu selbstver- 
ilandliche) Satz: 

(D) Besteht g%o%sehm O^mehrfaclierigen''), Fu9icH<m8ausdrw^cen die 
. ine aügemeim ZaM x heliäng oft ah ArgimefU en(haUenf irgend eine, 

9fie Werffigemems(^ft ausdrüdcende Fwmd, so rmss auch mischen 
j§m nach x Ober eine b^ti^nge Werthenmenge A ausgedehnten U^fer- 
iMbungen dieser FuncUonmiiisdrüeke die nämH(^ Art von Werth- 
gemeinschaß bestehen* 

In der That wird ans f(x) {=) (p{x), wenn x eine allgemeine Zahl ?ortteUt, 
idgen, dan auch A«)t— ) 9>(«), fM M fM (— ) g»(at)i • • und hieraus 
durch lM>llectiTe ZosammenfiuBiing (nadi § 49., III., Anmerkung): 

/'(««), . -} (-) {»(»), 9(ai), 9(0«). . . . }, 
' das heissts • 

{/(•),=-*}(-) {»(»),=4 ' 

wie SU aeigen war* ünd auch für jedes andere Beriehoagssdehen, welches statt 
(a) angenommen werden mag, ist der Beweis ganz ebenso zu fOhren. 

Nach' den Theoremen (A) bis (D) lassen nun alle eingangs auf- 
geworfenen Fragen sich bequem erledigen. 

Zunächst folgt aus (B) und (D) unmittelbar das Theorem: 

(E) In jeder eine Wer(hgemeinschaft ausdruckenden Formd ist es^ 
gestattet, et» äUgemeines ZaMseu^^en^ das eine eindeutig aufzufassende 
Zahl vorsteäty m ersehen dureh irgend einen (innerhalb des G iiltigkeits- 
hereiches) vieldeutigen Ausdruck^ wo ferne )inr jenes Zahlzeielten heider- 
.scits nieht mehr als ein mal in der Formel vorl:onnnt, d. h. also, wo- 
feni jede Seite tler Formel entweder eiufächerig oder uulliuclierig in 
Bezug auf das genannte Argument ist. 

Wenn sich z. B. für eindeutig bestimmte Zahlen a, &, ... herausgestellt hat, 

(lass allgemein ^h^a ist, so muss noch allgemeiner auch -^& = .äsein, und es 

kann ein derartiger Schluss auch auf mehrere Ai^umente, wenn solche vorhandeui 
[successivo, und somit, da dies auf dasselbe hinausläuft, auch t^leiclr/niti!^] an- 
gewendet werden. Wenn z. B. für eindeutige Zahlen die Formel getunden wäre : 

a^s^ — y so mfisste anoh för vieldeutige Ausdrücke A^ C der Sata gelten: 

dergleichen mehr. 
*8ehrOd«r, L«lirbn«h d. AtifliiB. u. Algvbr». I. 12 
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Seiner Wie litit^keit halber wiU ich dieses Theorem aucli unabhäugig von den 
gebraochien Kunstausdrückeu und Hülfiibetrachtungen fOr ein £xem|»el dlMCt be- 
weisen, und wühle dazu das Associationsgesetz;. Es wird alsdann zu zeigen sein, 
dasa wenn die Formel a(bc) = {ah)c als erwiesen gilt, man berechtigt i£t, die- 
selbe unbedenklich auch auf vieldeutige Auadrücke: A Oi, a,, ..-1, 
J9 =: 1 6, 6,, 6;, ■ . . I , C » { c, Ci, Cf, . . . }■ ansow^Mieii-, und an scbieiben: 
AiBC) = iABjC. 

In der That wird nach dem zur Vorausaetzutifj dienenden Schema: a(dc) == 
~ (ab)c auch für eine bestimmte Zahl a sein, und weiter folgt aus demsolben: 
a,(6c) "° (a|6}c, at{bc) — (a|&)c, . . . Hieraus aber folgt allgemein: 

Aibfi)^{Ab)c, 

da die linke Seite dieser Gleichung gerade die linkseitigen Ausdrücke in den vor- 
angegangenen Cileic-hungen umfagst und eVtenso die rechte Seite derselben den 
Inbegrift' ihrer rechtseitigeii Ausdrücke vorstellt. 

iu derselben Weise aber kann mau von da weiter schliessen: J. (t^ c) = 
■B {Abi)c, Aib^c) = {Abf)Cj . . nnd somit: 

A{Bc) = {AB)c, 

sodann endlich auch: A(Jici) = (yli^' c, , A Bct) iAB)c^, . . und hieraus: 

AiBC) = {AB)C, 

wie zu zeigen war. 

Ebenso würde — ura auch ein Exempel mit nullfaltigem Ausdruck (auf ^ 
einer Seite der Formel) anzuführen — aus a" — 1 nothwtudig auch A'^ = 
= <[a", «i", f/j", . . .| — -^1, 1, 1, . . = 1 folgen, und lieÄse überhaupt durch die 

an den vorstehenden Beispielen auseinandergesetzte Methode sich auch leicht die , 
allgemeine Gültigkeit des Satzes (Et direct nachweisen. — 

VV enn« dagegen auf der einen oder auf beiden Seiten einer die 
allgemeine Zahl x onthaltendeu Formel mehrfacherige Funcüonsaus- 
drücke in Hinsicht dieser Zahl stehen, so haben an Stelle von (£) 
andere Theoreme einzutreten, deren Aufstellung ich nm die gegen- 
wärtigen Untersucliangen nicht allzuweit auszudehnen zu einem Theile 
dem Leser Uberhissen will. Mir gentigt hier schon die Angabe und 
d^r Beweis des Satzes: 

(F) Wenn eine Proposition y die den Charakter emer aügmeim 

Formel trägt, links einen niehrfächerigen, rechts eitlen höchstens etn- 
fächerigen Functionsdusihnck in Hinsiclit von a mthält, so ist es ge- 
stattet, dies Argument a durch rinen beliebig rieldeutigoi Ausdruck A i» 
der Formel ^u ersetzen, ivoferne nur das ße.:ieliungszeiclieii de^' letzteren 
eventuell nach folgender Vorschnß abgeändert ivird: 

Die residtirende Formel hat das Zeichen^ ^ u erhalten, icenn das 
Bezieh migszeichen der iirs^niinglichm selbst ^ oder == ivar, dagegen 
gdnihrt ihr das Zeichen wem jenes selbst («) oder ^ war, 

Ist also f{a) mehr- und qp(a) höchstens einfächerig, und gilt entweder 
f{a) -» «p(a) oder f(a) ^ <p(a), so folgt: f(A) ^ (p(A). Gilt dagegen f{a) ^ tp{a) 
oder aber f{a) (— ) tp{a), ao folgt nur: f{A) (=) tp{A), 
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Beweis, Eb ist jedenfallä, wenn: 

(131) f{ä) =, ^ <)p(a), auch reap. {A«),=^} =, > {v{^)z=a} » 

uud ebenso, wenn: 

(132) A«)<, (=)<P(«), auch resp {/"fr), ,} (=) {(p(.rV„ 

da beim Schlüsse vou Functionen eiudeutiger Arguuieute auf deren Uoberschie- 
bungen Aber ein vieldeutiges Argument die BeriehungsEeichen aller Formeln sieh 

nach (D) stets unverändert erhalten. Femer ist nach (C) nnd nach (B): 

(133) {Aa:),= ^}=€/(^). sowie {v{x)^^^}=^q,U) 

nnd hieraus ttest sieh nach den l^eoremen (A) in Verbindung mit (131) in der 
That f{Ä) ^ q>{A), in Verbindung mit (182) offenbar nnr f{A) (»») tp{Ä) schlies- 
sen, q. e. d. 

Um dieses noch direct durch ein einfaches Beispiel sn erläuton, so sei etwa 

die Formel bekannt: ^(nh)^ah. Alsdann würde der Satz ^. (iV^&) » a& im 

allgeuieinen falsch sein. Denn schou, wenu iV^ auch nur die beiden Werthe n, 
besitzt, 80 haben wir: ' • 

"j •{"».". 4 = !:<"*) •"<-.»). -(«*)- ";(».»)}. 

worin nun blos der erste und der letzte Auadruck sich uotbwendig zu ab redu- 
ciren muss; wir erhalten demnach: 

in Uebereinstinimung mit obigem Theoreme. 

Durcli Anwenduii«^^ der vorstehenden (iriUHls;it/e, iianienilich von 
(E) und (F) ergibt sieh nun , diiss sowohl im ersten'' als ancli im 
,,zweiten'' 42iid im ,,dritteu'' Falle des § ÖO. die Theoreme bestehen: 

Da mithin diese Gesetze für alle drei Fälle identisch sind, so er- 
scheint es — im Hinblick auf den verschiedenartigen Charakter der 
Benehnngszeicheni welche sich für ebendiese f^le bei den Trans- 
positionsregeln ergeben — wahrscheinlich ^ dass es hier nicht möglich 
sein durfte, ein dem § 43. des vorigen Abschnittes entsprechendes Ver- 
fahren durchzufahren, nämlich die Herleitung der allgemeinen Trans*- 
positionsregeln auf die Theoreme (134) zu granden. — 



Viertes Kapitel. 

Oesetie der YerMndang sämmtlieher Openitioneu miteiiiAiider. 

§ 54. Orientirung. 

Nachdem wir in den beiden vorigen Kapiteln nach ihrem Begriffe 
sowohl als nach ihren Grundeigenschaften diejenigen Operationen ken- 
nen gelernt haben, zu welchen man, von der Addition ausgehend, 

12» 
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durch fortgesetzte Iteration (Wiederholung) und Inversion (Umkehrung) 
gelangt, bleibt ons nunmehr noch der Gesichtspunkt der CombinaHon 
(Verknüpfong) zn erschöpfen^ d. h. wir haben die ChsetBe der ai^ebm- 
sdtm €peraHonm tu ihrer gegenseUige» Vethmärng an&nsuchen. 

Es sind diese Gesetze die logischen Cousequenzeu der erwäliuteii 
in jenen beiden Ka]iiteln gegebenen Begritlsbestimmungen ; denselbeii 
werden diese BegriÜ'sbestimmungen nebst den bereits daraus abgelei- 
teten Grundeigenschaften zur Vorausseteung , zu Prämissen, dieneu. ' 
Die gedachten Prämissen sind aber ein Mannigfaltiges; man kann sie, : 
wie es in der That im übernächsten Abschnitt geschehen wird, auf- 
zählen, und im Hinblick darauf werden sich nun ewei Wege zur Be- 
handlung der in Rede stehenden Gesetee darbieten — Wege, die hier 
in der That nacheinander eingeschlagen werden sollen. 

Bei der ersten BehaiiiHuufrsweise wird'es uns nur darum zu tliuu 
sein, die gedachten Gesetze so, wie sie sich in Wirklichkeit für die 
gemeinen Zahlen gestalten, kennen zu lernen, und werden wir zu dem 
Ende alles frühere ohne Unterschied benutzen, wir werden die bis jetzt 
gewonnenen Prämissen vereint — in ihrem gegenseitigen Zusammen- 
hange genommen — als Grundlage für die weiteren Schlussfolgerungen i 
annehmen. Die Resultate, zu welchen man auf diese Weise gelangt, i 
bilden zwar für das weitere Eindringen in das Gebiet der gemeinen ' 
Algebra eine hinlänglich genügende Vorschule; doch zeigt in dem ^ 
Ueberblick dieser Resultate sich Tielfaltig ein Mangel an Symmetrie, 
eine ünebenmässigkeit, welche den genauer zusehenden unbefnedigt 
läset und auffordert, sich Rechenschaft Yon derselben ku geben. Die 
Aufschlüsse aber, welche in dieser letzteren sowie noch in mancher 
andern Hinsicht zu wtinschen sind, ergeben sich nun durch die Betre- 
tnng des zweiten Weges. 

Bei dieser andern Behandlungsweise kommt es uns darauf an, die 
Art zu erkennen, wie sich die Resultate nach den Voraussetzungen 
gruppiren, aus denen sie als Oonsequenzen henrorgegangen sind; wir 
werden hier die Voraussetzungen s^riren, um ihre Oonsequenzen 
gesondert zur Anschauung zu bringen. Kicht nur lässt auf diese Weise 
die Torhin erwähnte Unsymmetrie sich auflösen, nicht nur treten so 
die wahren Analogieen zwischen den verschiedenen Operationsstnfen 
vollkommen deutlich* zu Tage, und wird gewissermassen die innere 
Einheit dieser Operationsstufen erkennbar, sondern es wird zugleich 
damit auch denjenigen Untersuchungen voigebaut, die sich auf noch 
andere mögliche Zahlengebiete (ausser dem der gemeinen compk^xen 
Zahlen) beziehen und wird überliaiipi der Grund zur eigentlichen „for- 
malen'^ odev absoluten Algebra gelegt. 
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Im Gegensatz zu dieser zweiten zimächst formaUn Behandlungs- 
weise will nun die entere als .die recÄ$ oder materiale be- 
zeichnen. 



1. Die OperatLonenverknüpfung in raaler Hinsicht behandelt. 

Kommen überbau pt melirere Operationen miteinander rerbunden 

vor, so werden dieselben theils nebeneinander, theils hintereinander 
auszutulupu sein; aber mau erkennt leicht, dass der einfachste Fall 
iiud zugleich das Element der ganzen allgemeineren Untersuchung in 
der Aufgabe besteht^ die Verknüpfung von drei Zaliien durch swel 
(sucLOssive') Operationen zu bewerkstelligen. Wir haben also zunächst 
'lurch eine (er?;te) Operation zwei beliebige Zahlen a und h miteinan- 
der und dieses Ergebuisa durch eine zweite Operation mit einer dritten 
Zahl c verknüpft zu denken, wobei die letztere c entweder schlechthin 
gegeben oder ebenfalls als ein Operationsergebniss bestimmt sein kann. 
Es werden sodann die Fälle aufzustellen sein, in welchen anstatt dieser 
OperationsYerbindung aoch andere einfache Operationenfolgen ' aus- 
geführt werden kdnnten, welche der vorigen äquivalent sind, d. Ii. zum 
niunlichen Resultate führen. 

Die Relationen, welche etwa für die Verknüpfung von nur »um 
Zahlen mittelst einer oder zweier Operationen verlangt werden konn- 
ten, sind in Gestalt der beiden Commutationsgesetze (1) und (14), so- 
wie der Formeln (54), (56) und (59) des vorigen Kapitels bereits voll- 
ständig erledigt. 

Wir schn^ten daher sofort zu der 

Verhi))</un(j von drei Zahlm durch zwei (Jjh rationen. 

Den Uebergang bilden diejenigen Formeln, bei welchen auf der 
einen Seite des (tleichheitsz«'icliens drei, auf der fmdern nur zwei 
Zahlen vorkonmien, indem die dritte Zahl sich heraushebt. Diese 
weiden wir deshalb in dem nächsten Paragraphen voranstellen. 

§ 55. Die UmformuninBregeln für algebraische Ausdrücke. Besolviren 

und Reduciren. 

Die algebraischen Ausdrücke: Differene, QwrHenif WurMd und 
Logarithmus, welche die Ergebnisse der vier inversen Operationen vor- 
stellen, lassen sich mit Hülfe einer beliebigen Zahl so un^ormm, dass 
sie dabei ihren Charakter und ihren Werth unverändert beibehalten. 

Die Regeln, nach welchen dies geschehen kann, werden durch die 
i'ormeln ausgedrückt: 
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(135) 



a — 6 « (« -f- n) — (6 + »), 



a a . n 

b ""6 . n' 

Ä/ — b . n 



und niü^eii t'lwa wir tn]L>< in Wurte gefasst wj-nleii: 

Der Werth eiutr Dtfjirois bleibt nngeätidert , nenn man Minuend 
und Subtrahend derselben um cim beliebige aber die gleiche ZaJd ver- 
melirt (oder vermindert). 

Der Werth eines Braunes bleibt ungeändert, wenn man Zähler nnd 
Nenmr desselben mit emer beliebigen aber der gleichen Zahl mumpH- 
eirt (oder dividirt). 

Der Werth einer Wursd ändert sich nicht, wem man den Wwrsd- 
ejßptmenten mü mter beliebigen Zahl muHUpUdri und mgleich den JStuK- 
canden auf die Potenz dieser nämUehen ZaM erhebt (desgleicben aneb, 
wenn man die entgegengesetzten Operationen ausfahrt , nämlich den 
Wurzelexponenten durch eine Zahl theilt und mit derselben Zahl die 
Wur^^elgrosse radicirt). 

Der Werth eines Logarithmus ändert sieh nicht, wenn man dessen 
Basis und Nuincrua mit irgend eimr Zaid potensirt (oder auch ra- 
dicirt). 

Im Gegensatz zum Werths aber ändert sich die Form der ge- 
nannten Ausdrücke bei Anwendung der obigen Sätze. 

Findet diese Anwendung im Sinne von vorwärts statt , geht man 
also von der linken Seite der Gleichungen (135) zur rechten über, so 
sagt man, der ursprüngliche (links stehende) Ausdruck werde erw^ltfl 
oder restMrt. Hingegen wenn man diese Sätze riU^cwärts anwendet 
(wie es die in Parenthese beigefügten Regeln besagen), wenn also eis 
gegebener Ausdruck, welclier einem der in (135) rechterhaud «tehen- 
den nacligeljildet ersclieint, aut" die Form des liiikerliand steheDdeu 
gebracht und so in einen eini'achereii verwandelt wird, so heisst diese 
Operation das Kilrscn oder Meduciren des gegebenen (rechts dar- 
gestellten) Ausdruckes, 

Ueber die Vei-wandtBchaft des Sinnes, in weh lu-m sonach diese Benennungen 
bei den Ausdnickeu und bei den (jleiehungea augewuudet werden, vergl. § 45. 

8o ist beispielsweise die Difterenz 12 — 7 mit 3 erweitert 

— (12 + 3) — (7 + 3) == 15 - 10, und mit 3 gekürzt = (9 + 3)- 

— (4 -|- 3) OB 9 — 4. Desgleichen kann der Quotient 56 : 14 mit ^ 
resolvirt werden zu (2 • 56) : (2 • 14) » 112 : 28 und mit 7 redndrt xn 
(7 - 8) : (7 • 2) s 8 : 2. Das Erweitern kann, wie man sieht, auf od* 
zählig viele Arten geschehen, hingegen ist das Kürzen überhaupt aicht 
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immer möglich, weil dabei iiiverse Operationen j^efordert werden, und 
die Anzahl der Arteji, aiil" welche es geschehen kiinu, ist in jedem 
Falle eine begrenzte. In der That kann man ohne Ende fort erweitern; 

5 — 3«6 — 4«7 — 5«8 — 6«-9~7 = 10 — 8«..., 

12 : 6-^«» 24 : 12 36 : 18 « 48 : 24 — 96 : 48 -» . - , 

dagegen nur wie folgt kürzen: 

5 — 3 = 4 — 2 = 3 — l, 

12 6_ 4^ 2^ 

6 3 2 1 * 

Ein mehreres hierüber ist in der Lelire von den Brüchen im 
dritten ßande nachzusehen. ^ 

Wir schreiten nun zu dem Beweis der Formeln (135). 

Der fieweis einer Formel, in welcher iuyerse Operationen vor- 
kommen, wird am einfachsten geführt, indem man die sogenannte 
Frohe machte d. h. nachweist, dass auf der einen Seite der Gleichung 
eben diejenige Zahl steht, welche durch den Ausdruck auf der andern 
Seite der Gleichung vorgestellt wird. 

Um z. B. die erste Formel (135) zu beweisen, bedenke man, dass 
die rechte Seite der Gleichung diejenige Zahl vorstellt, welche zu 
/; 4" addirt a + n liefert; man braucht also, da es nach § 40. nur 
eine solche Zahl geben kann, blos zu zeigen, dass auch die linke Seite 
der Gleichung eine solche Zahl ist, welche zu b -\- n addirt, a -f- gibt. 
Zu diesem Zwecke nehme man die linke Seite der Gleichung, addire 
sie zu b -\- Uj oder was dasselbe ist, addire b -}- n zu derselben, und 
suche durch Anwendung schon bekannter Sätze darzuthim, dass a-\-n 
herauskommt. 

In der That ist nun: (a — b) + (b + ») — {(a -b) + b}+n, 
da nach dem Assodationsgesetze eine Summe auch addirt werden kann, 
indem man ihre Glieder nacheinander addirt> und dieses ist =s a -f' ^> 
weil entgegengesetzte Operationen nach § 42. sich zerstören. 

Der ganze Beweis der ersten Formel (135) kann also durch die 
eine Zeile ausgedrückt werden: 

(a-6) + (6+n)= {(a - 6) + 6 } +n « a + n. 

Ganz ebenso ist der Beweis der zweiten und der folgenden For- 
• mein (135) in nachstehenden Zeilen geleistet: 

I .(6.»)«(|-.6).n-=a.», 

(^i)' -i(^)r-«-. . 

(6») «VJ /— a, 
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und man aieht leichti welche Sätse beim Uebergang über ein jedei 

Gleichheitszeichen zur Anwendung kommen. 

Eb mag beilftofig auf den eigentbfimliohen ümatand aufmerkum gemadit 
werden, daae die dritte der obigen Formeln (186) mit den drei andern nidit zn 
harmoniren sclieint. Denn w&hrend bei der Umfoimong die Operationaglieder 4« 

drei andern Ansdrücke: a — ^^^^ durcb die ftämliehe Rechnnngiait 

mit der willkürlichen Zahl n verknüpft werden, geschiebt das bei den Üperatioos- 

gliedem des Ausdruckes durch verschiedene Rechenoperationen. An Stelle 

des dritten Satzes möchte man — nach der Analogie mit den übrigen an aohlie»- 
sen — vielmehr den Sats erwarten: 

Eine Wurtel bleibt ihrem Werthe nach imgeändert, wenn man Badicand «fui 
Wurzelexjjonent mü irgM einer Zähl expanengirt (oder logarithmirt), wie es 
etwa die Formel aosaprechen wtirde: 

Diese Vermnthnng erweist sich jedoch als eine unrithtige, und der Gnmd 
dieser anffallenden Abweichung tritt klar hervor, sobald man sich von den SftUeD 
Rechenschaft gibt, anf welchen der Beweis der sKmmtfiohen Formeln beni]iii 

Der Beweis der beiden ersten Formeln erscheint ganz nach Belieben ent- 
weder auf das Associations- oder auf das ('ommutationsgo^et'/ rre^^fützt, soreme 
dasselbe sich auf die Addition resp. Multiplication von drei UperationsgHedern 
liezioht [vi'. (X\ und : \), sowie (15) und (161]. Wnlchfg von beiden Gc^^ctzen an- 
(^C'/.o^cn wird, liäii^'t lediglich davon ah, wrkhch der beiden eonimutativeu Ope- 
rationaglieder man ain das ert>te zu. schreiben beliebt. So z. B. könnte mau für 
die awdte Formel (135) den Beweis auch statt der obigen durch die folgsnde 
Zeile leisten: 

in welcher statt der assodativen Eigenschaft der Multiplication; a{be)^{ah)e 
die erwähnte commntative {ah)c^ (ac)h zur Anwendung kommt^ *■ 

Der Beweis der vierten Formel I beruht ftbnUch — indessen anssohlieBslich— 

auf der cummutativcu Eigenschaft der roteuziruug: , und dass für 

die Wurselanssiehung die oben vermuthete Former nicht gilt, liegt — wie leielit> 
zu sehen — einfach daran, dass der Potensirnng die analoge assodative Eigeih 

Schaft: {a^y z=:^ a^'^^ maugelt. Der Beweis der dritten Formol (135) muflste des* 
halb auch auf einem Sahte von ganz andrer Natur beruhen. — 



§ 56. Fortsetzung. Transformation von Iiogarithmen in veraohiedensn 

Systemen. 

Zur Ue))iiii<i; kiiiiii man auch noch folgende Formeln, unter wel- 
chen ich diu Formeln (135) der Ue])ersicht halber noch eiamal mit 
augefülut habt}; als Sätze aussprechen und beweisen: 



Digitized by Google 



I. Die Operationenyerkiiüpfiug ia realer Hinsicht bebanddlt. 185 



a 



a an a h n n a n ,» / .«x » *> 



»log (»") -= log y n , 



b bn n' H b ' a n b 

a . 6 « (a») . ^ — . (6») — (a») : ^ — tft») : ^ — lig" = lig (n*). 



6 A 



l^g « - l^g (a-) = \o^'i/ä (log ») . iJg a = - " , 

log h log n 

Alle 35 die willkflrliche Zahl n enthaltenden Ausdrücke smd hier 

einzeln, dem liukerhaud stehenden von n befreiten Ausdruck pfleich- 
<2:esetzt V.W clrukeu; unter sicli (lii<^c<jr(Mi Kuniien die ersteren Ausdrücke 
uiclit immer verjjflii lieii werdou, weil sie nicht immer gleichzeitig einen 
8inn besitzen, sondern inanchmal die Bedingungen, unter welchen die 
im einen und die im andern Ausdruck angedeuteten inversen Opera- 
tionen ausi'ührbar sind, einander gegen.seitig uusschliesseu. So dür- 
ien beispielsweise die beiden Ausdrücke (a — n) — (6 — n) und 
hl — h) — (n — a) deshalb nicht einander gleichgesetzt werden, weil 
die Subtractionen n — h nnd n — a immer dann unmöglich sind, 
wenn die a — n und b — n sich ausführen lassen, und vice versa. 

Die obigw (in der Zeitschrift für mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Unterricht, Bd. 2, pag. 410) zuerst vollständig von 

mir zusammengestellten Formeln (136) zeigen nicht nur in analoger 

Weise zu (135), wie auch die Resultate der drei directeu Oj)erationen: 
Summe, Prodiid und Fotcn^ als solche umgetornit werden können. 
Sie lehren überhaupt erschöpfend, auf w^dcherlei Arten es mJ)glicli ist, 
die Operation.'sglieder eines der 7 algebraisciien Elonientarausdriieke 
mit einundderselben beliebigen Zahl n je durch eine der 7 Elenientar- 
operationen so zu verknüpfen, dass ein gewisser aus diesen beiden 
Ergebnissen zusammengesetzter Elementarausdruck den nämlichen 
Werth erhält, wie der ursprüngliche von n unabhängige JBlementar- 
ausdruck. 

Diese Formeki; m. a. W., geben die Beantwortung der Frage, auf 
welche Weise zwei beliebige Zahlen a, h mit einer dritten », und die 
beiden Ergebnisse miteinander, so durch Elementaroperationen sich 
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▼erknüpfen lassen, dass die willkürliche Zahl n sich weghebt und ein 
da?on unabhängiger filementarausdruck herauskommt. 

Hervorzuheben sind unter jenen Formeln (136) namentiieh fol- 
gende: 

(137) liga^ (,Sg„) .iSga-ikf = !k2, 

log 0 log f» 

weil sie lehren, irgend einen Logarithmus auszudrftcken durch lauter 

Logarithmen von beliebig gegebener Basis, oder abw durch solche von 

einem gegebenem Numerus. Das erstere Geschäft wird auch der Ueber- 
gang aus einem Logaritlnnensiisiem in ein anderes geijaniit, indem alle 
Logarithmen von übereinstimmender Basis zu einem Logarithmemptehi 

gerechnet werden, und die ebendies leistende Gleichung: loga« 

« kann als öatz iu folgender Fassung auswendig gelernt werden: 
log b 

Der Logarithmus einer Zahl in ei)iem bestimmten' Systeme ist gleich 
dem LogariÜmus seittes Numerus geÜieiU durch den Logarithmus seiner 
Basis in irgend einem andern Systeme, 

Man kann jedoch die sämmtlichen Formeln (137) auch leicht da- 
durch mnemonisch machen, dass man die Analogie derselben mit den 

unter (136) mit enthaltenen: 
» 

' h n b n*n~6*a 

bemerkt. Diese gehen nämlich aus jenen dadurch hervor, dass man 
den Numerus durchweg als Zähler und die Basis des Tjotrarithmus als 
Nenner eines Bruches schreibt (oder auch umgekehrt). Darnach kön- 
nen denn auch — rückwärts schliessend — aus den Identiiäteu (138), 
welche aus der Lehre von den Brüchen jedermann gelaufig sind, leicht 
die für die Logarithmenrechnung wichtigen Formeln (137) abgeleitet 
werden, indem man den Zähler jedes Bruches dwrehw^ als Numerus^ 
dm Nenner als Basis eines Logarithmus sehreiH (oder umgekehrt), und 
das nutÜere Multiplications- oder Divisionszeichen unyerandert stehen 
Itet. 

Die gedachte Analogie der Logarithmen mit den Brüchen erklärt 
sich leicht daraus, dass nach anderen von den Formeln (136) jeder 
Bruch direct in Form eines Logarithmus, und umgekehrt geschrieben 
werden kann. 

Der Beweis der Formeln (187) soll — ihrer späteren Wichtigkeit 
halber -- noch beispielsweise an;j;efiihrt werden: Erinnert man sich 
an die Bedeutung der linken Seite, so ergibt sich für die erste Glei- 
chung (137) der Beweis: 
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bei welchem nur von dem ilritten CJesetze der Poteuzirung (§ 26.) und 
von der Definition (54) des Logarithmus Gebrauch gemacht ist. 

Aus der ersten Gleichung aber folgt die zweite und dritte, indem 
man entweder h mit n, oder a mit n vertauscht, und den einen Factor 
von der rechten auf die linke Seite bringt. 



§ 57. Gesetze für die Verbindung der Operationen erster Stufe unter 

Bich. Ueberblick derselben. 

Sollen drei Zahlen durch zwei Operationen er.ster Stufe fortschrei- 
tend verbunden werden , so müssen diese Operationen entweder beide 
Additionen sein, oder sie müssen in einer Verknüpfung einer Additioji 
mit einer Subtraction in irgend einer Folge bestehen, oder endlich in 
einer Verknüpfung zweier iSubtractionen miteinander. 

Wenn man nun auf diese drei genannten Arten alle möglichen 
Verbindungen der drei Zahlen a, b, c wirklich herstellt, und zusieht, 
welche von den resultirenden Ausdrücken sich allgemein — so oft sie 
nur einen Sinn besitzen und die vorkommenden inversen Operationen 
ausführbar sind — einander gleich herau.sstellen, so erhält man die 
nachstehenden drei Gruppen von bezüglich 12, 8 und 4 unter dem 
angegebenen Vorbehalt einander äquivalenten Ausdrücken: 

Ia + (6 + r) = 6 -f (c + a) = c + (a + 6) = 
= a + (c + 6) = 6 + (a -f 6) = c + (6 + a) = 
^(c + h) + a = (a-{-c) + h = (h + a)-\-c = 
= (6 -f o) + a =^ (c + a) + 6 = (a + h) + c. 




(a-\-h) — c = a-^-ih—e) = (a—e)'{-h = a — (c — 6) = h—(c— a) = 
= (b-\-a) — c = (b — c)+a = b-\-(a — c). 



(141) ' a — (6 + c) = (a — 6) - c = (a — c) — 6 = 
^ \=a — (c-\-b). 

Eigentlich wären der zweiten Gruppe noch zwei Gruppen von ebensoviel 
Gleichungen anzureihen, welche jedoch aus jener auch hervorgehen, indem man 
die Buchstaben a, b, c cykUsch (cf. § 13.) oder aber einmal a mit c und «;inmal 
h mit c vertauscht. Das gleiche gilt für die dritt« Gruppe bezüglich der Vertau- 
Bchung von a mit 6 sowie mit c. — 

Bei jeder von diesen Gruppen habe ich diejenigen Ausdrücke 
untereinander geschrieben, welche durch blosse Anwendung des Com- 
mutationsgesetzes zweigliedriger Summen aus einander abgeleitet wer- 
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• 

den können; es dürfen folglich die aiff die ersie jedesmal folgenden 

Zeilen, welche 9^ 3 und 1 Ausdrücke enthalten/ fortan unberücksich- 
tigt bleiben; 

Von den übrig bleibenden Gleichungen ferner swischeu 3, 5 und o 
Ausdrücken haben allein die beiden folgenden: 

(142) a + (6 - c) — a — (c — 6) und (a - c) + 6 « 6 - (c - a) 

niemals ei^en Sinn, weil entweder die Subtractioii lijikerhaml oder 
die im innern der Klammer rechterhand iijiaustiilirl;)ar ist. Oültig- 
keit können (lie-scllieii erst spater — bei der Einführung der neuativeo 
Zahlen — erhalten, und einstweilen siiul eben die Ijetreifenden Aus- 
drücke nicht einander, sondern nur den übrigen, etwa alle dem ersten 
Ausdruck einer jeden Gruppe gleichgesetzt zu denken. '• — • 

Wenn wir nun zunächst über die Anzahl der unser Kenntuiss- 
bereich erweiternden und zu den frfiheren als wesentlich neu hinzu- 
tretenden Sätze in s klare kommen wollen, so liegen auf den ersten 
Blick im ganzen 2 -f- 4 -f~ 2 8 von einander unabhängige Gleichon- 
gen uns. Diese sind jedoch keinesweges als Ausfiuss von eben- 
soviel selbststandigBn und neuen Theoremen zu betrachten. 

Vielmehr liefert uns oft ein einziges Theorem auf einmal zwei von 
diesen Gleichungen dadurch, dass man eine Operation, welche das 
Theorem für ein Glied der zweigliedrigen Summe vorsehreibt, sowoU 
mit dem einen als auch mit dem andern Gliede gesondert vornimmt, 
dass man ni. a. VV. den Satz nicht nur auf das eine, sondern, wozu 
man ebensogut bereclitigt ist, auch auf das andre (ilied der zwei- 
ghedrigen kiiminie anwendet. Die eine der beiden aus dem Theorem 
so hervorgclienden < ileii liuiigen kann alsdann aus der andern abgeleitet 
werden, indem man enitach die Namen der einzelnen Zahlen verändert 
d. h. ein paar Buchstaben miteinander vertauscht. 

Dies ist zunächst der Fall mit den beiden Gleichungen der erstep 
Gruppe (139), von welchen wir wissen, dass sie (nächst dem Commu- 
tationsgesetze für zweigliedrige Summen) aus dem einzigen Associatwns- 
gesetße der Addition entspringen.. Da überdies diese Gleichungen langst 
bekannt sind, so können wir die .erste Formelgruppe als bereits erl^ 
digt betrachten. 

Bei der zweiten Gruppe von 4 Gleichungen (140) geht ebenfalls 
die zweite Gleichung aus der ersten und die vierte aus der dritten auf 
die genannte Weise hervor und bildet mit ihr zusammen jedesmal Dur 
ein neues Theorem, und das nämliche ist endhch auch der Fall bei 
den 2 Gleichungen der dritten Grupjte (141). 

In der That folgt aus der ersten Gleichung (140): 

(a + 6) — c « a + (6 — (?) 
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furch VertaiiBchimg der Bnehstaben a und h (vergleiche Einleitung; 

>ag. 43): . . . . 

)der durch beiderseitige Anwendung des Commutationsgesetzes : 

(a + 6) — c = (a — c) + &. 
Da nun in der eisten und letzten Gleichung die linken Seiten 
Ibereinstimmeny so mf&ssen auch die rechten einander gleich aein, oder: 

143) • . a + (&-.c) = (a — c) + 6, 

AUS die zweite Gleichung (i4üj ist, die aus der ersten abgeleitet wer- 
ieu sollte. ■ • 

Ebenso hat man, wenn die dritte Gleichung' ^140): 

(a + b) — c es a — (e — b) 
bestehi^ mit demselben Rechte auch: 

(6 + a) — c = 6 — (<J — «)> 
woraus die vierte Gleichung (140) folgt : 
(144) a — (o — 6) — 6— '(c — a). 

Und endlich mnss die erste Gleichung (141) » 

a — (& 0 = (a — h) — c, 
wenn nun b die Zaiil gemumt wird, die bisher c hiess und umgekehrt^ 
die folgende Gleichung nach sich ziehen: 

(c + b)'^(a — c) — b, 

welche ebenfalls für ganz beliebige- Zahlen b und e, also auch ftlr die 
ursprünglichen Werthe derselben, gültig isi Durch Veigleichung mit 
der vorigen ergibt sich dann wieder die zweite Gleichung der Gruppe 

(141): 

(145) (a-^i) — c==={a — c)~b 

als Folgerung aus der ersten. 

Damit ist nun erkanni^ dass wir in der That nur mehr drei neue 
selbetiiiidige Satze zu beweisen haben werden, als deren Repräsen- 
tanten man die Formeln ansehen kann: 

il46) (a-\-h) ~c = a-{-[h — c), 

< 147) (o + 6) — c = o — (c — 6), 

(148) a_(6 + c) = (a — fe) — c. 

Mit Inbegriff des Assoriationsgesetzes werden also die in der 
l el>eräclirift dieses Paragraphen angeführten Gesetze — abgeselien \oii 
ilem Commutationsgesetz für zweiglie(hige JSnmmen — durch rier 
selbständige Sätze ausgesprochen, deren jeder einer doppelten An- 
weudang fähig ist. 
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Ich schreite nun dazU; diese Satze zu beweisen und aus derZeieben* 
«Sprache in die Wortsprache zu Übersetzen. 

§ ($8. Beweis und Fomrallraiiff der 8&tse im einaelnen. 

Um die erste (14ü) jener i?'ormeln: 

(a + 5) — c ■« a + (6 — c), 

welche von associativcni Charakter ist, zu b(i^veisell, braucht man nur 
zu zeigen, dass die rechte Seite der Gleichung diejenige Zahl ist. 
welche zu c addirt a -\- h gibt, da ja die linke .Seite der Gleichung 
gerade diese Zahl voi^tellt. Zu diesem Zwecke nehmen wir die rechto 
Seite der Gleichung, addiren sie zu oder (was auf dasselbe hinaus- 
läuft) c zu derselben, und sehen zu, ob wirklich a-^-h herauskommt. 
Dieses erkennt mau aber leicht durch Anwendung zuerst des Asso- 
dationsgesetzes und dann des Satzes von der Vernichtung (Aufhebung) 
entgegengesetzter Operationen in folgender Weise: 

{a + (6 - c)} + c = a + { (6 - c) + c} = a + 6, 

q. e. d. In Worte gefiisst lautet die nun bewiesene Formel, vonrarfcs 

gelesen: 

(A ) Ansfnft rhic Zahl van ein«'}- Summe zu suhtrahirm, kann man 
diese Zahl auch von ci)u'm (tllfdr der Summe abüiehen und das Er- 
gebniss (den Rest) zum andern Gliede addiren', 
rückwärts gelesen: 

(ß) Anstatt eine Differenz zu einer Zahl zu addiren ^ homn num 
auch den Minuenden dieser Differeng 0U der Zahl addiren und vw 
dem Ergebnisse (?on der Summe) den Stibirahenden abeiehm. 

Die Gleichheit des. ersten und dritten -Ausdruckes (140) oder die 
Formel: 

{a + h) — c — (a — c) -(- h 

ist nuunudir auch sdion erwiesen, und dient dieselbe, vorwärts gele- 
sen, lediglich dazu, das Theorem (Aj complet zu machen, rückwärts 
besagt dieselbe: 

(C) Anstatt eine Zahl zu einer IHfferem zu nddirm . "kann man 

diese Zahl auch eu dem Minuenden addiren und vom JSrg^miss de» 

Subtrahenden abtnehen. 

Im Onmde ist diese letstere Faseong (C) wegen des CommntationBgeieties 
einerlei mit der TOrigen (B)\inid sie kOnnte auch mit ihr verschmoken werden 

(ahnlich wie wir dies iu § 16. I bei den lioiden DiätribationsgeBetzea getban 
haben), indem man die zu atiBdrucksvolle Redensart: „b eu a addiren" eraetite 
üorch die unLrstimmtert': und a addiren (oder summiren)". 
Die letzterwähnte Gleichung lehrt auch noch: 
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(D) dass die Beihenfolge, in welcher die Ädditüm einer Zahl und die Sidh 
traeHon einer andern ZeM fartedireUend vorgencmmen werdeni gUidigHUig ist. 

Die naelistfolgende und letzte der bis jetzt schon etablirten 
Formeln: 

a + (d-c)«(a-c) + 6, 

welche sich, wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, unmittel- 
l)ar ergibt, indem man den in der Furmel il4tjj enthaltenen balz (A) 
auf beide Arten anwendet, nämlich die von der Summe a b abzu- 
ziehende Zahl c einmal vom letzten (xlied 6, das andre mal vom 
ersteu a subtraliirt, und die Ergebnisse gleich setzt, gibt vorwärts 
oder rückwärts gelesen den Satz: 

(Ej Anstatt eine Differenz tmd eine Zahl zu addireny liann man 
auch den Subtrahenden der Differenz van der Zahl abeiehen und eu 
dm Ergdmiss dm Minuenden addiren. 

Bei Beachtong des CommntatiODSgesetMe erscheint die Belafeion als eine 
aymmetrigohe, nftmUch: * 

a + (6 — c) 6 + (a — c) oder (a — > e) + ^ » ~ c) + a, 

und kann man auch sagen: 

(F> Soü eine Zahl und eine Differenz addirt werden, so darf der Mimtend 
der letzteren mit der ZaM vertauscht werden. — 



Um die zweite (147) nnsrer drei Hanptformeln zu beweisen': 

(« -j- 6) — c — a — (e — h)f 

braucht man nur zu zeigen, dass die linke Seite der Gleichung, zu 
c — b addirt, a liefert. In der That ist nach der bereits liewiesenen 
Kegel (6) und dem Satz von der Hebung entgegengesetzter Ope- 
rationen: 

{(a+h)-e}+(e—b)~.[{(a+b)-e}+c]-h-(a + b)-b~.a, 

q. e. d. liier bietet sich indessen auch 7jucli ein zweiter Weg des 
Beweises, indem es ebensoleicht auch gelingt, darzuthun, dass die 
rechte Seite der Gleichung eben diejenige Zahl ist, welche zu v addirt 
a-^h liefert. Unter Auwendung des Satzes (üjj und weiter des er- 
sten Satzes (59) hat man nämlich: 

{« — (c — 6)} + c=.a+[c — (c — 6)]«a + 6, 

wie behauptet worden. 

In Worten heisst nun nnsre Formel 

vorwärts gelesen: 

(G) Anstatt eine ZaM von einer Sumwe zu suhtrahiren, lann man auch 
etu Glied der Summe von dieser Zahl, und den Mest vom andern Gliede suth 

trahiren, und 

rückwärts gelesen: 
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(H) * Anstatt eine Differem von einer ZM tu subtraUrm, hm 
man auch den Suhtrahenden der Differene eu dieser ZaJd addiren md 
von dem- Erffdmisse den Minuenden ahsfidten. 

Von den fibrigen Formeln der Gruppe (140), welche nunmehr 
sämmtlich gerechtfertigt sind^ heisst die folgende: 

(a — c) + 6 = a — (c — h) 

vorwärts gelesen: * 

(J) Anstatt eine Zahl und eine Dlfferem eu addiren, l-mm mm 

auch die Zahl von detn Suhtraitenden der Differews und das Ergebmss 

von dem Minuenden abzielten; rückwärts: 

(K) Anstatt eine Differene vm^einer ZM bu subtrahiren, kam 

man auch den Minuenden der Differens von dieser Zähl abziehen, md 

mn Ergdmiss den Subtrahenden addiren. 
Die nScbate Formel endlich: 

o — (c — 6) = fc — (c — a) , 

weiche wieder eine äymmetrische ist, führt vorwIirU uder rückwiirts gelesen so 
demBelben Satse: 

(L) Anstatt eine Differens von einer ZtM tu evbtnhiren, liann man aiceft 
dieee ZäM von dem Minuenden der JHffereng und das Ergdmiss von dem SiA- 
trahenden aibziehev, oder: 

Wenn eine Differenz von einer Zahl subtrahirt werden seilt 80 kann man dtn 
SubtrahencJni der crstrrcH mit der Zahl vertauschen. 

Diese Furmel ist die It tzte ihrer Gruppe, zu weicher maU| utu sie in Worte 
zu iasseu, eines neuen Textes bedarf. 

§ 59. Fortsetzung. 

Um die dritte Hauptformel, (148): 

a — (h c) = {a — h) — c 
zu beweisen j braucht man nur zu zeigen, ilass auch die rechte '6eiie 
der Gleichung diejenige Zahl vorstellt, welche zu h -\- c addirt, a gibt. 
In der Tbat ist nach dem Conimutations- uud dem Associationsgesetze, 
sowie immerfort im Hiublick auf die Hebung entgegengesetzter Ope- 
rationen: 

{(a _ 6) - c} + ^6 +c) = {(a - 6) - c) + (r + 

= \{{u - h)~c} +f] + Ä = (a — h) + i = «i, 

q. e. d. Man kann hier bt nievken, dass dieser Satz sich wesentlich mit auf das 
(Jonunntationsgcset/ der Addition stützt; dagegen würde der ebeuso zu führeiidf 
Beweis der andern Forniel: a — ip -\- c) =^ {a — c) — b ledighch die Gültigkeit 
des Associationsgeseizes vorarrezusetzen haben. 

Auch hier lässi sicJi der Beweis auf eine zweite Art ihirclifülireD. 
wobei man sich indessen auf einen Satz der frühereu Gruppe 
berufen muss. Man kann nämlich auch zeigen, dass die Unke Seite 
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der Gleichung die Zahl ist, welche zu c addirt a — h liefert, mithin 
die der rechten Seite zur Definition dienende Eigenschaft theilt. Nach 
dem Satae (J) hat man in der Tliat: 

{a — (6 + c)} + <j — a — ((5 + c) — c] — a — 6. 

ünsre Formel 1^148) heisst nun, vorwärts gelesen: 

(M) Anstatt eine Summe von einer Zahl zu suhtraJnrcn, lann man 
auch die Glieder dirser Summe fortschreitend von dieser Zahl suUrahi' 
re»f und rückwärts gelesen: 

(N) ÄnstaU eine Zahl von einer Differen$ gu sMrahirenf kann 
man auch diese Zahl gum Subtrahenden addiren, und das JErgebniss 
ffom Minuenden abgidien, 
oder aneh: 

(0) Statt [mdurere Zahlen hintereinander eu suUrahiren, kaum man die 

Summe derselbm auf einvial sKllrahuru — ein Satz, der sonftchit aUerdinga nur 
fär fwe» sn aubtrahirende Zahlen naohgewietea ist 

Die leiste Formel der Gmppe (141): 

(a — h) — c — (a — c) — h, 

welche wiederum eine symmetrische ist, liefert, iu beiderlei Sinn ge- 
lesen, den Satz: 

(P) Anstatt rhir Zahl von einer JJifferenz su suhfrahirm , kann 
man diese Zahl aw h von dem Minuenden der Differene und von dem 
Ergehnisse den SubtraJicnden abeieiien, 

mit andern Worten: 

(Q) Wmn eine Zahl von einer Differenz mhtrahirt verde^i aoJl^ SO eS tf- 
hiuht, diese ZalU mit dem äuUrahendeti der Differene zu vertattsdten, 
oder auch: 

JEs ist einerlei^ in welcher Ordnung zwei oder melwere Zahlen hintereinander 
von einer andern subtrdkirt werden, 

Anmerkung über die Parenthesen. In Anbetracht, dass einer der vor- 
itehenden 8Mm einen aModativen Charakter hat» und lehrt, dass es in dem Ans- 
drack a + 5 — e einerlei ist, anf welehe Weise die eigentlieh hinsosodenkende 
Klainmer angebraeht werden mag, dass mitfain diese Klammer in beiden FUlen 

auch ganz unterdrückt werden darf, in Anbefaracht ferner, dasg auch bei den 
übrigen Ausdrücken die Klammer wenigsteus in einem von den beiden Fällen erspart 
werden kann, zu deren Unterscheidung sie dienen soll — pfle^ man die fundamen- 
talen Gleichungen (ItO) bis (141) nun einfacher wie folgt zu schreiben: 

a-\-b — e = a-\-{b — c)'='a — c-\-b = a-~(c — b)'=»b — (fi — a)t 
a — (jb-^c)mma — b — e^^a — c — bf 
und man kann sich demnach bis zur allgemeinen Erledigung aller Vorschriften 
über die Klammern in § 71. sqq. einstweilen merken, dass eine am Anfang eines 
Ausdruckes oder hinter einem Pluszeichen beginnende und vor einem Plus- oder 
Minuszeichen oder am Ende des Ausdruckes endigende Klammer, welche (mithin 
ab einen Summanden oder Ifinuenden) eine Summe oder Differenz omsehlieast , nach 
Belieben geaetet oder weggelasaen werden kann. Nnr eine hinter einem iftmie- 

BehrSd«T, LclulNKh d. Ariilim. n. Algalm. I. 13 
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teieken begioiiande Kkmmer um einen derartigen Aöidrock henun darf meht 
wüDcflrlioh eingefiBlirt, oder wo aie lielit, nicht ohne weiteree forlgelaisen irai- 
den. Im letsteren Falle kann eine derartige Klammer nor, wie man sagt, ,,0»/ 
§dÖ8t' werden, indem mau den Ausdrack nach den vorstehenden Sahen selbst 
ersetzt durch einen der ihm gleichgesetzten und äquivalenten, welcher keine 
Klammer mehr in sich fasst. Zum Beispiel: Auflösung der Klammer bei a— (c — t* 
gibt a — c -\-hy und der Ausdruck a — \p '\- c) verwandelt sich ebendadurdt 
in: a — h — c. 

Man neht, daee nun Auflösen der hinter einem IGnnsBeiehen steheoden 
lanuner (die einen Aasdmck der ersten Stnfe als einen Snbtrahenden ungibtj 
erforderlich ist, dass man das „Votseiohen" des sweitea Operationegliedes in da 

entgegengesetzte ( — in -|- nnd -f- in —) Tenraadle, nachdem man das erste 
OperatiouBglied mit dem vor der Klammer geweseuMi ICnosseichen Tecbim- 
den hat. 

Soll umgekehrt eim- Klammer hinter einem Minuszeichen augebracht, näm- 
lich zwei Üperatioubglieder der ersten Stufe in dieselbe eingeschaltet werJeD. 
m. a. W. soll jenes Minuszeichen bei diesen Operationsgliedern „ausgeschieden' 
oder „vorgezogen*' wwden, so hat man jedesmal das iwischen den gedachten 
Gliedern befindliche Operatioasseichen nmsnkehren. 

$ 60. Varianten de« B e w elave rlMirena. • 

Will man die vorstehenden Sätze nicht durch die sogenannte Probe 
der inversen Operationen beweisen, sondern vielmehr die eine Seite der 
Oleiehimg (dadurch dass man Schritt vor Schritt die schon von früher 
bekannten Sätze anwendet) dire^ in die andere überführen, so lasst 
sich dieses leicht in folgender Weise bewerkstelligen (Grass mann 
1. c). 

Als die zu beweisenden Hauptgleichungen nehme ich die dni 
folgenden an: 

[ « -f- — = (<» + ^) — 
(149) { (a-h) — c^a-(h-\-c), 

a — (c — h) = (a — c) + &, 

indem ich für die zweite der in § Ö7. angegebenen Gleichungen (14l) 
bis (148) hier als dritte eine solche Modification derselben schreibe, 
bei welcher die Ordnung der Buchstaben links und rechts die näm- 
liche ist, entsprechend dem Charakter der beiden andern Gleichung^* 

Ich wende nun auf den Ausdruck linker Hand den Satz von der 
Hebung entgegengesetzter Operationen an — wonach eine Zahl un- 
verändert bleihty wenn man irgend eine andere Zahl fortschreiteiid 
addirt und subtrahirt, in beliebiger Folge. 

Alsdann ergibt sich unter steter Bücksicht auf die beiden GeseUe 
der Addition ffir die erste Gleichung (149) der Beweis: 

a + (6_c)=[{a + (&~c)) +c] = 



Digitized by Google 



I. Die Operatiuiieuverkiiüpfuug in realer Umsicht bebaudelt. 



195 



Desgleichen erhält man als Beweis der zweiten Gleichung (149) 
lir den Ausdruck auf der linken Seite die nachstehende Kette von 
Jmformuugen : 

>_?>)_ c = l{(a — h)-c} + (b + c)] - (6 + c) = 
= [{(« ~^)-o}-\-{c + h)] - {h + c) = 
= [({(« -h)-c} +c) +h]-{b + c)^ 
= [(a -^h) + b\-{b-\^c) = a-^{h + c). 

Beträchtlich bequemer schreiben sich diese Gleichungen, wenn 
man von der vorausgehenden Anmerkung über die Klammern Gebrauch 
macht, oder, noch besser, von der Regel I des § 72. .Alsdann ist 
nämlich der Beweis der ersten Gleichung (149j: 

a-\- {b — c) — a-\-ib' — c)-{- c — c= a-\-{b ~ c-\-c) — c = a-\-b — c 
und der Beweis der zweiten Gleichung (149): 

a-h—c = a — b — c + (b-^c)—(b-\'C)=a'-'b-c+(c-\-b) — {b + (') = 
= a —b — c-{-c-\-b—(b + c) = a — b-\-b — {b-\-c) = u^(b-\-c). 

Wird dieser letzte Satz nun selbst (beim zweiten Schritte) angewendet, 
so ergibt sich endlich für die dritte Gleichung (149) der Beweis: 

a-ic-h) = l{a -{c-b)}^b] + h^ [a - {(c-b) -f- + b = 

= la — c\ + b, 

oder in vereinfachter Darstellung: 

0— (c— 6) == a — (c — b) — b -\- b=a — (c — b-\- b) -\- b = a — c + 6, 

q. e. d. Anstatt bei diesem Beweise dergestalt in Formeln vorzugehen , könnte 
man den Satz auch — ziemlich heuristisch — durch folgende Ueberleguug herleiten. 

Es sei (c — h) von a zu subtrahiren. Subtrahirt man c von «, öo hat man 
— wegen c — {c — h) h — um h zu viel weggenommen; man muss daher h 
wieder hinzufügen, und tindet u — (c — h) = {a — c) -\- h. — 

So bestechend auch dergleichen Raisonneraenta für den AnHlnger sind , so 
haben sie jedoch den Fehler, dass dabei die im Beweise zur Anwendung kommen- 
den Sätze nicht alle deutlich genug zum Hewu8st«oin gebracht werden. — 

Alle diese Schlussreihen lassen sich auch in der entgegengesetzten 
Ordnung (rückwärts) ausführen, und sind hieniit sämmtliche Sätze, die 
<'inen einigermassen associativen (jharakt(»r haben, von neuem bewiesen ; 
ich will dieselben nochmals mit dem Associationsgesetz der Addition 
selbst zusammenstellen : 

a + {b + c) = {a + b) + c, 

a -\- {b — c) = {a -\-b) — c, 

a — (6 + c) = (a — Z*) — c , 

« ~ (c — &) = [a — r) + 6. — 
Sind jetzt noch die beiden Sätze, welche aussagen, dass die 

13* 
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Reihenfolge, in der Zahlen addirt und sabtrabirt werden, beliebig ist, 
cUreet dorch die Schlnssreihen bewiesen: 

(a 6) — <J (6 + a) — c + (a — c) = (a — c) + 6, 

(a - b) — c = a — (h -\- c) ^ a — (c h) = (a - c) - h, 

80 haben wir jetzt auch die Sätze von einfach commtUcUivem Charakter, 
in deren Zosanunenstellung: 

(a + b) + e^{a + e) + b, 

(a + h) — es=(a — c) + 6 , 

(a — 6) — c = (a — c) — fc, 

der mittlere (allein unsymmetrische) sowohl vor- als rackwäris zn 
lesen isi^ wiederum etablirt, und ich will dem bisherigen auch nodi 
den neuen Wortausdruck eines grossen Theiles dieser Satze hinzufOgen: 

Um dmsavid ab num ein QUed vermehrt, wätAst auch die Smme. 
Wird ein- Summand vermmderf, so nimmt die Summe um Aenso- 
viel ab. 

Um wievid man den MintiendcH veryrössert, um soviel nimmt die 
Differenz zu. 

Um toievid man dm Minuenden verkleinert, um soviel nimmt die 

Differenz ab. 

Vergrösserung eines Subtrahoiden bewirkt ein Abnehmen der Bi/- 
ferenz um den glekken Betrag, dagegen: 

Um uoiemd man dm Subtrahenden verkleinert, um somd wädiä 
die Differenz, 

Es kann nun endlich die Regel (135) für die TJmfcrmmg einer 
Differenz, Ton welcher bis jetat noch niemals Gebrauch gemacht wor- 
den ist, nachträglich in fthiüicher Art direct bewiesen werden, wie folgt: 

(a + n) — (6 + n) = (a + «) — (m -1- 6) = {^a + w) — w} — b = a — h. 

Auch kanu man in Worten den Beweis nunmehr durch nachstehende ele- 
mentare üeberlegung führen: Vermehrt man den Minuenden einer Differenz um 
eine Zahl, so wird dadurch — wie achou erwiesen — die Ditfereuz selbst um eben 
diese Zahl vermehrt; vermehrt mau dagegen den Subtrahenden allein um (fe 
nämliche Zahl, so wird die Differenz um ebensoviel vermindert. Thut man abo 
beides zugleich, so wird die Differens vm die genannte ZaU einerseits Tonndirtt 
andererseits Yerminderti was sich aofhebt; der Werth der DiffiBiens bleibt dabcr 
in Wirklichkeit ungeändert 

Ebenso auch würde sich beweisen lassen, dass eine Summe sich nicht äadfft, 
wenn mau das eine Glied vergrOssert uud das andre um ebensoviel verkleinert, iLt.fi> 

Umgekehrt hätten die Satze dieses Paragraphen sich als eine un- 
mittelbare Consequenz ^ler in den beiden ersten Zeilen des TaUen's 
(136) enthaltenen gewinnen lassen, so, wie z. B. die zweite Gleiehnng 
(149) leicht ans der ersten (13G) abzuleiten ist. ~ 
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$ 61. ZnwiimnBnfmiining der 7or]iergeh«ndmi 8&tee. 

Die in den Paragraphen 57. bis 60. dargelegten Sätze , welche, 
ameutlich in Worten ausgedrückt, ungemein zahlreich erscheinen, 
rauchen keineswegs alle so wie sie ausgesprochen worden dem Ge- 
ächtnisse eingeprägt zu werden. Man muss jedoch die ermüdende 
ieihe derselben einmal durchgegangen haben, um die Mauipuhitionen 
der Kuustgriäe begreifen und würdigen zu können, welche später in 
ler Absicht ersonnen werden und in der That notbwendig ausgeführt 
rerden müssen^ um diese grosse Menge von iSätzen entbehrlich zu 
aachen, sie zusammenzuziehen und zu verallgemeinern, um überhaupt 
lie Zahl derjenigen Sätze und Formeln, welche schliesslich der Bech- 
ler jederzeit zur Hand haben muss, auf ein Minimum zu reduciren. 

Wenn schon dieses Ziel dadurch noch keinesw^ vtßBmmen er- 
reicht wird, ist es doch sehr nützlich, die wichtigsten der gedachten 
Satze, noch in Verbindung mit dem zu ihnen gehörenden Associations- 
gesetase, sich auf eine Weise mnemonisch zu machen, wie ich es jetzt 
auseinandersetzen will. 

Zu dem Ende braucht man sich nur der in § 84. eingeführten 
Benennungen zu erinnern, und erhält für die gross gedruckten Satze 
der §§ 58. und 59. folgende Zusammenfassung. 

Versteht man unter dem Wort „Rechnung'^ für den Augenblick 
entweder eine Addition oder eine Subtraction, kurzum nur eine Rech- 
nung erster Stufe, so ist dem Ivesultate nach: 

Rechnung an einer tSumme äquivalent derseUm^ Mechnufig an einetn 
der Glieder; 

Rechnung an einer Differenz ist dieselbe BechnuMg am Minuenden 
oder die entgegengesetzte am Subtrafienden ; 

Rechnung mit einer Summe ist diesdbe Bechmng mU den Gliedern 
Mcheinander — in irgend einer Folge; 

Bedmmg mit einer DifferenM ist diesdbe Moehmng mit dem Mi- 
menden und die entgegeng&etste mit dem Subtrahenden — in irgend 
einer Folge. 

Uebersetzt man die vorstehenden Sätze wieder in Formeln, indem 
man die passiven Zahlen, an welchen gerechnet wird (oder die Ope> 
lationsglieder des als solche fungirenden Ausdruckes), mitjp, q, die 

activeu aber, mit welchen gerechnet wird, durch a, b bezeichnet, so 

ergibt sich folgende Zusammenstellung: 

'(P+3)+<MP+«)+fl^l>+(«+«)»||P+(«+^)=(i^+»)+ 
(l)+g)— a)+MH-(g-aV[p--(a+^)= 
(p-q)+a==ip+a)--q^-{q--a),\jp+(a-h)=(ii+a)^ 



J80) 
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Diese Koimelii finden sieh — abgesehen von dem Buchstaben- 
wechsel in der H< /.eiehnuug der Zahlen — sänimtlieh unter den bis- 
her behandelten vor, und mau wird leicht zu einer jeden derselbei 
die entsprechende des § 57. anflehen können, welcher sie nachgebildet 
ist. Darin liegt denn aiich der Beweis der vorstehenden vier Regeln. 

Umgekehrt jedoc h sind nicht alle Sätze der früheren Paragraphen 
▼on (A) bis (Q) in den genannten vier Regeln enthalten. Vielmehr 
fehlen, wie schon oben augedeutet wurde, alle diejenigen, welche dort 
durch kleineren Druck gekennzeichnet sind. 

§ 62. Oesetse für die Verbindung der Operationen aweiter Stufe 

unter sich. 

Der Beweis aller bisherigen in § 57. bis ind. 61. angegebenen 
Formeln beruhte wesentlich auf dem Commutations- und dem Ano* 
ciationsgeseize nebst dem Satse von der wechselseitigen ZerstSnug 
(„Hebung^') entgegengesetster Operationen [cf. § 79. und 80.]. 

Da nun diese Gesetze ganz ebenso fOr die zweite wie ftlr die erste 
Operationsstufe gelten, so wird es ohne weiteres gestattet sein, darin 
alle -j- und — Zeichen durch X und : zu ersetzen und wird man 
ebenso den Text sünmitlicher Sätze nocli weiter aulrecht erhalten 
können, nachdem darin alle vorkuninienden Benennungen für Kecb- 
nungsarten, Operationsglieder und Kesultate um eine Stufe erhöht sind. 

Ich werde dieses leichte Geschäft niclit ganz ausführen, un-l , 
unterlasse auch die umständliche Angabe eines grossen Theiles der 
Sätze, zu welchen man auf diese Weise Schritt vor Schritt dem frühe- 
ren entsprechend gelangen kann. Auf den Beweis der Formeln kann 
Oberhaupt hier um so eher verzichtet werden, als man zum Ueberfloss 
aus dem folgenden Abschnitt noch die mannigfaltigsten — wo niebt 
alle möglichen — Varianten ihrer Herleitung wird entnehmen können. 
Da jedoch einige Yon jenen Sätzen immerhin zu wichtig sind, ab dasB j 
man sie ^nzlich mit Stillschweigen flbergehen dOrfte, so gebe ich im 
nächsten Paragraphen wenigstens eine Obersichtliche Zusammemiel* 
lung dieser letzteren. 

Auch muss ich, um mich kurz darauf zuriickbeziehen zu können, 
die ilen Wormeln (130) bis (141) entsprechenden Formelgruppen noch 
einmal hersetzen. Diese letzteren stellen sich nun dem gesagten ent- 
sprechend wie folgt dar: 

a(he) — b(ea) — e(ah) — 
tmm a(ch) h(ae) e(ha) » 

s (eh)a — (ac)h = (5a)c = 
^ (bc)a = {ca)h » (ah) c. 




Digitized by Google 



I. Die OperationenTerkllüpfling in realer Hinsicht behandelt. 199 



153) 




§ 63. Zuäammeiilassung der Sätse. 

Um die Gesetze für die Verbindung von Zahlen durch die Ope- 
rationen zweiter Stufe mnemoniech zu machen, merke man wieder fol- 
gendes. 

Wenn unter dem Worte ,tBechminsi'* fttr den Augenblick nur eine 
Aftiltiplication oder eine Division, abo eine Rechnung Mweiier Stufe 
verstanden wird, so gelten in Bezug auf den Werth des Resultates, 
nicbt aber in Bezug auf die Natur der zu demselben hinfahrenden Ar- 
beit, nachstehende vier SStze: 

Hechnung an eimm Froduct ist dieselbe Bechnung an eimm der 
Factorm ; 

liechniuuj an einem Quotienten (Jh iuhe) ist dieselbe Rechnung am 
Dividenden (Zähler) oder dir enfyeyi t/<jesefzte (im Divisor (Nenner); 

Hechniing mit einem L'rodurt ist dieselbe Rechnung mit deti Facto- 
ren yiacheinander — in irgind einer (Jrdniing; 

Rechnung mit einem (Quotienten (Bruche) ist dieselbe Rechnung mit 
dem Dividenden (Zähler) und die entgegengesetzte mit dem Divisar 
(Nenner) — in beliebiger Folge. 

Diese 8ätze haben nämlich die Gleichungen zur Folge: 



(164) 



a 





= p(ga). 


p(ah) = (pa)h 




p 




ab a ' 


p 

= V«' 


pa 
9 


P 
q:a* 






p : a 
9 


P_ 
aq' 




_ P^ 



welche man sämmfUch leicht verificiren wird. 

In ausführlicherer Fassung sind hierunter namentlieh die Regeln 
(der Bruchrechnung) enthalten: 

Um ein Pr&tkiet äumh' eine Zahl 0U äUfidkren, genügt es, eine» 

Factor des Productes durch dieselbe m theilen. 

Ein Bruch kann mit einer Zahl muUiplicirt werden, indem man 
dm /alller desselben mit ihr muUiplicirt, oiier, wenn es. angeht, den 
Nmner durdi sie dividirt. 
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Ein Srw^ kam durch eine ZM dmäirt werden, indem man dien 
Nenner deesdben mit der ZM imi«2<^)2icm^, odSsr, wenn es ang^t de» 
Zähler durch sie dmdiri, 

ÄnskM dwreh ein Frodwit m diddiren, kann man durdi die Fac- 
tor en desselben nacheinander ditndiren; und 

Statt eine Zahl durch mehrere andere fortschreitend zu dividiren, 
kann man sie auch auf einmal durch das Product der htztei'cn theilen. 

Statt mit einem BrueJie zu tnultipliciren, kann man auch fort- 
schreitend mit dem Zähler muUipliciren und durch den Nenner t}m- 
len, und: 

Anstatt durch einen Bruch zu dividiren y kann man fortschreitend 
durcJi den Zähler theilen und mit dem Nenner mtdtipliciren. 

Die Ordnung, in welcher eine Zahl mit mehreren andern fortschrei' 
teml bald midiipUcirt bald dividirt ivird, ist heliehig , desgleichen die 
Ordnung, in welcher sie durch die andern fortschreitend hies di/vi- 
diri wird. 

§ 64. Geaetse IGr die VerknüpAmg dmr OpmXUmnk mUit und iweltor 

Btnlb miteinander. 

Die wichtigsten dieser Sätze sind sämmtlich von distributiveM 
Charakter und werden durch folgende 4 Formeln ausgedrückt: 

^) (a Ii) ' c = ac bc oder auch: c . (a -\- h) = ca -\- cb 
2) (a — &) • c = ac — bc C'(a~b) = ca — cb 

{a-{-h):c=:a:c-\-h:c 



(156) 



Q\ a 4- 6 a . h 

^) = c + 7 

► / c c c 



(a— 6):<j=a:c — bic 



Dieselben zeigen, dass ein Factor auf die Operationsglieder einer 
Differenz sich ebenso verffteiU, wie auf diejenigen einer Summe, und 
dass ein Divisor in dieser Beziehung sich ebenso TerhSIt wie ein Factor. 

Die erste der obigen Formeln ist das bekannte- Distributionsgesetz 
selbst, miilüii bereits ausgesprochen und bewiesen. Die drei andern 
Forniehl werden leicht durch die Probe unter Anwendung der vorher- 
gehenden bewiesen, etwa für die zweite Gleichung folgendermassen: 

(a ^ b) ' e + he = {(a — b) + b}e=s ae\ 

zum Ueberfluss könnte man für diese Gleichung den Beweis auch ohne 
Berufung auf das Distributionsgesetz ähnlich wie bei diesem direct 
führen, indem man der Bedeutung des Productes ■ — h) • c eingedenk 
wäre und von den Sätzen über Addition von Differenzen Gebrauch 
machte» 
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Für die dritte Gleichung lautet der Beweis: 
und für die vierte entweder mit Rücksicht auf die zweite: 




oder auch unter Benutzung der dritten: 

a — ^1 ^ (« — '^)-h^ ^ 

c ' c c c * 

üebrigens kann der Beweis obiger Gleichungen anstatt durch die Probe 
auch wieder durch directe Umformung ihrer einen in ihre andere Seite geführt 
werden, uämlich gestützt auf den Satz vom Sichanfheben entgegengesetzter Ope- 
rationen, in der folgenden leicht verständlichen Weise: 

(a — b)c = |(a — 6) c + ^c} — 6c = { (o — d) -\- b} c — bc = ac — bc, 

desgleichen : 



nnd endlich: 




oder auch: 

g — 6 _f a — fe .&l b^ (a — b)-\-b b b _ 

c \ c ' c ) c c c c ' 

Noch etwas heuristischer würde die Ableitung der inversen Gesetze 2), 3), 4) 
aus dem directen 1) (165) erscheinen, wenn man sie durchweg nach folgendem 
Vorbild ausführte. 

Setzen wir in der letztgenannten Gleichung (a b)c = ac -\- bc einfach die 
Samme a b = 8, mithin a = s — 6, d. h. also, lassen w^ir im Grunde nur den 
in § 37. besprochenen Namenwechsel eintreten, so geht jene Gleichung über in: 
s c = (s — b) ■ c -\- b • c, woraus durch Transpositiou entsteht: 

{8 — b)c = sc — b-c, 

und hiemit ist, wenn der Buchstabe s nun durch a ersetzt wird, in der That die 
nächstfolgende Gleichung (155) 2) entdeckt. 

Wird ac = «, bc = ß, also a = " , ^ ^ gesetzt, so folgt 3) u. s. f. 

In ähnlicher Weise hätten auch schon viele von den früheren Sätzen auf- 
gefunden und damit zugleich bewiesen werden können. — 

Die zweite Formel heisst in Worten: 

Änstutt eine Differenz mit einer Zahl zu niuUipliciren , kann man 
auch Minuend und Subtrahend derselben mit dieser Zahl multiplidren 
und das letztere Product von dem ersteren abziehen. 

Umgekehrt: Wenn Minuend und Subtrahend einer Differenz einen 
ühereinstimmenden Factor enthalten, so kann man denselben ausscheiden^ 
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(i, h. ihn nehm eiur Klnmmrr srfzt'ji, in tvrlchp (Jip Differenz der übri- 
gen Facloren geschrieben wird. (Regel für die SMraction gleichnami- 
ger Monome^ cf. § 17. Anm.). 

Die dritte Gleichung heisst yorwärts gelesen: 

Um eine Summe durch eine eu dimäireny Icann mm awk 
die OUeder der Summe durch diese Zahl dividiren und die QußHenien 
addiren, und rückwärts: Gleicknamige Bvüche honmen addirt werden^ 
indem man ihre Zahler addirt, und die Summe durch den gemeinsameii 
Nenner theilf. 

Man pHegt naralich Brüche gleichnamig zu ncDueii, wenn sie den 
gleicheu Nenner besitzen. 

Ebenso gibt nun die vierte Gleichung die beiden Sätze: 

Um eine Differenz durch eine Zahl zti dividiren, kann fmn auch 

Minuend und Subtrahend derselben durch diese Zahl dividiren und das 

letztere Ergdmiss von dem ersteren abziehen, und: 

Ein Bruch kann von einem gleichnamigen Bruche subtrahirt wer- 
den, indem rn^n seinen Zähler von dem des Mzteren abzieht und den 

liest durch den f/cnitinsf ha ff liehen Nainer iheilt. 

l)ie Anwendung der »Sätze 3) und 4) vorwärts heisst: ,,Ausdiii- 
diren'\ da ^ie dem .^Ausmultipiiciren'^ entspricht; rückwärts heisst sie 
„Vereinigen^* der ßrüche. 

Eine wenn auch rein äusserliche Zusammenfassung der vorstehen- 
den 4 Sätze (lö&) besteht in folgendem: 

Anstatt eine Bethnung zweiter Stufe (Multiplication oder Division) 
an einem Ausdruck erster Stufe (Summe oder Differenz) vorzunehmm, 
kann ma/n diese Beehnung awih an den OperaJUonsgliedem des Aus- 
drucks einzdn ausführen — ohne übrigens den Charakter desselben zu 
yerändernj und umgekehrt.* 



Was die übrigen Verknüpfungen zwischen einer Operation der 
ersten und einer Operation der zweiten Stufe betrifft, die sich noeh 
herstellen lassen, so könnte man ferner die Sätze anführen: 



(166) 



c c 



a + 6c«6(-^ ±c) = {j±b)c, a± 
ab±c^aib±^)=={a±l)b, l±c^^'^~, 



welche indessen, wenn man rechter Hand ausmnltiplteirt, oder aosdividiri 
— mit Bücksicht auf die Hebung entgegengesetzter Operationeii — ddt 
nur als specielle FSlle dar vorigen distributiven Gesetze heraussielto« 
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Die beiden linken Formeln zeigen, wie mau einen gemeinschaftlichen 
Factor auch bei solchen Summen oder Differenzen ausscheiden kann^ 
bei welchen derselbe uiclit in allen (Operations- )G Hedem zu Tage tritt. 
Um den nicht gemeinschaftlichen Factor zu finden, der als additives 
oder subtractives Operationsglied in die Klammer zu setzen- ist, rauss 
man, wofern derselbe nicht bereits von dem gemeinschaftlichen Factor 
abgosoudert erscheint, das betreffende LHied durch diesen letzteren divi- 
diren. 

In den beiden Formeln rechterhand ist gezeigt, wie eine ganze Zahl 
mit einem Bruche additiv oder subtractiv vereinigt werden kann-, man 
muss zu diesem Zwecke erst die ganze Zahl unf den Nenner des Bru- 
ches bringen f indem man sie mit dem. ben uiultiplicirt, und alsdann 
die Vereinigungsregeln (1Ö5) H) oder 4) anwenden. 

Endlich ist hinsichtlich der beiden allein noch denkbaren Ver- 
knüpfungen von Operationen zu bemerken, dass für die dadurch ent- 
stehenden Ausdrücke: und b — c '^^^^^^ nicht angegeben 

werden können, und dass für dieselben später nur gezeigt werden wird, 
wie diese Ausdrücke gewisser com|>Iicirter und beliebig weit fortzu- 
setzender Entwickelungen fähig sind. 

Der Nachweis, dass die bis jetzt erwähntej» 16 Verbindungen von 
jedesmal 2 Operationen die einzig mi'jglichen also von erschöpfender 
Vollständigkeit sind, kann später nach den in der Combinatorik ge- 
lehrten Methoden (cf. Band 2) geleistet werden, eine Bemerkung, die 
auch für die früheren (desgl. unter gewissem Vorbehalt für die nach- 
folgenden) Paragraphen angebracht wäre [cf. § 68.]. 

§ 65. Qeßetze der dritten Stufe. Erste Oruppe. 

Die wichtigsten Gesetze über die Verbindung dreier Zahlen durch 
die 4 Species und die Rechnungen der dritten Stufe werden zweck- 
mässig in 3 Gruppen zerfällt Erstens: 

1) a6.a«' = a* + % 

2) . ¥ = {a - 1)% 

3) (a'Y = = , 

5) % =»a-S 

Die drei ersten Formeln sind bereits bekannt und bewiesen. Die 
Richtigkeit der zwei letzten ist leicht durch die Probe nachzuweisen, 
nämlich: 



(157) 



204 



Viertes Kapitel 



ad 4) (1)' • 6« — (y . hy « a" nach 2); 

ad 6) «»-«• a^=a<*-«)+'»«a^iiach 1). 

Sie lauten in Worten: 

4) Eine Potniz kann durch eine <indre vom nämlichen E.iponenten 
dividirt tverden, indem man die Grundzah} der ersteren durch die der 
letzteren dividirt und das Ergebniss auf die Fotene des yemeitisamen 
JExponenten erhebt. 

Rückwärts : Anstatt einen Bruch Bu potengiren, kann man au(^ die 
JPotenz des Zählers durch die des Nenners dividiren. 

5) Um eine Fotenz durch eine andere von gleicher Basis zu divi- 
diren, kann man autk dm Exponenten des Divisars van dem des Divi- 
denden dbjsidien, und die gemeinsame Grundgahl auf die Fotens dieser 
Differens erheben. 

Rfickwarts: AnshU eine Zahl 0u einer Differens su potenmren, 
kann man diese ZaM auch en dem Minuenden und $u dem Subtrahen- 
den paknsiren, und das ersitere Ergdmiss durth das Jetstere ffieilen. 



(158) 



$ 66. Fortsetzung. Zweite Qruppe. 
f^~a'b=' y^a . ^b , 

in 



l) 

2) 



3) fT 



4) 



Die erste Zeile enthält die Sätze: 

Die Reihenfolge des Potenzirens und Eadicirens ist heliebig. (re- 
nauer: Es ist einerlei, in welcher Ordnung eim ZaJU fortschreitend po- 
tenzirt und radicirt ivird. 

Soll eine Eotcnz mit einer Zahl radicirt oder eine Wurzel mit einer 
solchen potenzirt werden, so darf man, wenn es angeht, ifiren Eapo- 
nenten durch diese Zahl dividiren. 

Sobald jedoch die eine dieser Divisionen möglioli ist, wiid die 
andre nnmöglick sein, so dass die Gleichung 

V- i 

ya = 

eigentlich illusorisch ist, nämlich, sobald die eine Seite derselben einen 
Sinn besitzt, die andre vorerst jedes Sinnes baar sein wird. 
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Die zweite und dritte Zeile lehren: 

Die Wurzel aus einem Froducte ist gleich detn Froduct atis den 
Wurzeln der Factor m. 

Die Wurzel aus einem Bruch ist gleich der Wurzel aus dem Zäh- 
ler getheilt durch die Wurzel aus dem Nenner. Und rückwärts: 

Wurzehi von gleichem Exponenten hiönnen miteinander multiplieirt 
oder dividirt werden ^ indem man ihre Badicanden multiplieirt oder 
dwidirt und aus dem Ergebnisse die gemeinsame Wurzel zieht. 

Endlich die letzte Zeile: 

Eine Wurgd kann mt^ einer ZM radieiH fmden, indem man 
ihren Exjgonenkn mU dere^ben mifl^Zietff. AnsMt mÜ einem 
duct 0u radieirenf kann man auch mU den Faetoren desselben nocftem- 
ander radidren. 

Es ist einerlei f in wkher Felge eine ZM forMtreOend mit andern 

Zahlen radicirt wird. 

Der Beweis ist wieder durch die sogenannte Probe der inversen 
Operationen zu führen und sehr leicht zu linden. Man hat: 




§ G7. Fortsetaung. Dritte Gruppe. 



1) logih^c) 



\ogh + logc, 
logft — logc, 



2) 



(169) 



4) 



8) 




l 6) 



a 



logb 



b 



log a 
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Die ersten dieser Formeln lehren z. B.: 
Der Logarühmm eines Froduäes ist glek^ der Summe der Loga- 
rithmen seiner Fadoren. 

Der Loyarithmus eines Brttehes ist gleich (der DifPerenz ans) dem 
LoyariOimus des ZUhhrs fnnigcr Jon Logarithmus des Nemiers. 

Der Loga rithiHUti rintv Fotoiz ial yh 'tdt drin Vrodud aus dem 
Fotenzexponi )df >i in den I^oynrithnius der Grundzahl. 

Der LoyarUlmus einer Wurzel ist yleieh drni Quotienten aus ihn 
Logarithmus des Hadieanden dunJi drn Wurzelexporuiden — 

" sämmtliche Logahthmen in bezieUuiig auf die nämliche Basis 
genommen. Rückwärts: 

Logarithmen von gleicJier Basis kimnefi dureh Addition oder Sub- 
traction vereinigt werden y indem man ihre Loyarithmanden durch 
MuHipUeaHon oder Division verhindet, und von dem Ergebniss ebenso 
den Logarithmus nimmt. * 

Ansiait einen Logarithmus mü einer Zahl eu muUipliciren oder tu 
dividiren, kann man den Numerus mit dieser ZaM poteneiren oder radi- 
ciren und von dem Ergebniss wieder den Logarithmus nebmeo. 

ScU eine ZaM mit einem Loyarithmus potewtirt oder radiärt wer- 
den, so darf der Logarithmand mit der Fotenghasis, resp. die Loga- 
rithmenbasis mit dem liadicanden vertauscht werden* 

Die Uleichung 

ftloga— - * 

log c 

aus 3) ist wieder unbedingt illusorisch, desgleichen zwei von den Glei- 
chungen 5). 

Der Beweis ist stets leicht durch die Probe zu führen und über- 
dies kann man viele von den Sätzen aus einander ableiten. Es ist 
z. B. mit Rücksicht auf (54): 

ad 1): a -a 6e nach (157), 1); 

ad- 3): c* " « (c °* ") «a* nach (157), 3), u. s. w. 

Hiodiditlich der Unaymmetrie, welche bei den Forinelgru])pcii (157, 158, 159] 
— ungeachtet sie in ihrer Art volle^ndig sind — besonders aaffallend sa Tagt 
tritfc, und auf welche schon pag. 180 hingewiesen wurde, ist der «weite Abidmitt 
des gegenwärtigen Kapitels zu vergleichen. — 

§ 68. Baekbliok und Sehlnasaimierkung. 

Dio Gleichungen (157), 1), 3), 5) und (158), l) lehren, dass die 
Rechnungen zweiter Stufe mit Püteiizen von gleicher Basis — desgl. 
die Eechuungen dritter iStui'e (oime das £xponenziren und Logan^' 
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miien) an einer jeden Potenz Yorgenommen ~ dadurch ersetzt werden 
kdnnen, dass man bei den Bzponenten dieselbe, nm eine Stufe ernie- 
drigte, Bechnuugsoperation Tomimmt. 

Im übrigen wird es erst spater möglich sein (durch die Lehre 
von den Potenzen mit n^tiren und gd»roehenen Exponenten) einen 
i^rossen Theil der auf die dritte Stufe bezüglichen Sätze wirksam zu- 
sammenzufassen, und ausserdem werden dieselben dann mancherlei 
Modilicationen erfahren. 

Bei der Zusammenstellung der Gesetze dieser dritten Stufe habe 
ich deshalb auch nicht mehr in dem gleichen Grade nach Vollständig- 
keit gestrebt wie bei den Torhergehenden Stufen. 

Beim Ueberblicken aller jener Gesetze oder Formeln yon § 57. 
an bemerkt man an denselben zunächst das gemeinsame, dass (der 
ursprünglichen Absicht entsprechend) eine jede derselben ausgeht von ' 
der Betrachtung zweier successiver Operationen, deren erste zwei 
Zahlen zu einem Elementarausdruck vereinigt, und deren zweite diesen 
Ausdruck mit einer dritten Zahl verknüpft. Die Sätze geben nun an, 
welche andern Operationen, an den gegebenen ausgeführt, zu dem 
iiümlichen Resultat führen, d. i. jenen äquivalent sind — jedoch mit 
einer Beschränkung in Bezug auf die Anzahl dieser neuen Operationen. 
Zunächst nämlich sind die »Sätze nur von zweierlei Art: Entweder 
geben sie abermals zwei successive Operationen an, durch deren Ver- 
bindung die der beiden ursprünglichen ersetzbar wäre, oder aber sie 
fahren auf drei für jene beiden substituirbare Operationen. 

Zu den letzteren gehören auf der ersten und zweiten Stufe nur 
die Fonneln (155) und (156); zu der ersten Klasse gehören alle übri- 
gen Formeln. Auch jene zerfallen aber noch in zwei Tcrschiedene 
Klassen. 

Die Formeln der zweiten Klasse (155) haben einen distributiven 

Charakter; sie zeigen nämlich, wie gewisse an einem Elementaraus- 

ilruck vorzunehmende Operationen sieh yleiclimässiy auf die beiden 
Operationsglieder dieses Ausdrucks vertheilen. 

Den Formeln dritter Klasse (löGj geht jedoch diese Gleichmäs- 
sigkeit ab; dieselben haben einen unsymmetrischen Charakter und sind 
überhaupt von geringerem Belange. 

Ich habe nun auf der dritten Stufe nur die Formeln der beiden 
ersten Klassen erschöpfend zusammengestellt — soweit sie überhaupt 
im Gebiet der natürlichen Zahlen Sinn haben können. 

Die Formeln (157), 1), 2), 4;, 5), sowie (158), 2), 3j und (159), 
1), 2) sind diejenigen, welche zur zweiten Klasse gehören, somit dem 
Disiributiousgesetze analog sind. 
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Um die gedachte, sowie überhaupt jede andre Analogie, wdehe nodi iwi- 
■dMtt manchen unsrer Formeln bestehen mag, so ersichtlich als mOglidi ta 
machen, ist os rathsam, die Operationen der dritten Stufe etwas anders anszii 
drücken, nämlich ihr«« jeweiligen Leiden (>i>eration8glieder ebenfalls auf die Zeile 
nebeneinander zu petzen, indem man dießellten mittelst irgend welcher neuen 
Zeichen verknüpft. Dies mag indessen füglich dem Leser überlassen bleiben. 

Alle soebeu nicht erwähnten Formeln der dritten Stufe gehöreji 
zur ersten Klasse. 

Dagegen wurde abgesehen von den Formeln der dritten Khisse, 
wohin z. B. su rechnen wäre: 



(160) 



a + lüge « log(6*'c), a — logc = log — , logc — a «-« log 



c ' o» 



n. B. w. 



§ 69. ZnaatM über UngleioliiiiigMn. 

Der iundamentaleii zu Anfang des § 5. gemiiLliten Bemerkung, 
wonach jede Ungleichung (i > h durch Einliilirung einer unbestimmten 
Zahl u auch in Gestalt einer (ileiciiung a = h -\- u geschrieben wer- 
den kanii; lässt sich nach Erledigung der iuverseu Operationen non 
die fernere hinzufügen : 

Eine Ungleichung a > h ist auch äquivalent mit der Forderung, 
dass die Differenz a — h einen Sinn habe (cf, § 39.), d. i. dass sie 
dem Gebiet der bisher betrachteten positiven (ganzen) Zahlen angehöre. 

Es verdient dabei noch besonders hervorgehoben zu werden, das» 
diese Satze auf den höheren Operationsatufen kein Analogen beflita»D. 

So B. B. eneheint das dem Theoiem (A> de« § 6. auf der sweiten Siafo ent- 

sprechende Theorem (D) des § 20. das^blt nicht mehr umkehrbar. Wenn nBai' 
lioh a > & ist, so wird sich innerhalb nnsrea Zablengebietes nur in seltenen, ter- 
einzelteu Füllen a = h • u hiefur schreiben lassen, da u im allgemeinen nicht mehr 
ganzzahlig ausfällt, und auch der Werth m = 1 Ausnahme bildet; u. s. w. 

Zufolge dieses Umstandes wurde schon bei dem Beweis der Theoreme (Äj 
bis (C) des §20. eine ganz andere Methode angewendet, als bei den entaprechea- 
den Theoremen (E), (F), ^0) des § 5.; jener Beweis nSmlioh mosste dort aotli- 
wendig auf dae Dittnbntionsgeseti gegrfindei werden. 

In noch höherem Grade aber wird* dieser Umstand ebe Venchiedeiilieit in 
der Behandlungsweise der nunmehr folgenden Theoreme bedingen, weshalb M 
denn auch nöthig war, denselben in den Vordergrund sa stellen. 
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Ftlr die inrei^ben Operstionen ergibt sich jetst — entsprechend 
den für die direeten Operationen in 5., 20. und 27. aufgestellten 
Theoremen — eine Reihe von Sätzen, die zum Theil (und soweit 
solche überhaupt zulässig sind) alä die „Umkeliruugeu" der letzteren 

betrachtet werden können. 

Und zwar gilt auf der ersten Stufe: 

(A) (Tlcivhcs, von grossei-eui suUruhirt, (jiht yrusseres. 
Wenn a ^ h und a = ?/, so ist n — a h — h'. 

(B) Grösseres, von gleichem subfrahirf, lässt l'leifiercs sunt Hest, 
Wenn a = h und a > h\ so muss a — a <ih — h' sein. 

(C) Grösseres f von kleinerem nhgczogen, lässt kleineres , und um- 
gekehrt : kleineres, von grösserem suhtrahirt, lässt grösseres übrig. 

Wenn a> b und a < b', so ist auch: a — a' > b — b\ 

IVm Lehrsatz — der ja immer an eine gewisse „VoraostetKung" (hypothesis) 

eine bestimmte „Behauptung" (thesis) knfipft — wird bekanntlich Unikehnu^ 
eines andern Satzes genannt, wenn beide sich nur dadurch untersi beiden, daa« in 
denselben die Voraussetzung und die Behauptung ganz oder theüweise ihre Holle 
gewechselt zu haben Bcheinen, d. h. also, wenn die Behauptung (oder ein Theil 
der Behauptung) des ersten Satzes im zweiten als hypothetische Annahme figu- 
rirt, dagegen die Voraniietirang ans dem ersten Satie (oder ein Theil derselben) 
ihrerseits die Bebaiq^tong des «weiten (mit)ansmaeht 

Man würde Uenach noch „tbeilweise** und „volle" Umkdirangen unter* 
scheiden können, und ist es eine leiobto Aufgabe, in dnem gegebenen Lehrsatze 
ille überhaupt denkbaren Umkehrungen auszusprechen. Nur freilich bleibt es 
iraglicii, ob diese Aussprüche auch immer richtig sind, ob die umgekehrten Sätse 
auch auf Wahrheit Anspruch machen dürfen. 

Von den citirteu Sätzen des § ö. z. B. läs»t nur der Lehrsatz (E) eine Um- 
kehrong zu, nnd diese l&nft hinaus anf dsa obige Theorem (A) — (wogegen alle 
fibrigen ümkehrangen sich ab muftattbaft erweisen). Kehrt man nSmlich jenen 
Sats § 6. (E) ohne weiteres nm, so ergibt sioh sotdUshst die Aoisage: dass, wenn 
a <-|- a ^ & -f" ^' ^vk^l ^' ^ ^' > a > & sein mfltse. 

Nennt man aber a «' = <»" und 6 -|- &' = ?>", also a = a"— a\ h = h"— h', 
>o iät hiermit ausgesagt: daas, wenn a" > h" und a'= b' ist, auch a b" - h' 
b.'in müsse, und diese Aussage stimmt gerade mit der des Theorems (A) übereiu, 
wenn ma,n die doppelten Accente weglUsst. 

Um nun die Theoreme (A) bis (C) und damit auch die Berech- 
tigung zu jener Umkehrung zu beweisen, kann man sich auf die Sätze 
stützen, welche in § 57. sqq. über die gegenseitige Verknüpfung der 
Operationen erster Stufe aufgestellt wurden, und lautet der 

Beiveis ad (A). Wenn a^b-\-u und a = b\ so folgt durch 
iSubtraction nnd nach dem Theorem (A) des § 58.: 

a - a' — (6 + «) - y « (6 — ft') + «, 

mitbm, wie «n zeigen war: a — a >b — h\ 

ad (B). Aus a = h und a' 6' + m, also w — 6' folgt nach 
dem Theorem (K) von ebendort: 

SokrAdcr, LehrbiMh d. Arilliai. n. Alg«bm. I. Ii 
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— 6' ö — 6'— a — (a' — w) = (a — if) -f- u, 

also h — a a. 

ad (C). Aus der Auuahme a = }t u und n'-\-u=h' oder 
a = // — u folgt in der That nach (K) und (A) ibid.: 

a — -a'— (6 + Ii) — (6'— u') « + w — b'+ {h^-h') + 
oder, wenn von « + u' abstrahirt wird : a — a > 6 — 6'. 

Den obigen Theoremen (A) bis ^C) entsprechen auf der sweiteii 

Operationsstufe die Sätze: 

(D) Grösseres, durch gleiclies Uiti(/irt, gibt grösseres. 

Wenn a > 6 und a^V so ist ^ > p • 

(E) GleiekeSy durch grösseres äividirf, gibt kleineres. 

U b ' 

Wenn a = b und a > b\ so ist -i < r» . 

(F) Crrösseres, durdi kleineres dividirt, gibt grosseres, m. a. W. die 
kleinere Zahl (von zweien) ist in der grösseren (von zwei andern Zah- 

*len) dfker enthalten (als die grossere von jenen in der kleineren yod 
diesen). 

Wenn a > 6 und a' < 6', so ist 5 > « . — 

a O 

Obwohl die Gesetze der zweiten Operationsstufe (insoweit sie sich 
auf Gleichungen beziehen) voUkommen mit denen der dritten überein- 
stimmen^ so ist es — aus dem zu Anfang dieses Paragraphen ange- 
führten. Grunde doch nicht thunlich, den Beweis der Sätze (D) bis 
(F) analog demjenigen der Sätze (A) bis (C) zu fOhren. Auf jeder 
Stufe stehen jedoch noch sehr einfache indireäe Beweise zu Gebot, 
welche auf die entsprechenden Theoreme der §§ 5., 20. und 27. sich 
stützen. 

Beweis ad (D). Wenn nicht > ^ wäre, so müsste entweder 

a b ] a ^ b 
«'«'^ a'<j? 

sein. Hieraus aber' würde* durch Multiplicatiou mit der Gleichung 

a^b' folgen ««6 resp. [nach § 20, (A)): a <b, beidemal im 
Widerspruch mit der Annahme a > h. 

Am dem hicmit etaWlirU'ii l^lioorem (D) geht die wichtif^f Folgenin<^ l>e?.iig 
hch der dititributiveu (ieaetze iu § ()4. hervor, duä» dii; dort auh 2) und 4) 

angedeuteten Subtraotionen beiderseits immer gteidueiUg auifillirbar oder miatu- 
fQhrbar sein werden. So oft die Subtraction ae — be ausfahrbar ist, masa aneh 
die a — 6 es sein nnd umgekehrt, de^leicheu wenn die eine Subtraction nicht 
ausfahrbar ist, kann auch di^ andere es nicht sein ~ da ja die l'ngleiehuugen 
ac'^hc und a > h . inauder gegeiiscitif,^ l>H(Hngen. — Aelinliches könnte min hin- 
Hichtlich der Aiistiilirljarkrit der l)ivisi(inen keineswegs von jenen Gleichungen 
(155) gesagt werden. Es kaun z. B. sehr wohl a b durch c theilbar sein, ohne 
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dass a und b öelbsjt ob sind, uuil ibt die Krklilrung für die»e Abweichung wieder 
in der beim gegenwärtigen Purugraplieu vorangeatellten Bemerkung zu äucheu. 

Beweis ad (£). Wäre ^ nidU so mfisste entweder 

-.-y,,. Oder ^.> y 

<ein, und hicnuis würde durcli Multiplicatioii mit d«.'r ün^lcit liiui«? 
d' > h' beideinul folgen a b, was mit der gemaehieu Vuraussetzuiig 
II h unvertriiglieh ist. 

Mau könnte iuk h. auf (Jrund von ;!)) diesen Beweis wie folgt führen. 
Da a b\ ao kauu man a ^ b' u Betzen, und für a und b, welche ein- 

c c 

ander gleich sind, mag c getchrieben werden. «Wird alsdann -r»^, 

c , , , 

and ^» .= 3 gesetzt, so hat mau: c — pb' pu = qb , also pb'<^qb' und deshalb 

c c 

auch p^q, d. h. - , < ^ . , wie tu «eigen. 

Heweis ad (F) — am besten durch ZurUckführung aui' die beiden 

o b 

vorigen Satee. Aus a>h folgt nach (D): ^. > aus a'< V folgt 
ferner nach (£): > und aus diesen beiden Ergebnissen endlich 

a fortiori: " > ,v, was zu beweisen war. — 

Auf der dritten Stufe liaben wir endlich entsprechend die Sätze: 

((j) Grössfn-es mit (/IrirJuni raJirirt, some grösseres mit gleichem 
(ausser 1) logarithmirt, gibt grösseres. 

(H) Gleiches (ausge^iomnien \) mit grösserem radicirt, sowie gUi' 
ches mit grösserem logarithmirt, gibt kleineres. 

(J) Grösseres mit kleinerem radidrt oder logarithmirt, gibt grösseres* 

§ 70. Fortsetzung. 

Vergleicht man die vorstehenden Sätsse mit den entsprechenden 
der froheren Paragraphen, so ergibt sich folgende Zusammenfassung. 

(K) \ i rkHiipfung einer Ihigleit hung mit einer (Ueieltwig (durch 

irt/»Mi(l eine Rechenoperation) ist innner zulässig. Ist die rerhiüpfende 
(Jinraticm eine direete, so geht d(d>ei das Gleie}theits:eiehrn im Ungleirh- 
hedszeiehen auf; ist sie eine inrerse, so findet dussell>r sttitt , wofern nur 
stets das UngUicldwitszeiehen der aefiven Ungleiehung umgekehrt wird. 

(L) Ungleichstimmige Ungleiehungen könfien nicht durch eine dt- 
redCy gleichst immige nicht durch eine imerse Operation verknüpft wer- 
den. Bei Verknüpfung von Ungleichungen durch direete Operationen ist 
das Ung^ickheitszeichen der resuUirenden Relation wieder in Ueberein- 
stmmmg mit denjemgen der eompemrenden Ungleichungen; hei Fer- 
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kmiipfimg dwreh i$weir9e OpmUkmen sHnm^ es mU den^emgm der pas- 
siven resp, dem umgdu^irien der oeHven RdaHcn nberem, 

Kinen IJeberblick über ilie zwisclieii (rleichuiigen imil Ungiei- 
chuugeu zulässigeu Verkuüpluiigen gibt folgende Tabelle: 



für direde Operationen. 

> < = M«). 

> > I V > 
(161) < \ 



fSr inverse Operationen. 



I < i < 



I 



! 



I> 


< 








< 


< 


< : 


1 

> 


? 


> 


~ 1 


> 


< 









Sucht man in der übergescliriebeuen Zeile das Zeichen der passi- 
ven und in der vorangeschriebenen Columne dasjenige der activen Re- 
lation auf, so ist dazu in der Tafel selbst jeweils das Zeichen der 
resultirenden Relation zu finden. Das Fragezeichen (?) soll andeaten, 
dass es unbestimmt ist und allgemein nicht entschieden werden kann, 
welches von den drd Zeichen >, oder < zutrifft, dass also alle 
diese FSUe wirklich eintreten >5nnen. 

Man l»emerkt die Analogie der «nten 
Tafel (161) mit der Ar die Verknflpfuog 
irgendweldier Propodtionen geltend«!, die 

ich zur Vergleichung hiemebm aetM. I>i^ 
,. selbe ist leicht nach § 49. zu entwerfen, 

(102) ^ I ^ A""'', und enthält in Ueber- und Vorschrift wie- 

der die Beziehungszeichen der compouj- 
renden Propositionen. Der Correlation ent- 
spricht dabei augenächeinlieh jenes Frage- 
seichen, wdohes nnr eine Vergleichbaikeit 
überhaupt, eine Yergleichbarkeit von oidit 
weiter bestammbarem Cbarakter auedröckte. [Ganz genau genommen würden deo 
Subsumtiongzeichen ^jmd auch nicht die Ungleiobheitaseiefaen aelbflt, aonden 
die Zeichen ^ sowie ^ analog au gelten haben.] — 

Nach den obigen. Theoremen (A)^.(D), (6), sowie nach § 5. (E), 
§ 20. (A), § 27. (G) und (D) kann man die beiden Seiten einer Ud- 
gleichnng — unbesdiadet deren Richtigkeit durch die nämliche direete 
oder passiv durch die nämliche inverse Operation ohne weiteres mit 
irgend einer Zahl verknüpfen. 

(M) Auf Grund hievon ist nunmehr zu statuiren, dass das Transpo- 
niren nach dm Hegeln des § 35. , also das HinüberschuÜeu einer Zalii, 
welche auf* einer Seite einer Relation als Opcrationsglied einer directen 
oder als actives üperatiousglied einer iuversen Operation auftritt^ nach 
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der andern Seite der Relation, hd Ungleichungen gane ebenso gestattei 
ist leie hei Gleichungen — vorausgesetzt nur, daaa man sich nicht aus 
dem Gebiet der natüriiohen • Zahlen heransbegibt. Und ewar hat das 

Ungleichheitseeichen bei diesen GescJUiften unverändert eu bleiben. *Au8: 

X -^b > hx > a, X ih > t^^^f log a; > a 

folgt also beziehungsweise: 

> rt -f />; x> aibf x > ah, x > i'a, log«, a*, i*, 

und ähnlich für das entgegengesetzte Ungleichheitszeichen. 

(N) Es beruht hierauf femer, dass das in § 4(). als Beweis dnreh 
die Probe der inversen Operationen bezeichnete Verfahren aw^ auf ün^ 
Sßeitkungen ohne weiteres anwendbar ist; d. h. sobald man nachgewie- 
sen hat, dass eine der Ungleichungen: b x > b + hx> bx^f 
^ > Xy^y b* > M> (ausser & » 1) besteht, ist man berechtigt, auch 
die Ungleichung: 

x> 

als erwiesen auzuseheii. — 

In den vier noch übrigen Fällen, wo die zu* transponirende Zahl 
passives Operationsglied einer inversen Operation ist, ergibt sich aus 
den obigen Theoremen (B), (£) uiul (H) die Vorschrift: 

(O) dass bei Anwendung der Tran^MsUiansregeln des § auf 
eine üngleit^iung das Zeichen dieser kteteren umg^cekrt werden muss, 

D. Ii. aUo, wenn a — — , /^ a, loga> 6, so folgt beziehungs- 
weise 35 < a — hf loga, — 

Durch Anwendung der Methude (M) auf die Sätze (A) des § 5., 
iD) des § 20., sowie (A) und (B) des § 27. lassen sich, indem z. B. 
aus a -f- 6 > « darnach « > « — h folgt, leicht noch die Sätze ab- 
leiten (welche ebensoieicht auch nachträglich nach (M) zu verificiren 
sind) ; 

(P) Eine Differenz ist stets kleiner tds ihr Minuend. 

Em Bruch ist kleiner als sein ZäMer, oder h'vrhstens gleich dem^ 
selben — letzteres nur, wenn der Nenner gleich 1 ist. 

Eine Wursd ist Tskiner als ihr Badieand (ausser beim Exponen- 
ten 1) des^ ein LogaHithnm stets kleiner ais sein Logariihmand. 

Und dies sind fiictisch die einzigen Beliehungen der Ungleichheit, 
welche zwischen den Operationsergebnissen inverser Operationen und 
deren Operationsgliedem allgemein aufgestellt werden können. — 

Das Operiren mit Ungleichungen, vorstehend in feste Regeln ge- 
kleidet, dürfte hienach jederzeit leicht und mit vollkommener Sicher- 
heit zu vollziehen sein. — 



I 
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§ 71. Allgemeine Feeteetsungeii über den Gebrauch der Klammern« 

j^achdem wir im Tontehenden die Gesetse kennen gelernt haben, 
nach denen sich irgend welche drei Zahlen durch zwei Operationen 

verbiiideii lassen und darunter namentlich auch mehrere solche Sätze, 
durch welche sich die Einschliessuiijjf als entbehrlich herausstellte, i>t 
es nunmehr um Platze, iibL'rlKiuj)t für alle Fülle solche Feststelluiig<.!i 
zu tretien, durch die eine möglichste Erspaniiss an Klammern licrlHi- 
geführt und damit dieses unvermeidliche üebel auf das nothweudigste 
Mass eingeschränkt werde. 

Zu dem Ende muss wieder an einiges erinnert werden, was schon 
in der Einleitung No. 22. berührt worden ist. 

Durch jede der 7 Operationen werden stets zwei und nur zwei 
Zahlen miteinander verknüpft, und zwar mOssen dieselben jederzeit m 
unmittelbarer Nachbarschaft bei- oder nebeneinander stehen. Die Na- 
tur der die gedachten Zahlen Terknüpfenden Operation muss angedeutet 
sein entweder durch ein zwischen die Zahlen gesetztes Operations- 
zeichen (-f-y — , X oder : oder ^^)» ^^i^ durch die gegen- 

seitige Stellung der betreffenden Zahlen namentlich in hypsometrischer 
Beziehung; d. h. mit Rücksicht auf die Hdhe über oder unter den 
Niveau der Zeile (wie es der Fall ist bei dem eines Multiplicatioos- 
Zeichens ermangelnden Producte und bei der Potenz), oder endlich 
durch beides zugleich (wie bei dem Bruch, der Wurzel und dem Lo- 
garithmus — bei denen also die Bezeichnung am ausdrucksvollsten ist). 

Die beiden Zahlen haben ferner beim (Vorwärts-) Lesen des Aus- 
drucks >eine bestimmte lieihenfolge. Diese Keiheni'olge ist durch die 
Richtung des Lesens entlaug der Zeile unzweifelhaft bestimmt, wciiii 
die Operationsglieder keine hypsometrisch unterschiedene Stell iiiii^ lie- 
ben; sie ist jedoch auch für die andern Fälle, nämlich bei Bruch uJid 
Potenz, bei und log auf die bekannte Weise festgesetzt. 

So, wie für je zwei benachbarte, ergibt sich aber die ileiheufoljg» 
auch leicht für drei und mehr durch Operationen miteinander tv* 
knüpfte Zahlen. 

Wenn nun drei Zahlen miteinander verbunden sind, so kann die^ 
wie schon früher erwähnt, nur den Sinn haben, dass zuerst zwei der- 
selben mit einander und dann das Ergebniss mit der 'dritten sa v^' 
knüpfen sei, d. h. 3 Zahfen können nicht anders als durch 2 Opcffr 
tionen verknüpfb sein. Nach dem obigen ist eine Verknüpfung der 
ersten mit der dritten Zahl ausgeschlossen, weil beide durch die «weite 
Zahl getrennt erscheinen, und es bleiben also, wenn ein solcher Aus- 
druck gedeutet oder ausgerechnet werden soll, nur die beiden Rlk 
übrig, wo die mittlere Zahl entweder mit der ersten oder mit 
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letzten and hierauf das firgebniss mit der andern ron beiden zu ver- 
knüpfen ist. - 

Welcher von diesen beiden Fällen vorliej^en soll, muss im till- 
gemeirien durch eine Klannner ausjjjed rückt werden, welche denniach 
entweder die beiden ersten oder die beiden letzten Zahlen zu um- 
schliessen hat, und wenn mau also einen Ausdruck erklären wili, zu 
dessen Verständniss — Tveil in ihm die Klammem fehlen — eine 
solche Erklärung uÖthig erscheint, so wird man die Klammer jedeu- 
falb auf eine und zwar meistens auf eine bestimmte von diesen bei- 
den Arten zu setzen haben. Dabei ist dann auch wirklich die im 
iunern der Klammer angedeutete Rechnung stets vor der andern ans- 
gefOhrt zu denken / durch die sie ausserlich mit der ersten oder drit- • 
ten Zahl verkutlpft erscheint, und der Inhalt der Klammer wird durch 
ebendiese als eine einzige Zahl charakterisirt, mit welcher natOrlieh; 
bevor sie selbst gebildet ist, auch nicht wtirde operirt werden k5nnen. 

Die drei f^edachten Zahlen lassen, wie sich zeigen wird — in einer 
Ix'stimmten Ordnung genommen — sich auf nicht weniger als 7-2-7 = l)8 
Arten durch 2 von den 7 Operationen verknüpfen. Es sollen nun zu- 
nächst für diese Fälle Kegeln aufgestellt werden, nach denen die 
Klammer, so oft es überhaupt zulässig ist, ungescheut weggelassen 
werden kann und durch die man umgekehrt jedes Zweifels überhoben 
wird, auf welche Weise sie da,- wo sie fehlt, gesetzt zu denken sei. 

Alsdann werde ich zeigen, dass diese Regeln auch zum Verständ- 
niss jedes, wenn auch noch so complicirten Ausdruckes hinreichen, 
und folglich ebenso zur Berechnung desselben, vorausgesetzt nur, dass 
jede einzelne Elementaroperation für sich numerisch ausgeführt werden 

kann. 

Ueber diese l'uukte zu völliger Klarheit zu gelangen, ist eine Sache von der 
äiifi&ersten Wichtigkeit; denn wie vermöchte man z. B. die Sätze über Summen, 
Prodocte u, s. w. riohtig anzuwenden, so lange man nicht einmal weist, ob ein 
«ur Umformung nach diesen Regeln vorliegender Ausdruck des eine oder das 
andere ist — ao kuige man s. B. «Ich noeh versucht fühlen könnte, Ausdrücke 
wie: a-\-bxc — oder n -3 n t' für Producte oder für Potenzen (Qua 
drate^ zu halten? fJorade die riclitipr (ntorprrtidiiMi <h r Aiisdnicke nebst der 
dazu crfordcrlii lifMi mcntulen Erj^äuzun^' tclilender Klammern macht auch eriah- 
rungsmivs.sig dem Anfänger die meiste vSchwierigkeit. 

Um SU mehr ist es zu verwundern, dass dieselbe in den Lehrbüchern so sehr 
TtmscUSaaigt und es gewisseraassen nur dem Takt des einiehien flberlnssen wird, 
sich b der Deutung der Symbole surecht xu finden. 

Eine Klammer kann zunächst weggelassen werden, sul)ald es einerlei 
ist, aut welche Weise sie gesetzt wird, also bei sulciien \ eiknüjdiuigen 
zweier Operationen, bei denan Assocuitivit'ät obwaltet. Dasjenige nam- 
Uch| was ireifitehty wird mau oüeubar nicht vorzuachreibeiL brauchen. 
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Dies ist nmi blos bei folgenden 10 Verknfipfuiigen der Fall: 

(A), (a + 6) + 6- =- a + (6 -I- c) = « + ^ + 

(a + 6) — 0- = a + (6 — c) = rt -f 6 — c, 

{ah)e aQic) » ahc. 

{ah) : c «= a(6 : c) « ad : c, 

(aW ah (h\ ^ h 

(A), (r6)^ = ^W) = f ^= i^^' • 

Von den in der letzten Zeile au8gedr(icl<ton Frciliciten der Darstellung wird 
Mach der Erwoitcrun^ des Zalilengobiotes nur mehr mit grosser Behutsamkeit Ao- 
Wendung gemacht wenlen dürfen. 

Zu den Ausdrücken iu der vurletzteii Zeile ist ferner zu bemerkeu, 

dass dieselben so wie so schon deutlich genug sind) denn in dem 

enteren — kann die Klammer gar nicht anders, als wie folgt: 

und bei dem letzteren kann sie nicht anders wie iu a(^) gedacht 
^erden^ indem bei 

^ und bei (a^^ 
c) ^ c 

gegen die Vorschrift Verstössen wäre, dass die beiden Haken oder 
Hälften einer Klammer stets auf dem gleichen Niveau — in einer 
Zeile — zu stehen haben. 

Aus demselben Grunde erscheint jede Einklammerung sogleich 
ttberflüssig bei sehr zahlreichen, nämlich bei nicht weniger als 59 Ver* 
knfipfungen, welche nachstehend dadurch hervorgehoben werden sollen, 
dass denselbeo ein ♦ beigesetzt wird. Darunter sind 23 auf den Brack- 
strich bezügliche Flille, und zwar wfirden es deren 24 sein, indem der 

einzige, von (y) bei (C)^ gebildete AusnahmetaU auch noch weghele, 
wenn nur immer die Länge des Bruchstriches genau genug abgemessen 
würde. 24 von den gedachten Fällen haben auf das Wurzelzeichen 
Bezug (worunter 4 auf Bruchstrich und Wurzelzeichen zugleich). Un- 
gerechnet sind dagegen die 4 Fälle bei (C)4 und (0)7, wo durch den 
i;ertöfi|^erfefi Wurzelstrich auch noch eine Klammer gespart wird. Bei 
▼erschiedenen Ausdrücken, so namentlich bei den letzten von (B),, ist 
übrigens zu bemerken, dass die Klammer nur weggelassen werden darf, 
insofeme die Zeüe markirt ist, nicht aber bei einem fflr sich stehen- 
den Ausdruck — es sei denn, dass der eine Bruchstrich dadurch, dass 
man ihm grossere Dimensionen verleiht, als der dominirende oder 
Haupthruckstridi vor dem andern ausgezeichnet werde, u. s. w, — 

Abgesehen von diesen (zum Ueberliuss schon durch sich selbst 
erkennbaren) Fällen, machen wir die Klammer, die ja für jede be* 
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stimmte Verknüpfmig Ton zwei in bestimmter Folge angeschriebenen . 
Operationen nur zur Cuterseheiduug der zwei denkbaren Fälle dienen 
sollte^ immer wenigstens fdr einen dieser Falle entbehrlich. 

Und zwar geschieht dies, indem wir zwei allgemeine Festsetzungen 

treffen. 

§ 72. Erste Convention. 

Die erste Uebereiiikuufl kauii sogleith iür beliebig viele Zahlen 
ausgesprochen werden, und lautet (vorbehaltlich einer am Öchlusse zu 
erwähnenden Ausnahme) wie Iblgt: 

IComnwn (zwei oder mehrere) OiHnatmicti dersdbm t^tuß zuaam- 
inen, ohne dass durdi Klammem ihre Anordnung (oder die Art der 
Zusammenfassung der Operationsglieder) vorgeschrieben wäre, so hat 
man sich die mmmtlichcn Zahlen in ihrer angegdtenen Reilmifolgc fort- 
schreitend durch die betre/fettäen Operationen verknüpß zu detücen^ 
d. h. erst die erste Zahl mit der zweiten, dann das Ergebniss mit der 
dritten und das so entstehende Resultat mit der vierten Zahl und so 
fort. Der Gang der B^hnnng oder die Ordnung^ in welcher die Ope- 
rationen auszuführen sind, stimmt alsdann genau flberein mit derjeni* 
geu Reihenfolge ; in welcher die Zeichen dieser Operationen, wie man 
fiest^ von links nach* rechts gesprochen werden. 

Damach bedeutet zum Beispiel: 

a • b e • d : e : f = (\{{ah) : cf d\ : e) : f ^ 

Beiläufig gesagt wird ein Ausdruck, der so durch die Operationen 
erster Stufe aus gegebenen Zahlen zusammengesetzt erscheint, wie der- 
jenige in der ersten Zeile, ein Aggregat genannt (von grex, die Heerde, 
ad-gregare, zusammenschaaren), und die gegebenen Zahlen heissen die 
Glieder desselben (Aggreganten). Ein Aggregat ist also das Ergebniss 
einer fortschreitenden Verknüpfung von Zahlen durch lauter Operatio- 
nen erster Stufe. * 

Für einen ebenso durch Uporiitiujien zweiter Stufe zusamniengeBctzteu Aus- 
druck, wie der obige iu der nächst lol^'enden Zeile, ist kein Name allgemein in 
Gebraach gekommen. Zwar hat J. T. H. Müller (1. c.) dafür den Namen „Cum- 
pontum** ▼oigeschlagen und angewendet; die gegebenen Zahlen, mit welchen aUo 
entweder eine Multiplication oder «ne Division vocgenommen wird, nennt er die 
nOompooenten" des Compositums. In der That jedoch möchte die Greinmg neuer 
Namen hier leicht su vermeiden sein, indem mau ja nur von Amdrücken (Gebil« 
^ Aggregaten) moeUer Stufe und deren Operation«glie«leni su reden braucht. 
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Ehe die obige Begel auch in ihrer Anwendung auf die dritte Stufe tpedell 
in Betracht gesogen wird, will ich sie für den Fall von drei Zahlen fiborliaupt 
näher ins Aug^c fasnon. Hier lehrt »ie also, dsiss diojenigc Klammer, w^che die 
zwei rrslon /alilcii <lo8 droithoilifjon AiisiiriRko? iimschlioMtit, woggolasBOH werden 
kann, und das» umgekehrt, wo die Klammer fehlt, sie so und nicht andere zu 
denken sei. 

Ich werde nun immer die zwei mittelst der Klammer von eiunuder 
zu uutcrächeideiideu Ausdrücke (durch ein Komma ^^etr(Mint) in eiue 
Zeile nebeneinander ochreiben^ und zwar den einen, bei dem die Klam- 
mer nicht weggelassen werden darf einfach; den andern (hpjx^lt, indem 
ich ihn dem nämlichen Yon der Klammer befreiten Ausdnick gleich- 
stelle. Iliemit ist alsdann der Gebrauch der Klammer bei den 24 fol- 
genden Verknüpfungen geregelt. 

(B), (rt — 6) + c = a — + 6-, a — (fc + c) 
(a — 6) — c = a — h — c , a — (b — c) 
(a : 6) • c » a : hc, a:(b • c) 



a a 

^"^ 6"' * (b'C)'^ bc 

(a :h) : c ^ a :b : e , a:{b :v) 

v6/ b a , a 

* e c * * / 6 \ b 



c/ c 



6 

Ks 



(B)2 ♦ yc — yc, ♦ ar'^^^a 

♦ log c = log c , ♦ a = a 

(log6)' = lugt', log(6') 



(B), 

* log log ♦ f^(logc)»^luge 

* 0»«»^^^ log6^^^ ^ log (^c) «* log^c 

* log (;=log « logUog<:j » log Jogc. 

Vorstehend sind erht 22 von den in Aussicht gestellten 24 Ver- 
knüpfungen erledigt, und sind wir daher noch 2, ursprünglich zu (B), 
gehörige, anzugebien schuldig. Für diese aber statiiiren wir ausdrfick- 
lich eine ^«SMoftme, nämlich die folgende: 
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indem nach der Torangestellten Regel gerade umgekehrt im ersten Falle 
die Klammer wegzulassen, im zweiten aber beizubehalten wäre. Es 
geschieht dies aus dem Beweggründe^ weil der erstere Ausdruck ohne- 
hin nach der Regel für das Potenziren einer Potenz: {a'')" a** leicht 
80 umgeformt werden kann, dass keine Klammer dabei noihig ist, 
wiilirend auf der andern Seite der zweite Ausdruck niclit redueirt und 
deshalb auch, wo er auitritt, nicht uingaugeu werden kann [ct. (40) 
uud (47)]. 

Ganz ähnlich ist auch der Ueweggruud behchalleu lür die uuu iol- 
geiide zweite Uebereiukuuft. — 

§ 78. Zweite Conventioii. 

• Kommm OpcnüioHoi rrrsrJtiaknvr Stufe ohw Klainnnr ::i(S(tninien, 
so ist stets diejmige Redmungsart sucrst vonunehtnettf wdclie zur iwiie- 
rm Stufe gehört. * 

Hierdurch ist die folgende aunnahmslose Zusaninietisiellung Ton 
den 64 allein noch möglichen Verknüpfungen gerechtfertigt. 

(C), {a -f 6) • 6- , a {b ' c) a -\- bc 

(a ' b) c = ab -i- c , a • (6 -f c) 

)(a -j- 6) : c , a + (6 : c) = a + 6 : c 

<ü+«=!i±*; ; „ + ('') = „+» 

c * . ' \ c/ ' c 

(a:b) c = aib + e , ' a : (6 + c) 

\tJ-r b -r * (6+7) "64^ 



{ 



(C), (a — by-e, a — (6 • c) = a — 6c 

{a ' b) — c == ab — c , a • {b — c) • 

(a — 6) : c , a — {b : c) = a - b . c 



I 
{ 



•c e * \c/" c 

{a : b) -r a : b — e , a : <6 — c) 

fa\ a a a 

* VT/"*'"" ö * ^6~T) — 6 -c 



-(i)=a- 



(% {a+by, a + {bo)^a + tfi 

*. (a») + <: = ii»+e, ♦ a»»+<«=a*+« 

♦ (a^) — c = a^ — c, ♦ a'*~<^— «a*"* 



1 
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♦ Kc= /c, » o+(^e) — o + ^c 

(rt A) ,1 — Ay " / \ 

♦ logc«logc, ♦ « + (lügc)«a4- logc 
(log 6) + c = log b + c, log (6 + c) 

♦ Iogc«=logc, ♦ a — (logc) — a -logc 
(log 6) — c «= log 6 — c, log (6 — o) 

(« • ' <» • (60 « a6« 

(a\c « 

♦ («*) : c » : <; ^ « a'* • a* = « 



(a») o» (^) 4 



(a: 6)/ a : A/ ' A 4 

♦ ♦ a:(yc)^a:yc 



a 



6 \ T" 



(*)/ V 

(Kc) ^ Kc 

(f/b) le^f^bie, y^{b : c) d ^^TS 



(k6) ^ K6 
e ^ e 



M.h\ ab i f, 

* log c = log , ♦ a(lüg c) =»a log c 
(logd) • c « log bcy log (6 • c) 

Aa.b) ab ,6 ,6 

* lüg(;=^logc, * a : (logc) a:logc 

* logC=log6', * 



a a 



(log c) log c 
ilogb) : c — log6 : c , 1^(6 : c) 
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Macht man demnach von dem Hruclistrich und dem veriän teerten 
VVurzelstritli den ausgedehntesten Gel^rauili, so braucht eiue Klammer 
nur mehr in folgenden 15 Fällen gesetzt zu werden: 

«— {a±h)c, a(h±c), {a±h)% log(/^±f), 
(«^/» (0» ^k(pc), Xogip^), ^ 

d. h. beim Sahtrahiren^ Multiplicireu , Potenziren und Logariihmireii 

eines Aggregates (erster Stufe), desgleichen beim Potenziren und I^oga- 
rithmiren eines Ausdrucks zweitw Stufe und einer Voten/, (mit Aus- 
uaiiiue noch des Logarithmirens von Brüchen). 

Sammtliche Festsetzungen der vorstehendoii Paragrajdien befinden 
sich augenscheinlich im Einklang mit den Irüher gelegentlich getrot- 
feneu besoudern Bestimmungen, ef. g IG., 24. und 59. 

§ 74. Brkennmig von Aiudräolran und OpemtiontgliAdem. 

Um jetzt die Natur irgend eines aus vielen Zahlen zusammen- 
gesetzten, weun auch noch so verwickelten Ausdruckes zu erkennen, 
achte man vor allem darauf, ob dieser Ausdruck frei für sich steht, 
oder üb derselbe mit andern Zahlen verknüpft und vielleicht selbst 
von Klammern eingeschlossen erscheint. Im letzteren Falle wird man 
TOD diesen Zahlen und Klammern natürlich zu abstrahiren haben und 
sich überhaupt alles ausserhalb des zu beurtheilenden Ausdruckes be* 
findhche hinwegdenken. 

[Sollte über die Begrensang des letzteren Ausdruckes selbst ein 
Zweifel obwalten, so wird erst der umfassendere Ausdruck zu unter- 
suchen sein, Ton dem jener ein Tbeil ist] Alsdann yerfahre man 
folgendennassen: 

1^) Man lasse zuerst der Zeile entlang den Blick fiber den Aus- 
druck hingleiten und sehe zu, ob sich nicht auf dieser Zeile -|- oder 
— Zeichen befinden, welche frei, d. h. weder dicht, noch mittelbar 

SOS der Feme, Ton einer (dem Ausdruck angehörigen) Klammer um- 
schlossen sind. [NB. der Zähler eines Bruches gilt als über der Zeile 
stehend.] 

Ist solches der Fall, so ist der ganze Ausdruck ein A(/(/rc[/a(. uml 
zwar je nach dem letzien dieser Zeichen entweder eine Hunnne oder 
eiue Diß'ermz. Die Glieder des Aggregates sind alsdann eben die 
durch die genannten -(- Zeichen getrennten Theile des Ausdruckes, 
welche demnach, wo es etwa erforderlich sein möchte, auch eingeklam- 
mert werden dürften. Diese Glieder müssen nun, wenn mau den Aus- 
druck vollends verstehen will, nach denselben nachstehend anzugeben- 
den Pnneipien weiter untersucht werden, nach denen der ganze Aus« 
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druck es noch werden muss in dem andern Falle, wo er kein Aggre- 
gat ist . . 

2*) Wenn obiges nicht der Fall ist, so erscheint der ganze Aus- 
druck als ein Mcnom; er ist dann in letzter Tnstan« durch Bechnungen 
höherer Stufe gebildet. 

Alsdann muss ebenso untersucht werden, ob sich nicht auf der 
Zeile Zeichen wie x, • oder : finden, welche, ohne von Klammem 
mitumschlosseu zu sein, verschiedeutliche Bestandiheile des Ansdmclies 
initeiuander verknüpfen. Wenn dieses stattündet, so ist der Ausdruck 
ein Ergebniss von Operationen zivrUer Stufe und zwar jo nach der 
Natur des letzten von diesen Zeichen entweder ein Frodmi oder ein 
i^otienf. 

Wonu aber dergleichen Zeichen nicht bemerkbar sind, so darf 
nocii nicht das (jregentheil behauptet werden. Der Ausdruck ist näm- 
lich auch noch ein Froductj wenn sich an ihm Zahlzeichen als Be- 
standtheile erkennen lasseu, welche ohne Verbiudungszeichen neben- 
einander stehen und wiederum frei^ d. h. 7on keiner gefheinschaffc- 
lichen Klammer umschlossen sind | vorausgesetzt nur, dass ohne wei- 
teres nebeneinanderstehende Ziffern jeweils zum Namen einer einzigen 
dekadischen Zahl vereinigt gelesen werden und dass man auch die 
späterhin noch einzuDlhrenden falschlich sogenannten „gemischten 
Brüche'^ wie 2| « 2 f — welche eigentlich Summen sind — jeweils 
als einfache Zahlzeichen betrachtet]. Desgleichen ist der Ausdruck 
ein Bruck, wenn derselbe längs der ganzen Zeile durch einen freien 
Bruchstrich in zwei Theile 'geschieden wird. 

Die also geschiedenen Theile sind stets die OpemHMisgUeder des 
Ausdrucks; sie sind eventuell eingeklamiiiert zu denken^ und gesondert 
nucli allen unserii Kennzeichen weiter zu untersuchen. 

.*)") Wenn obiges nicht der Fall ist, so ist der Ausdruck letzt- 
instanzlich durch eine Operation der drittm Stufe entstanden und 
müssen sich — woi'erne (U-rselbe nicht defect sein soll — ausser den 
auf der Zeile miteinander verknilpt'ten Zahlen oder Ausdrücken auch 
noch solche entdecken lassen, welche in schräg erhöhter {Stellung dar- 
über geschrieben sind. 

Man wird nun das letzte auf der Zeile selbst befindliche Zeichen 
aufsuchen, welches entweder ein einfaches Zahlzeichen (Buchstabe oder nu- 
merische Zahl) oder ein Bruchstrich (Wurzelstrich) oder ein Schlusshaken 
von einer Klammer ist. Alsdann findet einer von zwei Fällen statt: 

Entweder, man trifft rechts oberhalb dieses letzten Zeichens ein- 
mal auf weitere ganz in erhöhter Stellung geschriebene Zahlzeichen 
oder Ausdrücke, welche sich nicht mit ihm zusammen in einer Paren- 
these eingeschlossen befinden, oder dieses ist niemals der WtXL 
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Falls ersteres stattlindet , su liegt unhedinyt (d. h. auch dann, 
wenn zu Anfang des Ausdruckes ein J ' oder log-Zeichen steht) eine 
Potetiz vor; Exponent derselben ist der ganze rechts übergeschriebene 
und nicht init eingeklammerte Aasdruck, soweit als möglich herab- 
LTelieiid genommen; Basis der Potenz ist .der glänze Torangehende Aus- 
druck, bis zu dem Exponeuteii hin gelesen. 

Tm zweiten Falle hat man entweder eine Wurzel oder einen Loga- 
rUhmuBi jenachdem am Anfange des Ausdruckes ein y~ oder ein log- 
Zeichen rorangeschrieben ist; oeHves Operatumsglieä ist jedesmal der 
ganze über diesem Zeichen gesetzte Ausdruck; passives (^^oHansgUed 
ist, was hinter diesem Zeichen steht. — 

Falls diese Kennzeichen zur Beurtheilung eines Ausdruckes nicht 
hinreichen sollten, so muss derselbe entweder fehlerhaft gebildet sein, 
oder es müssen zu seiner Bildung auch höhere als nur die elementaren 
Operationen m Verwendung gekommen sein. 



Die vorstehenden Regeln ergeben sich leicht als nothwendige . 
Folgerungen ans den in den Paragraphen 72. und 73. vereinbarten 
Gonventionen. 

Da z. B., bei Abwesenheit von Ehunmem, die Operationen höherer 
Stufe vor den andern auszufElhren sind, so werden die der niedersten 
Stufe euleUt auszufahren und also allein fflr den Charakter des ganzen 
Ausdrucks massgebend sein, u. s. w. Sind jedoch Klammem vorhan- 
den^ 80 muss die im innern derselben angedeutete Operation zuerst 
und folglieh ebenfalls die andre Operation zuletzt ausgeführt werden 
diejenige ni'inilitli, derou Zeichen frei ausserhalb der Klaiumer steht, 
resp. in Gedanken daselbst zu ergänzen würe)^ u. s. w. 

§ 76. Verbtnduncr von mehr als drei Zahlen miteinander. Vier Zahlen. 

Die bisherigen Formeln bezogen sich alle nur auf die Verbindung 
von (hei Zahlen mittelst zweier von den 7 Operatiunen , und zwar 
wurile gezeigt, in welchen Fällen sich siutt der gegebenen Operatiunen 
Jiiuiere setzen lassen, die in bestimmter Onhuing an den drei Zahlen 
austretulirt , zum nämlichen Kesultat führen. Da die Rechenarbeit 
jedesmal eine andere >vird, so gelingt es oft, durch die Anwendung 
jeaer ISätze eine sehr beträchtliche Mühe zu sparen, und es erscheint 
eine solche Ersparniss, wenn sie auch nicht immer eine unmittelbare 
ist^ doch als der Endzweck der sämmtlichen Sätze. 

Was nun die Verkuttpfungsgesetze von mehr als drei Zahlen be- 
trifft, so mdchte man eine eingehende Theorie derselben zunächst 
für entbehrlich halten. Denn der Rechner wird doch nie mehr als eine 
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einzige Operation auf einmal auszufQhren in der Lar^o sein, aud alle 
Uecbenau^gabeii mfifaen demnach durch eine einfaclie KeUe von auf- 
einanderfolgenden ISinseloperationen bewältigt werden. Sobald um 
aber im Stande ist, nur je 0wei sueeesswe Operationen auf alle mög- 
lichen Arten durch bessere ^ — die ihnen äquivalent sind — zn er- 
setzen, wird man dies ebenso auch bei einer Folge von beliebig vielen 
Operationen nach und nach hinbringen können. 

Ansserileni bemerkt mau bald, dass einer solchen Theorie sich 
«grosse ^Schwierigkeiten entgegenstellen würden, vor allem dadurch, da^* 
die Uültigkeitsbedinguugen der Formeln immer schwerer zu überselirn 
siud. Immer lästiger w^erden die Beschränkungen, welche dem Rechuer 
auferlegt siud durch die Forderung, dass die inversen Operatioüeii 
jederzeit ausführbar sein sollen, und erst durch passende Erweitenmg 
des Zahlengebietes wird man überhaupt in den Stand gelangeni fiber 
diese Hindernisse bequem hinwegzidcommen. 

Ans diesen Gründen muss hier jedenfalb auf Vollständigkeit völ- 
lig Verzicht geleistet' werden. Doch empfiehlt es sich immerhin, noch 
das folgende anzufahren. 

Zunächst siud für 4 Zahlen besonders hervorzuheben die Formeln: 



(163) 



(1(54) 



(o + 6) + (c + rfj — o + 6 + c + flf, 
(u + l>) + [c — d) = (a + h + c) — (I , 
(a — b) + (c + d)=^ (a + c + d) — h , 
(« _ 6) + (e _ d) - (a + e) _. (6 + rf) , 

(a h) — (c + (1) ist sich selbst gleich, 
(a-{-h)~(c- d) « (a + 7> + - r , 
(a — 6) — (c + d) = a — (d + c + d), 
(a — 6) — (c — <?) — (a + <l) — (& + c) , 



welche lehren, wie bei Summen und Diöerenzeu die Addition ihIit 
Subtraction am besten zu vollziehen ist. Die hier angegebene Dar- 
stellung des Kesultates in Form einer einfachen Summe oder aber einer 
Differenz von Summen, resp. Monomien, empfiehlt sich in der That im 
allgemeinen als die Ijeste Form zur Ausrechnung der betreffendeu 
Ausdrücke — zum Theil schon deshalb, weil dabei alle Subtractionen, 
wo deren mehrere vorkommen, auf eine einzige zurückgeführt werden 
(die sich tlberdies auf ztdetzt verspart findet) — hauptsächlich aber 
ans dem hier noch femer liegenden und erst später maac^bend wer- 
denden Grunde: weil die Ausdrücke rechterhand innerhalb eines 
umfassenderen Bereiches noch einen Sinn haben, als die entsprechen- 
den zur linken. Die rechts angedeutete Subtraction nämlich ist noch 
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in manchen Fallen ausführbar, wo es die links angedeuteten Subtrac- 
tionen nicht mehr alle sind — dagegen trifft dies niemals umgekehrt zu. 

Weiter hat man für die Verknüpfung binomischer Aggregate durch 
Mnltiplication: 

( (a-\-h){c-\-(l) = ac + ad-\-h('\-hd, 

[ {a — h){c—d) = ac — ad — bc + hd = {a c -\- h d) — (ad-i-hc) , 
welche Sätze ebenso wie die vorhergeheiideii leicht zu beweisen sind, 
jedoch ziemlich umständlich einzelil in Worte zu kleiden waren. Be- 
quem zusammenfassen und überdies Terallgemeinern lassen sich diese 
Satze erst dann, wenn man die Lehre von den negativen Zahlen 
durchgenommen hat. 

' Beispielsweise hat man als Beweis der letzten Gleichung (16B) 
zuerst nach dem Theorem (B) des § 58.: 

sodann nach dem Theorem (C) ibid.: «= {{a + e) — h} ^d, und 
endlich nach (N), § 59. : » (a + c) — (h + d)f wie zu zeigen war. 

In Bezug auf den Beweis der Formeln (165) ist § 18. zu yer- 
gleichen. Erwähnung yerdieneu noch folgende specielle Fälle dieser 
letzteren, auf die man durch die Annahme « — « d^h geführt wird. 
Zuerst, der Satz: 

li. h. in Worten: Dff,«? Quadrat einrs Binoms ist gleidi dem (/uadrat 
Jrs ersten Gliedes pJm dem doppelten Produd aus de^n ersten Glied in 
das siveitc plus dem Quadrat des zweiten Gliedes, sowie der entspre- 
chende Satz für das Quadrat einer Differenz: 

(1G7) (a — hy =- — 2ab + b\ 

Endlich noch das üusserst iiüt/dicho Theorem: 

(1 08) (rt -\-h){a — b) = a^ — feS 

welches, vorwärts gelesen, lautet: 

Das Froduet aus der Summe in die Differews eweier Zahle» ist 
gleieh der Differene der Quadrate dieser Zahlen, 
und rückwärts gelesen: 

Die Differews m/oekr Quadrate ist gleieh dem Product aus der • 
Summe in die Diffcreng ihrer QrundgaMen, 

Während sich durch das gewöhnliche Ausmultipliciren nach Vor- 
schrift der Formeln (105) zunächst jedesmal 4 Glieder oder Partial- 
i ntdiuto ergeben müssen, erspart man sich durrh das Memoriren die- 
ser drei Sätze je das doj)pelie Anschreiben dieser drei mittleren Partial- • 
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prodm-te, die bei deii zwei ersten Sätzen sich zusaruinenziehen, bei 
dem letzten sich weg hcljcn. Diese Ersparniss ist namentlich willkom- 
men, wenn die gedachten Partialproducte — wie es häufig vorkommt - 
recht complicirten Ausdruckes sind. Aber selbst wenn dieses nicht der 
Fall ist^ wird die Ersparniss — wie klein sie auch im einzelnen Falle 
sein mag — doch werihvoll durch die ungemeine Häufigkeit der Ge- 
legenheiten , woselbst man sie anbringen kann. 

Anstatt durch Aasmnltiplicireii die Theoreme (166) bis (168) naehzuweüeo. 

kaun man auch umgekehrt durch Vereinigen oder Aosaoheideii die rechte Seite* 
derselben in die linke transformiren. Zu dem Ende muBB man nur bei den swei 

ersten Theoremen das (Jlied 2tih diircli &h ha ersetzen und beim dritten Theo- 
rem den KiiiiHtf^ritl <^el)rauclicn , /wiachen a* und — 6* die sich wegbebeodei] 
Ternio -{-ah unW - nh *.'in/.ii.sclialten. 

i\(jcli geiteu ferner auch im Gebiet der natürlichen Zahlen die 
Formeln: 

n . c ad-{- bc 

a c ad hc 



(169) 



a c ac 

b ' d~~ bd* 

a ^ c ad 

h ' d ~ 6 c' 



Avelrhe jedoch erst in der Theorie der gebrochenen Zahlen Wichtig- 
keit erlangen. — 

Da. endlich bei der dritten Operationsstufe auf den Verknfipfongs- 
gesetzen von 4 (bis 5) Zahlen die ganze Theorie der Wurzeln imJ 
Brnchpotenzen u. s. w. wesentlich beruht, und wir daher ohnehin Ur- 
sache haben werden, auf sie zurQckzukommen, so gelie ich auf die ge- 
dachten Verknüpfuugsgesetze an dieser Stelle nicht weiter ein. 

§ 76. Beliebig viele Zahlen. 

Alle Sätze über Summen und }*roduct(i, weklie bisher eigentlitJ) 
nur für Binome und J?r<jducte aus zwrl Factoreii aufgestellt und b«'- 
wiesen worden sind, lassen sich ohne weiteres auch auf Polynome uuti 
Froducte aus ])eliebig vielen Factoreu ausdehnen, äie sind deshalb 
audi sogleich allgemein ausgesprochen worden — oder wenigstens so, 
dass diese Auffassung aucli zulässig (rscheint — was dadurch Jun- 
gebracht wurde, dass wir absichtlich die. Erwähnung der Gliederssbl 
unterliessen. 

Die Berechtigung hiezu beruht darauf, dass jede Summe als eine 
zweigliedrige angesehen werden kann, indem man sich alle Glieder 
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hk auf eines zu einer besonilern Siinnue zusammengofasst Uenkt, uud 
däüs es sich ähnlich auch bei einem l'roduct verhält. 

Die Lfedachten Sät/!e waren nämlich von dreierlei Art, 
Entweder sie lehrten ersfe7is , wie eine an einer Summe, resp. 
t'inem Product vorzunehmende Operation auch aui' eines von deren 
Operationsgliedern übertragen werden kann . . . Für diese 'Sätze, 
welche etwas yod dem associatiTeu Charakter haben, wird die Aus- 
dehnbarkeit anmittelbar evident, wenn man sich alle übrigen 0|)era- 

t tioDsglieder zu einem einzigen zweiten OperationBgliede zusammen- 
ge&sst denkt (was nach dem Associationsgesetse erentnell in Verbin- 

1 dang mit dem Commutationsgesetze geschehen kann). Nachdem man 

I hierdurch das Recht erhingt hat, die Operation an jenem ersten Ope- 
rationsgliede Yorzunehmen, denkt man sich schliesslicli die übrigen 
Glieder wieder an ihre alten PlStze surflckgebracht. 

. . . Oder aber, diese Satse seigten^ wie eine gewisse mit oder an 

I einer Summe, resp. einem Product, vorzunehmende Operation auch 
(als ebensolche) auf jedes einzelne Operationsglied des genannten Aus- 
druckes sich übertragen lässt. Die Uebertragung selbst gescliieht 
<lanri aT)er zwcitois entweder in vcrschialfnpr Weise, indem mit den 
Operationsgliedern Operationen der betreilenden Art fortschreitend aus- 
ziiffihren, diese Glieder alsi» mit immer andern Zahlwertlien dabei zu 
verknüpfen sind — - und haben wir alsdann Sätze, di»' ebenfalls als 
associativisch angesehen werden können; oder drittens die Ueljertragung 
i^eschieht bei allen Operationsgliedern in (ßlcuhn- Weise durch Ver- 
kttupfung derselben nicht nur mittelst der nämlichen Rechnungsart^ 
sondern auch mit der gleichen Zahl, wonach jedoch die einzelnen 
Operationsresultate wiederum zu einem Ausdruck der einen oder der 
andern iürt Yoreinigt werden müssen — und die desfallsigen Sätze sind 
dann .Yon distributivem Charakter. 

Ein derartiger Satz aber muss — auf Grund des Associations- 
gesetzes allein — aucl^ für einen Ausdruck von beliebig vielen Ope- 
rationsgliedern gelten, sobald er für einen aus zwei Operationsgliedem 
bestehenden derartigen Ausdruck erkannt ist, indem alsdann ähnlich 
wie in § 17. der Schluss von der Gliederzahl n auf die n + ^ 
wendbar ist. Gilt der Satz für n Operationsglieder und tritt noch ein 
weiteres n -\- l'^*" Operationsglied binzu, so kann, indem man sich die 
« vorhergehenden zu einem einzigen Operationsgliede (associativ) ver- 
einigt denkt, der für zwei ^Jlieder etablirte Satz angewendet werden. 
Wendet man dann auf das erst«' dieser beiden Operationsglieder, wel- 
' li«'S aus den w ursprünglichen /usanimengesetzt ist, auch den für iliese 
Vorausgesetzten Satz an, wodurcli dasselbe in )i netie ()|)f*rationsglieiler 

{ zerfällt wird, und läsat nötbigenfalis die vorhin eingefüinte uud auf 

16* 



Digitized by Google 



228 Viertea Kapitel. 

die let/tcron mit überj^eganii^eiie Association wieder fallen, so liat man 
oiteiibar denselben Satz für die v -\- l Operationsglieder narligewieseii. 

Und zwar ist diese Ueberleguug zullissip^j mag die an den ein- 
zelnen OperatioBsgliedem auszufnhrende Operation nur relativ be- 
stimmt sein, wie bei der aweiten Art von Sätzen, oder mag sie absolut 
bestimmt und ancli das andere Verknüptungsglied derselben ein TOr» 
gegebenes sein, wie bei der dritten Art, den disiribuÜYen Sätzen. 

'In der Thal iit s. B. gans ftbnlieb, wie diese DistribotioiiageBetse in § 17^ 
auch der mobt distributiTe Satx: 

« — (6i + *iH-.. -l-ftj — « — — 
durch ScUun von « auf « «4- 1 beweuen. { 
Man hat nftmfich, falls er nur für das ▼orstehende n gfiltig ist, weiter: ! 

^ — o-(&,+ 6|H-...H-6,)--fe,_^i=-a — 6,-«^— ?'„-/>„^.i, j 
<|. e. d. — » 

Die Sätze der drei genannten Arten kann mau sich speciell nuu- 
raelir in der Zusanmiensteliung einjirägen: * 
,T. Soll vine Zahl mit einer Su)ni)ic dureh Adth'fiop oder aetiv durch \ 
Snhfracfion. des(fl. mit eineni Froduefr durrli Mulfiplieat'ton oder acfir / 
durch Division verbmidoi werden, so [/eniitjf rs , diese VerkniipfiDig hei \ 
einem beliebigen Operatiotisgliede des betreffenden Ausdruckes m voll- 
ziehen. \ 

II. Soll eine Summe addirt oder sidjfrohirf, oder soll mü einem \ 
Frodude muUiplieirt , dividirt^ potenzirt oder radieirt werden ^ SO kann 
man dassdbe mit den Operationsgliedem fortschreitend ausführen. 

Dieser Satz wird von Grassmann (l. c.) das „Vereinignngs- 
gesetz'^ genannt. 

ni. ScU eine Summe dwrch MtdiipUcaHon oder passiv durch IH- 
vision, desgl. ein Ftoduä passiv dwreh Potengiren, Baäieiren oder Lo- 
garUhmiren mit einer Zahl verbunden werden, so kann man diese Ope- 
ration mit sammtliehen Operationsgliedem einsdn vomdimen. Die 
Partialergebnisse sind im allgemeinen wieder zu einem Ansdraek der- 
selben Art; nur im letzten Falle zu einem Bolchen von der nächst 
niedrigeren Stufe zu verbinden. 

Dies die distributiven (Jesetze — von (J rassmann (1. c.) ziem- 
lich nichtssagend das „Bezieh iingsgesetz^' genannt. 

Auch die Sätze von connnutativem Charakter — »liejenigen, welche 
aussagten, dass die Keiheiit'olge, in de" '* Operatir*- "^*i||ein- 

ander ausgeführt werden, beliebig ist hens 'es, 

wenn mehr als zwei derartige Opera 
Also namentlich: 
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IV. WoDi Huhrcrc Zahlen forfschreitcml nildirf, subtrahirt oder 
half/ add'irty bald suhtraliiri iicrdni sollen, rhen.so (cont mit detLiclbcn 
nficheinander bald ninltipiir'ui , Ixdd diridirt trerdoi .s<y//, cntdkh wenn 
t^nrcvfisii'c buntem WrcJisd ind ihm n juitvnzirt und radicirt werden 
soll, so ist jedes)nal dir Ordnu)/;/, in der dieses geschieht ^ beliebig. 

Es kann nämlich, wie wir iu den Panij^raphen 10. und 'J2. bei VII 
gesehen haben, jede beliebige Ueiheni'olge von Operatiojisgliedem 
einer Summe oder eines Pröductes durch Vertauschung von immer 
zwei benaclibarten hergestellt werden, und das nämliche muss auch 
von irgend welchen anderen Operationsgliedern gelten, von denen jedes 
durch eine aparte Operation mit dem bis dahin ausgerechneten Er- 
gebnisse Yerknfipft gedacht wird. Wenn also nur för zwei aufeinander- 
folgende Operationen es stets gestattet ist, die Aufeinanderfolge derselben 
umzukehren, so muss auch jede beliebige Reihenfolge dieser Opera- 
tionen in jede andere sich Terwandeln lassen und ist damit die Ver- 
allgenieinerung der commutativen Satze begrfindet. 

Die vorstehenden Theoreme I. bis IV., welche übrigensj soweit sie 
äich mar auf directe Operationen beziehen, schon längst erwiesen sind 
(cf. Kap. 2), sind wohl die wichtigsten Aiisdelniungeu der Verknüpfungs- 
gcöetze auf mehrere Zalilen und Operationen. 

§ 77. Schluss. 
Hervorzuheben sind ferner noch: 

V. Die Regel fttr die Addition beliebig vieler Di£ferenzen: 

(170) ^ ^'''^ ^'''^ + + — 

+ a, + . . . + a,) - (i/, + 62 + . . . + hn), 

welche lautet: 

Dilf 'i renzvn h'öntirn a</dirf u t rdcn, indem nuui von der Sunnne der 
Minuenden die der Subtrahenden abzielä, und rückwärts ausgesproehen : 
^oll ein Polynom abgezogen werden von einem andern, welches ebenso- 
fiele Glieder besitzt, so kann man ( weh jedes Glied des ersten Pohjmnis 
i-on dem gleicliuidten des andern subtrahiren und die Ergebnisse addiren, 
d. h. man kann die Subtraction Glied für Glird vornehmen. 

VI. Desgleichen' die Regel fUr die Multipiication beliebig vieler 
Brüche: 

welche heisst: 

(Quotienten können mit einander muUiplicirl werden, indem man 
das Froduct der Dividend» n dun h das der Divisoren f heilt , und rück- 
"'il 1: Soll ein Produef durch ein anderes von ebensoviel laeloren ge- 

H;erdeti, so kann man aucii jeden Factor des ersten Froductes 
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durch den cntsprcclnidoi (ebetidovieUen) den zweiten dividirerif utul die 
Ergehnisar m Hjfijüicircn. 

Dieser Satz bezieht .sieh überhaupt auf alle möglieheu Produete. 
da man, wenn da-s eine derselben weniger Factoren haben sollte, die 
fehlenden durch Einer ersetzen kann — zunächst allerdings vorbehalt- 
lich der Ausführbarkeit der Einzeldivisionen. 

Der Beweis für beide Regeln ist durch abwechselnde Anwendun«: 
der Satze II und I des vorigen Paragraphen zu führen, wodurch die 
rechte Seite der Gleichung leicht in die' linke übergeführt wird. — 

VII. Man merke noch den Satz vom y,Quadrat eines Polynoms'', 
welcher einen besondem Fall der allgemeinen Multiplicationsregel in 
§ 18., zugleich aber eine Verallgemeinerung von (166) bildet: 

(172) (a,+aj + a3... + a.)'^ = a,''' + «2-' + < + + 

+ 2(aia2 + a,a3 + ... + a,a»-|- 

. + Ö2«» + • • • + <»2«« + 

+ a»_iö,); 

derselbe lautet: 

Das Qttadrixt eines Polynoms ist gleich der Summe der Quadrate 
seiner sämn^ichen OUeder pUts der doppelten Summe ihrer Froducie ev 
je gweien. Wie jedoch die letztgenannte Summe ohne Wiederholung 
oder Auslassungen zu bilden sei, darüber wäre die Combinat<:>rik zu 
vergleichen. Den Vorzug verdient deshalb gewöhnlich eine andere 
Fassung des Satzes, durch welche sowohl diese letztere Frage niil- 
erledigt, als auch zumeist eine bessere Anordnung der Glieder erzielt 
vvirdj nämlich die folgende Darstellung: 

(173) (a,+aj+aj+...+a,)*-»ai«+2a,aj+2a,a3+...+2a|a,+ 

+ 

welciie — freilich etwas umständlicher — wie folgt in Worte zu fas- 
sen ist: 

Das (^^Hadrat chies Polynonia ist (/hicJi (der Summe aus) dem 
Quadrat des ersten (Gliedes plus den doppelten l'rodi'eten aus dem ersfai 
Vlicd in jedes folgende, plm dem Quadrat des zwedcn Gliedes plus den 
doppeUcH Froducten aus dem zweiten Glied in jedes, folgende^ plus und 
so iveifcr Iis oum Quadrat des letzten Gliedes. 

Der Beweis des Theorems ist ebensoleicht independent nach § 18., 
als recurrent durch den Schluss von n auf n + 1 zu führen. 

VUl. Durch Ausmultipliciren nach den Gesetzen des § 64. wird 
man leicht die Gleichung rechtfertigen: 
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woraus dann umgekehrt folgt, dass auch: 

(174) '^IZ^ + a^-^b' -I- ... + a26"-3+ 06»-^+ 

sein iiiuss. Da nun der rechterhand befindliche Ausdruck mittelst 
lauter directer Operationen aus (i und h zusamnienj^esetzt ist, und 
diese bekauntlicli jederzeit ausgeführt werden können, so uiuss auch 
die linkerhand angedeutete Division eine ausführbare, nämlich der 
Quotient eine ganze Zahl sein; das heisst m. a. W.: Die Diffcrmz 
zweier gleichhohen Fotmam ist stets durcih die Differenz ihrer Grund- 
zahlen theäbar. 

Legt man dem n den niedersten Werth bei, dessen es (hier noch) 
tahig ist, d. h. setzt man » » 2, so folgt die Gleichung: 

welebe [nebst der entsprechenden: 

auch direct ans (168) hervorgeht Es erscheint somit das Theorem 
(174) als eine Verallgemeinerung Von (168). 

Bemerkenswerth ist endlich der Specialfall, welcher sich aus (174) 
unter der Annahme 6=1 ergibt: 

{ '»'^ i -=a»-* + a^-« + a— »+... + a» + a+l — 
(17ö) ^ ^ -T--r-r-r 

[ =l + a + a2 + o=* + ... + a— 

Zum Beispiel: * 

a — 1 ' ' 

— 1 III' 

—j « 1 + a + a , . 
^«l + a + a^ + a% 

Q. S. W. 



Im vorstehenden sind die fundamentalen Formeln oder Gleichheiten 
der gewöhnlichen Algebra mit genügender Vollständigkeit aufgestellt. 

Bildet man irgendwie eine Gleichung, welche nicht aus diesen 
Formehl abgeleitet werden kanUi oder mit denselben in Widerspruch 
sich befindet, so wird diese Gleidiung keine» Formel, sondern nur eine 
synthetische Gleichung [cf. Einleitung No. 26] sein können, und sie 
wird keinen Anspruch auf (tUgemeine Gültigkeit für beliebige Werthe 
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cler in ihr vorkomuieudeii iiteralen Zahlen oder Buchstabengrösseu 

besitzen. 

Wenn man eine sulclie (ileielmng, welche in Wirklichkeit synthe- 
tisch ist und demnach als Formel hingestellt geradezu fälsdi zvl nen- 
nen wäre, dennoch wie eine Formel anwendete, so wurden ebendadurch 
oft Ausdrücke einander gleichgesetast werden, die von völlig verschie- 
denem Werthe sind, und müssteu so unbillige oder falsche fiesultate 
sich ergeben. 

So irt X. B. die Gleiebmig YtT+'b ^yä-\-yh eine synthetische Gleiehong 
und eine unrichtige Fonnel; sie würde, etwa auf die Werthe a 16, fr» 9 der 
Iiteralen Zahlen angewendet, das falsche Resultat ^25*8 f^^- ^9^1 das ist: 
Ö B 4 + 8 liefern. 

Im Hinblick daranf ist lyui für den Änfllnger überhaupt der Rath am Platze, 
vor der Anwendung tinenoiesener Sätze sich sorgfältig zu hüten, bcsoTulerß aber 
bei nlchtdistrihutiven Operationen sich durch die Analogie mit den DiBtributions- 
gcsetzen nicht verleiten zu lassen. Ein Aggregat namentlich darf nicht „ißicd- 
weise"' potenzirt, radicirt oder logaritinnirt werden; desgl. wenn ein rroduct niul- 
tiplicirt oder dividirt werden soll, dari' diese Operation nicht etwa an allen Fac 
toren des Froductes (einzeln) ansgefQhrt werden, u. s. w. — 

^synthetische Gleichungen dürfen iiieiuals als allgemeine Vur- 

schritten zur Umformung von Ausdrücken benutzt werden; vielmehr 

können selbige nur dazu dienen, speeielle Zahlen für ti'mh oder in 

ihrer Abhängigkeit von anderen zu liestimmen. In letzterer Hinsicht 

aber lassen jene Gleichungen erst dann sich mit Erfolg behandelu, 

nachdem man mit den analytischen Gleichungen oder Formehi der 

Algebra sich völlig vertraut gemacht hat — 

IL Die Opeiattonenyerkullpftmg in formaler BehandlnngBweise. 

§ 78. Tendena der formalen Algebra. 

In den physikalischen Wissenschaften ist es bekanntlich für das 
Studium der Wirkungen von der grössten \\ ichtigkeit, die IJrsacheu 
zu separiren — und diese auf dem Gebiet der iriducliveii Discipliueu 
so fruchtbringende Methode lässt sich auch auf das Gebiet der De- 
ductiou mit Nutzen übertragen. Auch l)ei rein deiluctiven .Schluss- 
. folgeruugen ist es nämlich rathsani, eine m()glichst scharfe »Sonderuug 
ihrer Voraussetzungen oder l'rämisseu vorzunehmen und die letzteren 
auch einzeln genommen nach ihren Coneequenzen zu unt(^rsucheu. 

Die Einhaltung dieses Verfahrens ist in der That nicht nur lehr- 
reich, sondern für die richtige Auffassung der zwiffchen Grund und 
Folge bestehenden Beziehungen — für das Erkennen ihres gegensei- 
tigen Zusammenhanges — geradezu unerlasslich. Und wie haapt- 
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sächlich dieser Teudeuz z/B. die güuze neuere sogeuauute absoltäe 
oder „l*aii-(ieonietrie'^ ihre Entstehung verdanken niüchte, so liegt 
(He.selbti auch der cigentlieheu formalen oder aÜ6ulutai Algebra zu 
Grunde. 

Zur „formalen Altj^tihni^' im engsten Sinne des Wortes sind die- 
jenigen Untersuchungen ül»er die (lesetze algebraischer ()|u'rationen 
zu rechnen, weiche sich auf lauter allgemeine Zaiilen eines unbegrenz- 
ten Zahleugebietes beziehen, Uber dcssm 2safur selbst weiter keine Vor- 
aussetzungm ganacld sind. |Exeinplilicatioueu zu dieser Detiuitiou 
werden in Menge durch das inu lifolgende gegeben.] 

Aufgabe dieses Zweiges der reineu Matliematik ist es nun, zu- 
nächst die verschiedenen Annahmen aufzusuchen, weiche zur Definition 
einer Rechnungsoperation und damit auch zur Construction von Zahlen- 
systemen verwendet werden können — alsdann aber auch:* einen 
Ueberblick zu .gewinnen aber das System der Consequenzen, die eine 
jede der so zulassigen Annahmen nach sich ziehen wird« 

Die formale Algebra hat somit die allgemeine Vorarbeit zu erle- 
digen fnr die Betrachtung der verschiedenartigsten speciellen Zahlen-* 
Systeme und Ilechnungsoperatioueu, welche zu besondren Zwecken er- 
sonnen werden iiiöi^en, 

Jpne Annahmen aber, d. i. die Bedingungen, denen min irgend 
welche allgemeine Zahlzeichen a, b c, ... unterworfen sein kiamen, 
sollen natürlich iiiclit rein aus der Luft gegriffen werden. N'iehiiehr 
wird man densell)eii nur im engsten Anscldusse an schon vurliandeiie.s, 
gegebenes, wirkliches näher zu treten im »Stande sein, und, anstatt 
einen salto mortale ins blaue zu unternehmen^ nur einfach von da 
aus stetig weiter zu gehen haben, wo man sich eben beiludet. 

Daher fragen wir uns denn zuerst, welche von den vorangegan- 
genen Untersuchungen als zur formalen Algebra gehörig zu betrachten 
sind, oder doch in das Bereich derselben unmittelbar hereingezogen 
werden können, und hierauf ferner, welches die einfachsten (im obigen 
Sinne) formalen Prämissen sein werden, auf die sich dieselben zurück- 
fähren lassen. 

Alle Resultate des zweiten Kapitels, sowie des ersten Abschnittes 
im dritten und gegenwärtigen vierten Kapitel sind freilich im Grunde 

die Consequenzen aus der Definition einer natürlichen Zahl als einer 
Summe von Einern (welche im ersten Kapitel gegeben wurde), sowie 
aus der Begrilfsbestimmung der mit eben diesen Zahlen auszuführenden 
Kechnungsoperationen der Addition, Multiplicatioii u. s. w. In dieser 
\\ eise — als solche C'onseqfien/en - sind ja siimmtliche (iesetze in 
'ler That abgeleitet worden. Allein als solche gehören sie keineswegs 
der formalen Algebra an. Von der leti^tereu sind gerade die Unter^ 
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snchuiigeii aijszuschliesseii, l)ei welclieii nuiii genJHliigt ist, auf die Bf 
deutung einer Zahl als einer Summe von Einern zurückzugehen, über 
haupt diejenigen, wo nur natürliche Zahlen als solche zur Verwenduug 
kommen (wo es wesentlich auf den speciellen Charakter derselben an 
kommt). Es gehören ihr dagegen diejenigen Untersuchungen an, ki 
• denen die Operationen einer Htufe auch als Typen für noch nick 
völlig hestimmte (zu einander entgegengesetzte) Operationen aufgefasst 
werden könnten. 

Was die Untersuchungen fiber directe Operationen im swetten 
Kapitel betrifft, so können also zur formalen Algebra namentiich alk 
diejenigen hereingezogen werden, in welchen ein f&r zwei oder drei 
Operationsglieder schon erwiesener Satz auf deren mehrere, auf belie- 
big viele Operationsglieder ausgedehnt wurde; vergleiche §§ 8., 10., 
15., 17., 18., 22., dazu die Herleitung der Formeln (35), (37) und (40). 

Wie mau sich <'rinnern wird, sind z. Ii. alle Eigenschaften der gemciuLa 
Multiplication, w» lclie, wenn diese fiir sich allein betrachtet wird, in dem SaUt 
gipfelten, dass die Anordnung des Multiplicatiousprocesses — die Reihenfolge und 
Gruppiruog der Factoren — belieViig ist, dort als strenge Cousequenzen der bei- 
den dnfadiatdn Satze : 

ah=-bu (des Comuiutationsgesetzes im cugoreil Sinne), 
aij)c) » {ab)c (de? Associationsgesetzes im engeren Sinne) 

nachgewiesen; und üherdich wurde L-rktinnt, dass aus dem letzteren Gc-Betze auch 
ohne das erstere schon die i(ll(jtiiieinc atysociutiic Eigensduift der betreflendcu 
Operation hervorgeht, wonach also in einem Product aus mehreren Factoreo dictt 
beliebig gruppirt, d. i. ohne Aenderoog ihrer Reihenfolge outtelst EQammern la- 
eammengefasst werden dflrfen. Das Commutationsgesets l&r sich allein blieb 
dagegen ohne interessantere Consequensen, und vermochte namentlich nicht die 
unbeschränkte Vertauschbarkeit der Faetoren einet mehrfactorigen Productes mit 
Notliwendigkeit zu bedingen. 

Offenbar ist hiemit auch (in § 8.) bereits ein Anfang mit* der niuimehr nodi 
weiter za führenden Separation der Prämissen gemacht worden. 

Dies aber waren in der That auch die einzigen Betrachtungen 
formalen Charakters in dem genannten Abschnitt«. 

Die Herleitung der dal)ei zum Ausgangspunkt genommenen Gesetze 
selbst — der (iesetze also, welche eine (irundeigensehait directer Ope- 
rationen an nur zwei oder drei Oj)eratiunsn^liedern zum Ausdruck 
brachten - konnte nicht ohne ein Zurückstellen auf Begriff" und Zu- 
sammensetzung der natürlichen Zahlen vollzo^^en werden [eine Bemer- 
kung, welche z. f3. auch hinsichtlich aller über die Ungleich imgt-ii 
aufgestellten Fuodamentalgesetze zutrifft {. Jene einfachsten Gesetze 
werden daher in der formalen A Ige) )ra* sich nimmermehr he weisen 
lassen; hier können sie nur hjrpotbetisch zagelassen, d. i. willkürhch 
als Prämissen angenommen oder aber verworfen werden. [Es wüide 
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sich liöchstens noch um die Frage handeln können, inwiefern diesel- 
ben auch durch andere von ebensogrosser Tragweite zn ersetzen seien.] 

Von den über inverse Operationen (für sich) im dritten Kapitel 
iUigesLellteu Untersuchungen können diejenigen des Absch)iittes II fiist 
ausnahmslos der formalen Alge))ra zugezählt werden. Da und dort 
nur sind in dieselben noch einige allt^cnieine Untersuchungen auf dem 
(iehi(;t der Logik eingeHochten, welche sich unterwegs als nothwen- 
dig herausgestellt baben. Im übrigen tritt bei jenen Untersuchungen 
die Tendenz der Separation schon um ein bedeutendes schärfer zu 
Tage. 

Nun aber wird es sich endlich darum handeln ^ auch den ganzen 
Algorithmus der directen und iuversen Operationen in ihren geyen- 
seikgen Verhniipfungm — so, wie er im vorigen Abschnitt gegeben 
wurde — noch vom formalen Standpunkte aus zu untersuchen. — 

$ 79. Pie ElementarvorauBBetsungen. 

Was zunächst die Operationen der ersten -Stufe für sich^ allein 

betrifft, so sind von den im vorigen Abschnitt enthaltenen Sätzen vor- 
zugsweise die F<)niielgru}>pen (139), (140), (141) und (13(3) der §v> 56. 
und 57. — gewisserniassen als die ,,Fi(n(la))uttfal(j(,setzc^^ — in s Auge zu 
fassen. Diese, sowie aucb alle in den beiden früheren Kapiteln auf 
Addition und Subtraction bezüglichen Sätze (worin nur ( ileiuliungcn 
betrachtet wvirden) waren nun die streng logischen Consequenzen des 
Vereines einiger wenigen höchst einfachen Prämissen, die zum Theil 
unter jenen Gesetzen selbst sich noch einmal mitangeführt finden, und 
die als ;,Fundamental'''' od^ ;^£ZementoftH>raiissetottfi^'' aufgefasst 
werden mögen. 

Als solche sind unter gewissem Vorbehalt etwa zu bezeichnen: 
1°) die Annahme, dass eine OperaHm, genanni Additim, innerhalb 

des hetraehkkn Zähiengebietes skia ausßthrhar sei, 

2^ dass diesdbe dets su einem eindeutig hesHmmten BesuUat führe, 
3®) dass sie dem CommutaHonsgesäee a + h ^ h -{- a mterwor- 

fen sei, 

4") dass sie auch dem Associatiotisgesetße a + (6 + c) (a + fc) + c 
gehör die; 

5") die h(yri/}!i(ht: Definition der Sidifracfion als cimir zur Ad- 
diHon inversm Opera^iont wie sie ausgeprägt ist in der Gleichung: 

6") die Annahme der unbeschränkten Ausführbar kr it auch dieser 
inversen Operation inmrhalh des ganzen Zahletigebietes ; 
7^) die Annahme der EvndeiUigkeü ebendieser OperaUan, 
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Also: Ausßhrharkeiltf EindeuHsfceU, Cimmutaimtät und Assodati- 
vität ' der Addition, Begrifft ÄwfuhrbarkeU und EindeuUgheU der Sub- 
iraction. 

Hei der 'Auf'zählunj^ der PriimiK.st'ii jdk'^'eu meist die lichrltüchcr — iiamciit 
lieh ad i"), 2"), 6^) und 7") — aioli «tarker Auslu^suugoii schuldi}^ /ai machen. 

. Au die obige Aufzühlimg kuü|)it »ich nun iibor eine ganze Keüie 
von Bemerkungen, die ich ungeachtet ihrer Wichtigkeit^ um Baum zo 
sparen, dem kleineren Druck unterwerfe. 

Zanächst wird man leicht erkeunen, dass diese Voraussetsungen — abge- 
sehen von der eine Definition enthaltenden 5^ — sich in der That nnr heweisen 
lassen für Zahlen von naher bobtinnntcr Zusammensetzung oder EntstchungsweiBe 
— wie man es ja an dem Beisiiiel der natOrhchen Zahlen gesehen hat. — 

Als Prämisse su formalen Untersuchungen dürfen diese Sätse nur fQr ein 
bcatimmtes, wenn aueh imhegrcnztcs Zahlengebirt in Anspruch genommen werdes, 
nicht (ibcr für aUc Zahlen überhaupt. Denn bei der ununischrilnkten Bildun|rs- 
fliliigkeit des Zahllic^'rities können die sub 1") Vtis 7") betrachteten beiden Upe- 
ratioueu selbst da^u benutzt werdeu, neue Zahlen detiuiren zu hulieu und d.iiuit, 
einzoführen, deren BecheugesetBe hiernach Yon ebendiescn Voraiusetzungea 1') 
bis 1^) in Verbindung mit der gedachten Definition — abhängig sein werden. 
Ks steht alsdann noch dahin — und wird es eben voii ihrer Definition abhängen - 
ob diese neuen Zahlen ohne Widerspruch mit den Prämissen wieder den alt^n 
Gesetzen unterthan gemacht wenlen können, und wird man also in der That ila? 
Zahb'ngcbiot, auf weh hes die obigen rrilmissen sioh beziehen sollen, jedenisUs 
aU ein vorgegebenes zu betrachten haben. — 

Em Rückblick auf die llerK'itnn^ der Fundamentalgesetze** zeigt, ilass die 
angegebenen Elementarvorauf^set/'.uugeu 1") liic> 7") jedout'alls liinrcich' n , mn diu 
erstereu als eine nothweudigu Folge nach sich zu ziehen, dass m. a. W, dieöe 
Voraussetzungen wirlclich jene Gesetze in sich einschliesseu. 

Jene Fuudanieutalgeüetze sind zwar auf dem tJebict der natürlichen Zahieu 
selbst nur bedingungsweise gültig: ihre Gültigkeit ut jeweils an die Bedingung 
der Ausführbarkeit der inversen Operationen geknüpft (wetehe hier in Wfrktich' 
keit nur eine beschränkte ist). Da jedoch auch der Beweis dieser Formeln ledig- 
lich an (Jültigkeitsbedingungou obendicsor Art gebunden war, ho wird die An- 
nahme der unbeschränkten Ausführbarkeit der inversen Uperationeu auf einem 
Zahlengobiete eljcndaselbht auch die nnninschränkte Gültigkeit jener Fundamental- 
gesetze nach sich ziehen, bowie aucii umgekehrt der Annahme, thiss die letzteren 
auf irgend einem (Jebiet lUisnalimslose Geltung haljcn, auch nothweudig die Vor- 
aussetzung 6°) zu Grunde hegen muss. Wie man dies übrigens auch hei da 
Ausdehnung der Formeln auf andere als natürliche Zahlen später sehen wird, wo* 
bei das Zahlengebiet so „oompZetir^* werden wird , dass sammtliche Formeln all' 
gemein gültig werden^ trifft diese Bemerkung nicht blos in Besug auf hypo- 
thetische, sondern auch in Besug auf die actudilen. Operationen der „allgemeinea 
Arithmetik" factisch zu. 

Daraus also, dass diese Bedingungen 1*') Vus 7<^) den Gesetzen wirkHcher 
Operationen zu GruJide liegen, wird nun jedejd'alis hervorgehen, dass dieselben 
unter sich vcrtnitjlich sind; es wird denmauh keine derselben in einem Wider- 
bprucli zu den übrigen uteheu köimeu. 
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Ferner ist leicht zu sehen, dass diese Voraiiff*ct/unj,'cii auch im ganzen von 
einander unabhängig sind, d. h. es wird nicht möglich sein, die einen aus den 
andern volktandig oder auch nur theihrdie abzuleiten. 

Eine Aimalime bilden in letasterer Benehung nur die Yorautsetzungen 1^} 
und 6*}, indem einereeitB die Annahme der Aosfahrbaikeit — sosusagen Existenz — 
duer Operation natfirlicii Vorbedingung för alle übrigen auf diese Operation be- 
zuglichen Annahmen ist und in den let/fiTen immer wieder sttllsohweigend mit- 

einbegriffen („sousentendu") sein muas; insoferne andrerseits aus 1®) und auch 
gesclilossen werden kann, dass die inverBo <>]^eration jedenialls fnr einige yfvh" 
^'ewisse Systeme von' Zahlen des vorliegiMukn Zahleng»'bietes ausfiilirl»ar sein 
niuss. Gleichwohl ist al>er die Annahme 6") eine über diese« hinausgehende, und 
wird also, sobald nur die 13uch»taben als allgemeine Zahlen eines ^f^ahleugebietes 
genommen werden, sum wenigsten einen von den übrigen Yoranssetsungen noch 
unabhängigen Theil enthalten. 

Auch insofern gibt sich noch eine gewisse Abhängigkeit zwischen den F)rä- 
miflsen kund, als der WegÜEiiU des Commutationsgesetses eine ZerfUllung von 

5') in Zicei Definitionen, und der Wegfall von einer der beiden die Eindeutigkeit 
betreffenden Voraussetzungen 8*^) oder 7^) auch eine Modification der in 5'^) anzu- 
wendenden BeziehungH/.eiehen — gemäss den in § SO. auseinandergesetzten Grund- 
sätzen — nach sich ziehen nn'isste. 

Abgesehen hievon wird die gegenseitige Unabhängigkeit der Präniit*sen 1") 
biä 7^') sich später noch darin zur genüge documeutireu, da^^s bei gewissen (höhe- 
ren) Op^»iionen (oder ZaMen) die einoi oder andern von diesen Yoramsetumgen 
defeet werden oder in WegfiUl gerathen, ohne dass dadurch die fibrigen gestört 
werden. 

Nächst der vorstehend besprochenen Frage nach der Verträgliehkeit, Unab« 
hüngigkei^ und Hinlänglichkeit der angeführten Vorauäsetzungen — mit einem 
Worte nach der Zulässigleit derselben — drängt sich endlich noch die Frage 
auf", ob denn gerade diese Annalimen l") bis 7'*) als l'räraisson der citirten Fun- 
(lainontalgeaetze der Algebra erwählt werden müssen, ob m. a. W. diese Frä- 
miäseu auch specifisch twthweiidig seien. Diese Frage ist zu einem Theile zu 
indem einselne TOn den gegebenen Prämissen in dem Gesammtverbande 
sehr wohl auch durch ganz andere ersetzt werden könnten. [Jedoch die Anzahl 
dieser Prämissen bleibt (fär dn gewisses Zählungsprindp) immerfort dieselbe; sie 
ksnn in gewissem Sinne als eine feste angesehen werden.] 

Wir haben nämlich schon in § 3. gesehen, dass (hinsichtlich der sämmtlichen 
'"onRequenzen) die Formel 4") des Associationsgesetzes sich (im Gesammtverbando 
lor Prämissen) auch ersetzen lässt durch die Formel (« -\- 1») c r [n c) h 
u>ii mehr commutativem Charakter (vergl. auch § 13.) und werden wir später 
noch mehrere Stellvertreter des Associationsgesetzes in dieser Hinsicht betrachten. 

Die Yoraussetzung ö<*) — obwohl gewöhnlich hingestellt als Definition der 
Snbtraction, deren Begriff und Theorie ja auf die der Addition gegründet zu wer- 
den pflegt — ist eigentlich anzusehen als eine Voraussetzung bezüglich der gegen- 
seitigen Beziehung von Addition und Subtraction zu einander; sie betrifft im 
Grunde den Gegensatz dieser beiden Operationen, und könnte deshalb in dem 
Oesainmtverbande die sub angegebene Gleichung auch durch die andere: 
(a -j- h) — 6 = a ersetzt werden. 

Die Voraussetzung 7") übev die Eindeutigkeit der Subtraction liiüöt sich nach 
§ 40. offenbar auch ersetzen durch eine die Addition betreffende Annahme: die 
"'^mlifih; dass ein Snmmand sidi nicht ändern kann, ohne dass die ganze Summe 
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ndi Ändert Aof dem leteteren Satee,- der wieder nur fOr q»ecielle Arten tob 
Zahlen (auf Grund einer flr die Gleichheit derselben gegebenen Definition) be- 
weisbar ist, beruhte ja der ganze Beweis für die Eindeutigkeit der SabtractioD, 

wie denn auch umgekehrt diese wieder den genannten Satz bedingt. 

Kine äliuliche Bemerkuiig lägst sich naturlich auch ad vocem von 2") sa> 
bringen. 

Da luau auf der ersten OperatioDsstufe uoch keine directe Ver- 
anlassuDg findet, die Voraussetzungen zu separiren uud es, wegen der 
vollkommetien Analo<^ie zwischen den (reinen) Gesetzeu der ersten und 
der zweiten Stufe, überdies genügt, diese Separation nur auf einer von 
beiden Stufcp aasgeführt zu haben, 80 werde ich hier nicht weiter anf 
erstere eingehen, sondern mich begnügen, nur einen Punkt herrono- 
heben, auf weldien ich bei der folgenden Stufe nicht wieder zurück- 
kommen möchte. 

Er betrifft die Folgerungen, welche sich an das Gommutetions- 
gesetz 3^) für sich allein knüpfen, wenn die Annahme 4**) des Asao- 
ciationsgesetzes gSnzlich unterdrückt wird. Diese Folgerungen lasses 
sich dann mit einem Blick (iberschauen. Man übersieht sogleich, dass j 
aus dem ('onunutationsgesetze allein [indess noch in Verbindung mit 
den übrigen Elomcntarvoraussetzuni^on ohne 4")] nur die Gleichheit 
der in d«.'n Form<dj^ruppen (l.*>9), (14^*), i^'^^) ^ürect tmterrijiandrr ge- 
sclirieljenen Ausdrücke hervcjr^clit, wälirend sie für kein eiiizi<^cs Paar 
d'T iH'lM'Hoinanderstehenden Ausdrücke gerechtfertigt werden kaini. 
Letzteres gilt ebenso von den ,,Umfornumgsregeln'' einer jeden von 
den beiden ersten Zeilen <les Tableau's (l'^C), wenn man dort die 
3 _|_ 1 =^ 4 resp. r> -f- 3 -j- 1 + 1 = H äquivalenten Ausdrücke, welche 
noch durch (Jnistellung der (ilieder leicht erhalten werden könnten, 
ei^änsend unter jene geschrieben denkt. 

Da nun solche Gleichungen, wie (a + 6) — h ^ {h + a) — ht 
(a + n) - (6 + «) « (a + ») - (n + 6) « (n + a)-(n + &) «etc. 
einerseits so einfacher Natur sind, dass der IJebergang von einer Seite m 
andern nicht die geringste Schwierigkeit bietet, und da sie andrerseits 
kein sonderliches Interesse haben, so kann das .Gommutationsgesets I 
auch hier der interessanteren Oonsequenzen verlustig erklärt und fort- 
an einfach unberücksichtigt gelassen werden. Ist dasselbe schon in 
Verbindujig mit den Prämissen 1"), 2") und ;">") bis 7**) ohne beraer- 
kenswerthe Folgerungen gewesen, so wird es, für sich allein genom- 
men, dergleichen um so weniger nach sich ziehen. — 

§ 80. . Fovtsetsimg. Bie B^aration dtoa^ Vorausaetiuncen. 

Dies vorausgesetzt, gehen wir nun zu den Operationen der zwei- 
ten Stufe über, deren Gesetze und folglich auch formale Prämissen 
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denen der eisten Stufe so yollkommen analog gestaltet sind^ dass sie 
ihnen ohne weiteres nachgebildet werden können. 

Bei diesen aber findet mau, wie schon theilweiüe angedeutet wurde, über- 
dies in dra Umstiinden eine Vnanlusung, die in Bede ttehende Separation vor- 
zonehmen, nftmlidi: entens aus dem Grande, weil fSr benannte ZaUen die den 
angegebenen entsprechenden Elementarvorauaaetcongen schon nicht alle nnmodi- 

ficir| aufrecht erhalten werden können, ziceüens wegen der exceptionelleu Stel- 
lung der Zahlen 0 und oc , die sich einigen jener 'Voraussetzungen nicht mehr 
fügen, drittens und haupt8ilchlich endlich im Hinblick auf die an höheren (hyper- 
complexen, extraordinären) Zahlen vorzunehmenden Multiplioations- und Divi.sions- 
arten, bei welchen man stete geuüttiigt ist, einzelne von den Fundamentalvoraus- 
setznngen fallen zu lassen. ' » 

Will man dazu noch die Sätze über die Verknüpfung der ersten 
Stufe mit der zweiten in Betracht ziehen, so ist den Elementarvoraus- 
setzungen jetzt noch eine weitere anzureihen, als welche 

8*) eines der beiden Distrihutionsgesctze einzutreten hat. 

Der Wegfall des Commutationsgesetzes bedingt aber nieht nur 
die bereits erwähnte ZerfaUung der Definition ö**) in zwei getrennte 
Definitionen, sondern man wird alsdann ad 8^) auch unter zwei nicht 
aufeinander zurflckfOhrbaren Distribuidonsgesetzen die Wahl haben. — 

In Bezug auf die Freiheit, resp. Nothwendigkeit, sie beizubehalten 
oder aufzugeben, verhalten nun die Yerschiedenen Elementarvoraos- 
Setzungen sich höchst verschieden. 

Auf den ersten Blick gibt die Voraussetzung 5'*) — in der an- 
gegebenen Weise für die zweite Stufe modificirt — sich als eine solcbe 
zu erkennen, welche auizuj^^eben sinnlos wäre; denn ohne vorherige 
Definition der inversen Oiierationcn oder ilires Verliültnisses /n der 
directen wird liborliaupt nicht ein Algorithmus dieser Operationen iu 
ihrer gegenseitigen Verknüpfung geschufle»! w«!rden können. 

Auch die Annahmen 1") und (3**) müssen beide wenigstens theil- 
■weise festgehalten werden; die Operationen müssen, wenn auch viel- 
leicht nur unter beschränkenden Bedingungen, als ausführbar voraus- 
gesetzt werden, denn, wenn sie dies niemals wären, so könnte es wie- 
der keinen Algorithmus df^rsfdben geben. Die gedachten Ix iden An- 
nahmen kdnnen daher höchstens partielle Einschränkungen dulden, und 
muss ad 1®) sowie ad 6") entweder: a) unbedingte oder b) bedingungs- 
weise AusfOhrbarkeit vorausgesetzt werden. 

Im letzteren Falle werden sich die Fundamentalgesetze an gewisse 
Gültigkeitsbedingungen geknfipft erweisen, die man, wie sich heraus- 
stellen wird, in offenbare, selbstverständliche oder paknte und in ver- 
steckte oder latente einzutheilen hat. 

Als ,, patente" GiilLigkeitsbedinguugen ein<'r Formel sind diejtMiigen Hedin- . 
guugen derselben zu bezeichnen, welche »chon ert'üüt sein iuüä:;>eu, dauiit die 

I 
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Ponnel nur üborli:ui|>t o'mi-vi Sinn lial.o — die Bedinginigcn also, -wolcbc aus- 
drücken, Uai>ä die Bäuiiutlicheu in den beiderseitigen Ausdrücken angedeuteieti 
Operatioiieii autfiSIirbar teien, and welche somit nnmittelbar aus dem blositc 
Anblick der Formel sieh entnehmen lassen. Es wird jederzeit fiberflOssig sein, 
dergleichen Bedingungen anidrficklich ansageben — wenngleich auch sie bei den 
Anwendungen der Sätze nicht ausser Acht gelassen werden dQrfen. ünd vir 
können es als ein merkwürdiges Ergebniss der Untersuchungen in den Toran- 
ge(?anf?euen Abschnitten aufzeichnen, dass die formalen Consequeuzen der vereint 
adojttirten i'uicht separirteu^ Klenientarvoraussetzun^en hU^U nur an solche pa- 
tente (Jiiltigkeitsbediugungen geknüpft erscheinen (woferue sie nicht sogleich all- 
gemeingültig sind). * 

„Latent" nennen wir dageji^en alle die Gültifjkeitsbcdingungen einer Formel, 
welche aus ihr selbst niclit erkennbar siiul, gleicliwolil aber ihrer Herleitung an- 
haften. Die letzteren müssen jederzeit sorgfältig bei der Formel angemerkt wer 
den, damit nidit die Q^dir enbtehe, die Formel auch ausserhalb ihres Gültig- 
keitsbereiches ansuwenden auf solche Fftlle^ fOr die sie unerwiesen oder ungültig 
ist — eine Vorsicht, auf deren YemachUssigang bekanntlich einer der gemeiiisteD 
Trugschlüsse beruht. 

Dass die Voraussetzung JV) sehr wohl fehlen kann, wurde bereits 
gesagt, und haben wir ja das Gommutationsgesetz förmlich hinweg- 
dekretirt. 

Ebenso kÖDiioii sehr wohl die Voraussetzinigeii 2") und 7"j über 
.1) die J^]iji(leutigkeit der Operationen einzeln oder beide zusammen 
fortfallen, und tritt alsdann an ihre Stelle b) die Annahme einer 
(evejituellen) Vieldeutigkeit dieser üperationeu. 

Was 8^) betrifft^ so werden wir die Gonseqnenzen der Distribntioi»' 
gesetze mit Leichtigkeit unabhängig von den F^rämissen 3^ und 4*) 
angeben können. Abgesehen hievon, d. h. wofeme es sich nun nicht 
gerade um diese Consequenzen der Distributionsgesetise handelt, darf 
aber die VorauBsetzung 4^) nicht 'gänzlich unterdrückt werden, da wir 
sonst zu neuen Schlüssen nicht mehr gelangen konnten. 

Ein formales Gesetz der directen oder multiplicativen Operation 
muss mindestens angenommen werden, denn ohne ein solches winde 
gerade diejenige Prämisse fehlen, welche den wesentliclisten Gnud' 
pfeiler für das zu errichtende Gebäude von Gonclusionen bildet. 

Fortan werden wir also vorzugsweise die Consequenzen des Asso- 

ciationsgesetzes oder die von einem seiner Substituten'^ (siehe unU^ii) 
für sieh zu untersueheii haben, d. i. iminerliin im Zusammenhange mit 
eiiitMii der erwähnten Minima von nicht aufgebbaren Prämissen, unter 
welchen mau noch die Wahl hat. 

Wir haben demnach folgende Uebersicht der überhaupt zur Aus- 
wahl sich darbietenden 
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Fuiidaiiieutiilpräui is8eu. 

l")a Unhcdingte \ . .... , ... 
-„V „ . > Aus/ u/irbarked 

l'^jb Bedmgimgsiceise 3 • 

3®) Das OmmuUxHons^esäg ah^ha, 
^ r4^)» Dos AssociaHonsgesäg a{hc) — (a&)c, odler: 
I40)b 6m SteUverfyrder dessObm (cf. § 83.). 

* 6®)» i>/c Dcfmüimi der TheUung: ^ a \ 

* öo)b Die Defimti&n der Messung: bia:b)^a J 

worin ad fftr ^ sa seteen ist 

* 6% B^SS^^t^}'^'^^^'**'*''*^ ^'"^'^ Operationen. 
7«). Emdeutigfceit i 

* 7»)b Viddeutiykeit ] 

8*)a /^ös' r>-.s7e Distrihutionsycsctz : a (?> -f- r) = a -j- ar-. 
8")b i^rts Bistributionsycsetis : {a -\- b)c =s ac -\- hc. 

Bei dieser Schreil)wei8e mnss von jeder Nummer wenigsteua die eine Litera 
gelten, ausser bei 3") und von 8">; von f)") alle beide, sobald fehlt. AUerdinn^s 
sind aber die Prämissen 2'*}b und 7")b eij^eutlich von negativem Charakter und 
gleichbedeutend mit dem Wegfall der Prämiaaeu 2")» resp. 7"Ju, oder 2"} resp. 7"; 
fiberhanpt. Die Prftminen 6^) uBd 7®) kOimteii nooh einmal gespalten werden, 
wenn man ne nnr anf die Theilnng oder nnr anf die MeiBung allein besogen 
haben wollte. 

Ich werde nun znnKclist die mit einem Stern hervorgehobenen 
Attribnte hinsichtlich ihrer Conaequenzen nntersnchen , also die Mnl- 

tiplication als unbedingt ausführbar und eindeutig, dagegen die beiden 
Divisionen als vieldeutig und mir bedingungsweise ausführbar vuraus- 
set/.eii. [Die Priimisson 8") sollen so auch später gesondert von 4^) 
betruehtct werden.] Ich wurde somit den in § 50. als „zweiter*^ auf- 
geführten Fall eingehend erledigen, woraus sich, indem man die Be- 
ziehungszeichcu sUmmtlich in = übergehen lässt, auch stets sofort mit 
Leichtigkeit die Erledigung des dort als „erster" erwähnten Falles 
(der Eindeutigkeit sämmtlicher Operationen) ergeben wird. 

Zur Behandlung des ^^dritten" Falles, wo auch die directe Opera- 
tion vieldeutig ist, sind zwar schon die nothigen Fingerzeige im II. Ab- 
schnitt des vorigen Kapitels gegeben. Ich werde jedoch ans mehreren 
Gründen anf diesen Fall nicht weiter eingehen. 

^iUMy wefl dieser Fall überhaupt noch nieht b^iandelt ut, wie denn adion 
die Brled^fung der l)ciden andom Fälle hier zum ersten mal gegeben sein mOchte; 
"mitens^ weil auch bei den bypercomplexen Zahlen bis jetzt nur eindeutige Mal" 
tiplicationen zu betrachten gewcHon bind; driiienB, weil der „zweite*' Fall so wie BO 
Schröder, Lehrbuch d. Arithm. a. Algebra. I, 10 
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sc hon lehrrf'ich genug Bchoint, iiult ui ilie (iliederung der Conscquenzen nach ihren 
rrümiaseu darin genugsam erkennbar ist, desgleichen die zur Behandlung der- 
artiger Aufgaben einzuschlagende Methode des Schliessens — [um den Fall 2*^1 
auf den fP)m lurttcksofOhren, wird man, wie neh von voinberein abeehen Iftnt^ 
ma einige Sobtomtione- oder BeriehongeieiQhen absuUndem haben]; vUrten», weil 
dann — bei Vieldeutigkeit der Multiplication — sich statt der FrSmisse 4°), z. B. 
a{bc) = («6)c, mit dem gleichen Rechte auch die Annahme a{hc) (=) , =^ {ah)e 
zur Berückaichtigimg darbieten und somit vorderhand ein aUsaweit aosgedehotes 
Feld der Forschung sich eröftnen würde. 

Ich halte es für nützlich, noch heryorzuheben, duss auch für die- 
jenigen Leser, welcheu das Interesse an der Methodik vieldeutiger 
Operationen femer liegt, es lunreiehend lohnend sein mochte, die nach- 
stehend dnrchgeftthrten Sehlussreihen zu verfolgen. Dieselben enthalten, 
wie ich glaube, auch fttr den Fall eindeutiger Operationen, den sie mit 
umfassen, vieles lehrreiche und werden fttr diesen Fall, wo alle Be- 
ziehungszeichen in fibergehen, nur um so leichter durchzugeheo 
sein. — 

■ 

§ 81. VollBtändiger Algorithmus rein associativer Operationen. 

Einen „Algorithmus aMOoiativer Bechnungaoperatioueu ohne Commutatiou'' 
hat schon Herr Hanke 1 in seinem, wie mir scheint, noch nicht genügend gewür- 
digten Buche über die complexen Zahlen (1. c. pag. 18—25) gegeben, jedoch auf 
der einen Seite ohne die (erschwerende) Kücktiicht auf eventuelle Vieldeutigkeit 
der inverseu Operationen. Auf der andern Seite entgehen ihm in Folge des Um- 
Standes, daas er nur die eine inverae (oder, wie er sagt, „lytische") Operation der 
(„thetiieheii** oder) Multiplication in den Kreie seiner Betiraditiugen sieht, eowobl 
im einselnen manohe von den interenanteeten Besiduingen, als namentlich auch 
die überraschende Symmetrie, welche das ganse System dieser Besiehungen in 
seinem UeberbU«^ zeigt. 

Wir setzen nun also bei einer eindeutigen Operation, genannt 
Multiplication, die Gleichung des Associationsgesetzes: 

(17G) a(hc)^(ah)c 

als erfüllt voraus für alle Zahlen oder Zusammenstellungen von Zah- 
len a, hf c eines bestimmten unbegrenzten Zahlengebietes. 

Es firägi si6h; welche Consequenzen diese Annahme — uamentlicli 
für die nun eventuell vieldeutigen inversen Operationen .und ihre Ver- 
knüpfung mit der di^recten — nach sich ziehen wird. 

Bei der hierüber anzustellenden Untersuchung wird vor allem die 
Bemerkung in's Gewicht fallen, dass nach § 53. das Gesetz (176) un- 
bedenklich auch auf mehrdeutige Ausdrücke gerade so wie auf ein- 
deutig bezeichnete Zahlen angewendet werden darf^ d. h. dass auch 
A(BC) {AB)G ist. Da überhaupt in dem genannten Ptoagraphen 
die Frage erledigt ist, in welcher Weise die fOr eindeutige Zslil- 
zeichen gewonnenen Formeln auf beliebig vieldeutige Ausdrücke aus- 
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mdehnen sind, so können wir die Uutersuchougeu fortan möglichst 
iXi£ die ersteren beschränkt halten. 

Zunächst will ich übrigens ein fmppaatee und auch an sich schon bemer- 

senswerthes Exempel anfuhren zu der im vorigen Paragraphen ausgesprochenen 
Behauptunf^, tlass hier tlie Gülti<^k«Mtsbedingung(jn einer Formel in der That oft 
,latent" werden, d. h. iu ihr .selbst aicli nicht ausprägen. 

Nach ^91) und (17ti) wird mau leiuiit die Kette von iSchluäbtolgeruugeu ge- 
rechtfertigt finden : 

ii^i6-^^{«(6:li)}-|^n}(ft:«)-(a«)(6:«)-«{«(6:ii)}-aft, 

und ähnlich — in etwas kürzerer Darstellung: 

Somit eigiVt sieh das Besoltat: 

a |(nd) : n } ab, 



(177)« — (i.a6 



welches schon auf den ersten Blick paradox erscheinen mnss, sobald man die Be- 

dingongen der Uerleitung ausser Acht lüsst. Obwohl nämlich die Ausdrücke — 

und (n&) m vieldeutig sind — und sie sind z. B. auf dem Gebiet der altemiren- 
den Zahlen unendlich vieldeutig, bekanntlich mit einer willkürlichen Constanten 
' i haftet — 80 sollte doch der erste Ausdruck mit einer f^anz Leliebigeu von a 
und n unabhängigen Zahl b nachmultijJicirt (ebenso der zweite mit einer allge- 
meinen Zahl (i vorimiltiplicirt) ötets ein eindeutiges i'ruduct geben! 

Sieht man jeducli genauer zu, so erkennt man sogleich, dass bei der Her- 
leituug der ersten Formel (177)a die Zahl b durch n messbar, bei derjenigen der 
iweiten Formel ebenso a diurdi n theilbar angenommen werden mnsste. 

Von dieser Annahme ist in den Formeln selbst jede Spur verwischt. Die- 
selbe trifft jedoch — z. B. bei den altemirenden Zahlen — im allgemeinen keines- 

W^(8 ZU| d. h. es gehören die Quotienten b : n und ^ nur in vereinzelten Fällen 

SD dem vorgegebenen Zahlengebiete, und werden ihm in den andenn F&Uen durch- 
aas nicht immer einverleibt werden können. 

Die üültigkeitsbedingungeu der Formeln (177)a wirren somit nun dahin aus- 
mprecben, dass resp. die Ausdrücke: 

(mv hm I ^ 

mit wenigstens einem ihrer Werthe) dem angenommenen Zahleugebiet angehören 

müssen. 

Indem wir in erster Linie die Verknüpfungen dreier Zahlen durch 
zwei von den drei in Kede stehenden Operationen in's Auge fassen, 
erscheint vor allem merkwürdig eine Relation, welche sich dadurch 
auszeichnet, dass je die eine Seite derselben unmittelbar in die andre 
übergeftUut werden kann. 

Nach (91), (176) und (91) nämlich ergibt sieh ohne weiteres: 

16* 
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6 = ^ { 0 (6 : e) } = (-^ c) (6 : c) = a (6 : c) , 
und ist damit die Oldehoiig erwiesen: 
(178) ^b-a{b:e), 

welcher keine andern Voranssetzungen zn Gmnde liegen^ als die ^^seM- 

verstandlichen'' (dass nümlich die Zahl a durch c theilbar nnd h durch 
r niessbar sei). In Worten liefert uns diese Gleichung den Satz: 
Tliciknig des ersten Factors (durch eine Zahl) ist äquivalent einer 
Messung des zweiten Faetors (durch dieselbe Zahl). 

(Gestützt auf diesen Satz kann man ziccitcns leiclit zwei weitere 
allgemeine Beziehungen sozusagen heuristisch entwickeln, und zwar 
beziehun<,rs weise durch folgende Kette von Schlüssen ^ die sich je au 
die durch die erste Formel ausgedrückte Voranssetsang anreihen: 

x=^a{h'.c)f x:a{=)b:c, c{x:a)^, 



tc^a, 



(179) ^h^ 



c:6' 



a{b : c) ^ h i 



Zur Erläuterung dieser Schluesreihen will ich Lei der ersten von ihnen (lieb 
vom Verticalstrich) den Gedankengang noch etwas aiisfnlirlicher darlegen. 

Die erste Formel sagt aus, es solle x irgend einen Werth des vieldeutigen Aus- 

dracks —b vontellen, d. h. das Prodact wu b in eine bestimmte anter dttgenigeD 

Zahlen, die, mit e naohmnltipliairt, a geben. Dieae letstere ZaM lelbit — der ge* 

dachte Specialwerth von — ist demnach, eben weil er mit b uachmidtiplidits 

gibt, sngleieh aoeh einer von den Wertben, die in dem Zeiehen ^ zuianuneo- 

gefaest werden; d. h, die beidoi vieldentigen Ausdrücke — und beutsen jedeo- 

föHa einen gemeinschftfldichen Werth, m. a. W. stehen ne zu einander in der 
durch die sweite Formel ausgedrückten Besiehung der Correlatton, als deies 
Zeiehen bekanntlich das eingeUanunerte Gleichheitsseichen Angeführt i^or- 
den ist. Hieraus folgt nun aber weiter, dass die Zahl a einer der Werthe öcs 

Tieldeutigen Ansdruekee -^e sein wird; nach der Definition des Quotientes ^ 

muss dieselbe nämlich gleich dem Producte des mehrerwühnteu Specialwertbes 

von in die Zahl c selbst sein, und somit ist nun auch die dritte Formel 

rechtfertigt. 

Zur Becidifertigung des Ueberganges von der ersten sur zweiten und reo 
dieser sur dritten Froposition, welcher je durch eine einfache TranspoeitioD 
wirkt wird, kann überdies § 51. verglichen werden. 

Die vierte Formel ist nun weiter nichts als eine Auwendung des bereits 
(durdi direete Umformung) erwiesenen Theorems (17S) auf den suletat erhatteaen 



Digitized by Google 



IL Die OperationenTerkBlIpAiiig in fornmler BehaadlnngsweiBe. 245 



Aosdrack c, und indum man auf Grund dieser vierten Formel den gedachten 

Ausdruck durch den ihm gleichen oreotzt, ^'eht aus der dritten Proposition nun- 
mehr die iünite hervor, aus welcher letzteren endlich (als sechste) zu sohliessen 

ist, daaa x aneh «inen Werth des vieldeatigen Amdrnckee voxsteUi 

2>a nun die vorsidtenäe Utlberhtjung statthaft ist, weUhen von dm Werken 

des A.u8drucke8 ~ b ma» OMch unter x verstanden luxben mag, so ist überhaupt 

jeder einielne Werth von ^6 dem vieldentigeii Autdruck untergeordnet, nnd 

damit anoh die ganse Gattung von Werthen ~ b oder der ganse Begriff ~b selber 

[cf. Einl. Nr. 20 (6)]; es ist mithin die Richtigkeit des Theorems (179) erwiesen. — 

Die Bedingong dieser Herleitong, daas nftmüch c durch 6 messbar sei, 
braucht nicht extra angemerkt zu werden, da sie noch ans dem resnltirenden 
Satee selbst ersehen werden kann. 

Dagegen muss noch untersucht werden, ob das erhaltene Zeichen der Unter- 
ordnung ein definitivüB ist, d. h. ob und unter welchen Bedingungen es in ein 
Gleichheitszeichen übergehen könnte. 

Zu dem Ende haben wir nun zu prüleu, ob diu ad (179^ angegebene Scbluss- 
kette Bich nicht yieUeicht unMfm lAsst 

In dieser Absidit werden wir nnn von der sechsten Proposition als dner 
Prilnsisse aossngeben haben, d. h. wir nehmm an, es stelle x (yroHir man anch 
im Gegensats zn voriiin jetst einen andern Bachstaben wBhlen könnte) TOn Tom- 

herein irgend einen bestimmten von den dem Ansdmck -^r zukommenden Wer- 

c : 0 

then vor. Alsdanu aber lassen in der That unter einer einzigen die Ausführbar- 
keit der Division betreffenden Gültigkcitsbcdinguug die sämmtlichen obigen 
Schlösse sich ebensoleicht auch nickwärts ausführen und wird dadurch «ritannt, 

dass jenes x auch ein Werth von —b sein muss, oder dass auch: — ^ ^ — & ist 

0 c i 0 e 

wofeme nur die letztere Betrachtang ebenfliUs snlftssig ist, welchen der Werthe 

a 

von - — -Y man anch anter x verstanden haben mag. 

c :h - ° 

Unter dieser Yoraussetsong also wird [nach Einleitung Nr. 20. (£), indem 

man das lotete Brgebniss mit dorn früheren (179) snsammenhfilt] die zwischen ~ h 

c 

und bestehende Beziehaug dicgenige der QUietheit sein müssen, oder es wird 
die eiste der beiden folgenden Fropositionen: 

bewiesen sein. 

Hiesu jedoch ist sa bemerken, dass diesmal — nämlich für die Umkehrbar- 
keit der obigen Schlussreihe und damit auch für die Gültigkeit von (180)« — die 
Bedingungen keine selbstverständlichen mehr sind. Die vorhin als eine unent- 
behrliche Voraussetzung erwähnte Gültit^keitsbcdingung besteht nämlich darin, 
dass (je) daa gedachte x durch b theilbar sein müsse. Dalier wird denn der ersten 
Eeiatiou (100}a die „latente" Gültigkeitsbcdiugung zu Grunde liegcu, daas jeder 
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Werttk des Tieldentigen Äasdracki 



C : b 



dnrcli h theilbur Mi, und ebenao mU 



die Bweite Belatioii (180)« voram, daw alle Werihe Ton h : — durch a gencM 



a 



werdeu können — wobei uatiirlicb, wrmi alli nlHlU die Ausdrücke " , und h: 

auch ausserhalb des vorgep:cbenen Zahlengebietcs Wertbe besitzen oder eine 
anderweitige Interpretation gulunden haben sollten, diese letzteren Werthe nicht 
mit eiiibegritiV'u werden dürfen, sondern unter jenen Ausdrücken stets nur <iit 
Gesammtheit der unurm Zahlengebiet angehörigen Werthe derselben zu ?er- 
■tehen iit. 

Ich drücke nun die obige Gultigkeltebedingnng zu der Formel (ISO)» mfig- 
lichft kux dadurch aus, daes ich besiehongsweiBe den Ausdruck: 



einfiush hinsetse. Es soll damit im g^nwArtigoi sowie in jedem ähnlichen fall« 
gesagt sein, dass der angegebene Ausdntek «fürdbaus, d. h. fRr alle Werihe sei' 
ner (Ictztinstanzlidien) Operationsglieder mit wenigstens einem Werthe des am 
ihrer Verknüpfung resultirendcn Quotienten dem angegebenen Zahlengebietc an 
gehören müsse — oder, anders zu reden, soll damit verlangt sein, daas der Aus- 
druck für jede seiner Deutungen einen tSinn liahc. — 

Auoh bei den nachfolgenden Schlussreihen gelt^ nun ilmlicb wie 
vorhin, wenn jedesmal die .erste der Formeln als Definition der Zahl x 
willkfirlich festgesetzt wird, mit Nothwendigkeit immer die sSmint- 
liehen an diese gereihten Propositionen, welche zusammen die Her- 
leitung des am Schlüsse aufgestellten Theoremes bilden. 

Und zwar drittens: 



ab 



(181) «4=^^-, 



x^(a\c)hj cx =^ c{{a'. c)h] j 
c {{a : c)h) = {c {ai c)) h «= üh, 
ahf x^\ah)\e^ 
{a i c)5 ^ {ah) : c. 



ex 



Bei dieser Ueberlegung ist s. B. linkerband noch folgendes zu beachten 
Da dar Ausdruck 



~ ein Tieldeutiger ist^ so mnss auch das Product a~ von 



vornherein ab ein, vieldeutiger Ausdruck angesehen werden, wenngleich niclit 
auBgesehlossen ist, dass die dem letsteren sokommenden Werthe (welche rieh tos 

den verschiedenen Werthen von — durch Multiplicatiou mit denselben ergeben) 

auch zufSOig einander gleich aasfallen können. Die erste Formel sagt nim irie* 
der ans» daas » einen gewissen von den gedachten Wertlien Torsteilen solle. 

Es Stent dann xe ebenfaUs einen der Werthe Ton^a c vor, welch* lebteico 
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Auidruck wir Buofidist wiederum in dem Verdacht haben mfinen, vieldeatig su 
aeia — wechalb denn das Zeichen der Unterordnung hier noch am Platae ist 
Nun geht aber aa« der darauf folgenden Doppelgleicbnng — welche selbst nur 
eine Anwendung des Associationsgesetzes — hervor, dass diese Vermuthung un« 
«^'cgründet, der Aiit^druck nündich => ab, also eindeutig ist, und muss darum jenes 
Zeichen ^ von nun an durch = ersetzt wurden. 

Weiter fol<?t endlich die Schhissfornu-l (181) aus der ilir vorausgehenden 
und aus der ersten wieder nur im ilnibÜck darauf, dass die angegebene Uer- 
leitung wie für den gedachten, so auch fQr jeden andern der Werthe des Aus- 
druckes a — rechtskräftig ist. 
c 

Und zwar ist das Bczichungszeichen in (181) ein dcfinitiyeB: der erste Aus- 
druck V>leibt dem letzten untergeordnet und wird ihm nicht etwa gleich, weil die 
S^chhissfolgomngpn sich liier nicht umkehren lassen. Der Versuch nämlich, sie 
umzukehren, scheitert au einer ganz bestimmten iStolle, indem aus der Proposi- 
tion «c (<* lücht auf die eiste « a ^ zorAckgeschlossen werden kann. 

Durch Kürzen einer Gleichung mit einem Factor kann ja, wie wir in $ 60. her- 
?oxgehoben haben, durchaus keine Art von Werthflbereinitimmung swischen den 
stehenbleibenden Ausdrücken gefolgert werden, was eine unmittelbare Consequenz 

war von der der Vieldeutigkeit der Division zu Grunde übenden Annahme, dass 
der Werth eines Productes sich nicht nothwendig SU ändern braucht, wenn sidi 

ein Factor desselben ändert. 

Die Gültigkeitsbedingungeii dieser Herleituiig sind keiue andern 
als die aus der resultirenden Formel selbst ersichtlichen^ und dasselbe 
gilt auch von den durch die noch folgenden Schlussreihen zu gewin- 
nenden Theoremen. 

Viertens hat man independent zu Werke gehend [oder auch unter 
Auwendung des letzten Satzes] weiter: 



Kr) 

[ C ^ XC MC ^ 1 

(182) ^^^J 
wobei ich zur Deduction linkerhand nur das folgende bemerken will. 



X'^h :(eza), (c : a)x ^ h , 

a{{e:a)x}^ab, {a(c:a)}x^ab, 
^{e:a)x^(ex)ia, (ea;):a^dj, 

ex^ab, x^{ab)ie, 

h : {c : a) ^ (ah) : o, 



als era Tieldentiger Aosdnudc su nehmen, 'sodass der gaaae Ausdruck seine Yiel- 
dsntigkeit nicht allein deijenigen der letatinstanslicben Division, sondern auch 
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derjeni^'cn des dabei ▼erwendeten IMviion felbct verdanlrt. Der üebergang von 

der enteu aur zweiten rropositiou wird uun durch TranspoBition des DivisorB ^ 

bewerkstelligt Wäre der leftitere eine eindeutig beetmimte Zahl, bo müsste dabei 
das SubBumtionszoicheu in ein Gleichheitszeichen verwandelt werden. Wo hin- 
gegen, wie hier, ein vieldeutiger Ausdruck (der Generalwerth des Nenners) trans- 
pouirt wird, xeigt eine leichte Uel>erlegung, dass dabei das Subsumtionazeichen 
in das entgegengesetzte verwandelt werden uiussi es muss dies auch, abgesehen 
von dem in § 51. gesagten, scholl ▼on yomberem ans dem Chmnde pUunibel er- 

scheinen, weil man Ursache bat^ den Ausdruck noch als einen Tieldeutigen 

ansusehen. 

Von der dritten zur vierten Proposition kommt das AssociationBgesetz iu 
Anwendung; [anstatt dioser beiden Propositionen knnnte man jedoch auch die 
beiden in eckiger Klammer darunter geschriebenen und direct auf das Theorem 
(181) aich stützenden Propositioiien zum Üebergang zu der nunmehr folgenden 
siebenten Gleichung benutzen, und zwar ist dann der Schluss von der zweiteu 
und {finften auf die aechske ein reiner Syllogiamm und findet gem&aa dem nieo- 
rem (A) der Einleifcong Nr. 20. a fortiori etatt; dagegen kann dieser Sehlues nicht 
umgekehrt, d. h. es kann nieht von der sechsten und fünften auf die zweite 
surfickgeschlossen werden]. 

In der siebenten Proposition muss Hleichheit bestehen, weil auch die linke 
Seite derselben eindeutig geworden ist, und erkennt man dadurch nachtrilglich, 
dass auch in der dritten und vierten Proposition die linksseitigen Ausdrücke nur 
scheinvieldeutig und die Subsumtionszeichen nur provisorische waren, d. h. durch 
Gleichheitszeichen eraetit werd«L durften. 

Da aus der dritten Gleichung abermals nicht auf die zweite Proposition 
zorllokgesohlossen werden kann, so laset ncih die ganze Schlussreihe in keiner 
Weise umkehren, und findet deshalb im Endresultate definitiv nur Unterordnong, 
nicht aber Gleichheit statte — 

Fiinflens h&i man: 

(t) 



(183) 



h{cx)^a^{bc)x, x^a:(pc)f 

{a :b) : c = a : (jbc). 

Das GleichheitBseiclien in der resu^tirenden Ftoposition ist hier dadurch ge> 
rechtfertigt, daas die Reihe der Schlussfolgerungcn sich stets umkehren l&set. 
Schliesst man yon links nach rechts der Kette entbug, so folgt (linkerhaod 

(7) a 

z. B.); 1^ ^ , dagegen wenn man die ganze Kette von Schlüssen rückwärts 

» C) 

durchläuft, folgt mit demselben Rechte: t-=^— r- ; es kommt darnach jeder 
Werth des einen Ausdrucks unter den Werthen des andern vor, und umgekdurt» 
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d. b. €8 geht ans dimen beiden Besiehuogeii nach Einleitaiig Nr. 20. (E) in der 
That die Oleiebbeit beider AnsdrUoke herror. 

Es TerdiMit als besonders auffallend hervorgehoben zu werden , daes in der 
einen von diesen beiden Formeln, also für die eine der beiden inversen Opera- 
tionen, die Operatioiisglieder h und c beiderseits die cutgegengeBctzte , bei der 
aiuU^rn dagegen beiderseits die nämliche Reihenfolge haben; und es scheint so- 
nach , als ob erst dann eine wahrhaft symmetrische Bezeichuungsweise erzielt 
wäre, wenn man die bisherige dahin abänderte, dimü bei der „Theilung" das 
actire Opezationtglied (Nenner) dem passiven (Zähler) stets eonmgestellt würde 

— wogegen bei der „MeNong'* der amgekehrte Gebrauch festeohaltea bliebe. 

In ähnlicher Weise Icommt endlich scchstcns die nun keines wei- 
teren Commentars bedürftige Kette von Scblüsseu zu Staude: 

c 

durch deren Umkehrbarkeit wieder das Gleichheitsseidien in der nun 
als Endresoltat hWrorgehenden Formel: 

(184) '-^-T--'' 

gerechtfertigt ist. Es gibt diese Formel, in Worte gefusst, den Lehr- 
satz: Die leiden umtjflccJirliu Üpcratimcn einer aasociativen Operation 
sind stets miteinander commutativ. 

Man könnte den Beweis dieses eleganten Resultates auch durch die rrobo 
der inversen Operationen zu leisten versuchen , und zu dem Ende beiderseits 

— vorne mit h und hinten mit c — multipliciren. Aui' diese Weise ergibt sich 
in der That: 

oder; 

d. h. die Probe stimmt vollkommen, indem man wirklich so auf eine Identität 
geführt wird. Indessen könnte aus dieser Betrachtung doch nur der Schluss ge- 
zogen werden, dass: 

aih ^ a , 
e ^ e ' 

und hätte das Goordinationszeichen ^ hier blos den Sinn, dass, wenn mit beiden 
Seiten der Formel solche Rechnungen vorgenommen werden, welche die inversen 
Operation«! smn Wegfall bringen, das glache Besultat heraoskommen moss. ^ 

§ 82. Fortsetaung. 

Im Ueberblick hat man nnn^den Pormeigmppen (140) mul(141) 
^ % 57. entsprechend, die ZtunmmenBtelliuig: 

« 

> 
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(186) «^-^T^ * 



(187) 



a \ c 
6c— b ' 



• =3» ^ * ^ 



(a : 6) : c « o : (6c), 



wobei in der ersten Zeile unter gewissen bereits angegebenen Bedin- 
gungeii, welche sich nur auf die Ausführbarkeit einiger Divisioiien 
beziehen, die Subsumtionszeiehen auch in Oleichheitszeiehen verwan- 

tlelt werden dürfen. 

Es stelhni diese Fonnelii ein in seiner Art vollständiges System 
von Consequenzen /u der als IVüniisse aiii^euommenen Formel (17*>^ 
des Associationsgesetzes vor — natürlich in seiner Verbindung mit 
den beiden znr T)etinition der 'riicihmt^ und Messung dienenden, ho- 
wie auch mit den übrigen nicht mehr durch Formeln ausdrückbaren 
Elemcutarroraussetzungen, welche in § 80. angenommen wurden uud 
die Prämissen zu dem ^^zweiten'' Fall des § 50. constiiuirten. 

Im Falle der Eindeutigkeit der inversen Operationen (4* i* 

,,ersten" Falle) gehen die sammtlichen Subsumtionszeiehen in Gleieb* 

heitszeichen Aber. Hier finden % sich alsdann 16 Ausdrücke durch 10 

von einander unabhängige Gleichungen gruppenweise verknüpft, und 

zwar — was hcmerkenswerth erscheint — durch drei einfache, sm 

doppelte und eine dreifache Gleichung. 

Jene 16 Auüdnukc nebst den zweien, diü im Associutionsgesft;'. (ITfi) eelbst 
eutbaltcn sind — s^usauimen 18 — , entsprechen genau den sämiutlicheu 3* = 9 
Variatioiien, welche aus den drei Zeichen • (mal), ^ (durch) nnd : (zu) mit 
derholongen in je sweiea gebildet werden können, nnd Iftnt sieh hienrat in «iwr 
I£nncht eohon dne Ganuitie für die VoUfttndigkeit der angegebenen Algoritimen 
entndunen. 

Das angegebene System von Conclusionen (185), (186) und (187) 
ist nun auch insofern ein vollständiges, als sich «wischen je zwei sol- 
chen AusdrQcken, welche hier getrennten Gleichungsgmppen ange- 
hören — sogar im Falle der Eindeutigkeit — keinerlei Beziehmig winl 

nachweisen lassen. 

Für den allgemeinen Fall, denjenii^eii der Vieldeutigkeit, ist ferner 
noch hervorzuheben, dass zwischen dem ersten und dem letzten Aus- 
druck der Propositionen (185), sowie auch zwischen den jeweiligen 
beiden Rand ausdrücken der beiden in (186) . nebeneinandergestellten 
Doppelbeziehungen, im allgemeinen lediglich die Beziehung der Coor- 
dination besteht, insofeme diese letzteren, z. 3., je einem und demBelbes 
mittleren Ausdruck untergeordnet erscheinen , d. h. es ist eben nur: 
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^^b:l [obgleich ^ - ^ (-) 6 : ^ für I .eUt b : c] 

(I) , 

WO' überdies die beiden letzton Coordiiuitionen — selbst unter der An- 
nahme^ dasB alle mdgliehen Divisionen stots unbeschrankt ausführbar 
waren — specifische Geltung behalteD| nämlich eine andere Beziehung 

— eine Werthgemeinschaft — nicht auf kommen lassen. 

Ausruicheiule Bürgschaft für die V ollst (indiyheit <les ol)igen Systems 
von Consequenzeii wird übrigens weiter unten durch die Betrachtungen 
des § 89. sqq. gegeben, und gilt dasselbe auch hinsichtlich der andern 
ZusamiufMistellungen , die ich in deu bis dabin noch folgeudeu Para- 
graphen nachher entwickeln werde. 

Was das Vcrhältuiss des gegenwärtigen Algorithmus zti den Ge- 
setzen der gewöhnlichen (allgemeinen) Arithmetik (cf. § 62.) betrifft, 
BD übersieht man sofort, wie bei Voraussetzung der iUndeutigkeit (der 
'Divisionen) das Hinzutreten des Commutationsgesetzes — in Folge 
dess^ auch Doppelpunkt und Bruchstrich gleichgültig werden — be- 
whrkt^ dass diese Formeln Tollstandig in die dortigen (152) und (153) 
fibergehen, und zwar geht dabei (185) nebst (186) in (152) und (187) 
in (153) über. 

Der Umstand aber, dass auch im Falle der Vieldeutigkeit (der 

Divisionen) neben den Subsnmtionszeichen noch immerhin die Gleich- 
heitszeichen vorlierrschen |cf. (180)|, liisst erkennen, dass man im 
Rechnen mit dergleichen vieldeutigen Ausdrücken und obschon theil- 
weise gehemmt im Anwenden der gemeinen arithmetischen liegein, 
doch eine /iemhch grosse Freiheit der Bewegung geniessen, dass man 
jederzeit noch eine beträc litliche Mannigl'altigkeit von Trauslormations- 
uud Schlussmitteln zur Verfügung haben wird. 

Es sind jetzt noch die Gesetze anzugeben, welche deu „ümfor- 
mungsregeln" (136) des § 56. entsprechen. 

In diesem Betreff gelten zunächst die i^'ormeln: 

(^«8) : «6) - - (a«)(6 : «) ^ 5' 

wobei die Subsumtionen wieder in Gleichheit übergehen , sobald die 
Voraussetzung zutrifft, dass jeder W erth des linken Randausdruckes durch 
h theilbar, resp. jeder des rechten Kaudausdruckes durch a messbar sei. 
Die beiden mittleren (iloichun^en dieser viort'aclien Be/.ieiiung bewahr- 
heiten sich unmittelbar durch die Anwendung des Associationsgesetzes. Ebenso 
tA 6b leicht, daroh Anwendung zweier von den in (185) enthaltenen Theoremen 
■nf die beiden Bandansdrücke von (188) nadumweiaen, daas die letsteren dem 
Producte ab übergeordnet nnd [et (179) und (180)]. — 
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YiertoB 



Hiezo treten nun weiter die Bedehimgen: 



(189) 



an 
bn 
n n 
b * a 



0 



^ a n 



(n : b) (a : fi):^ (am): (5 :n) aa:6^ 



ntb 
ma 



in welchen ebenfolb, eofeme nicht noch latente Gfiltigkeitsbedingungen 
hinzutreten sollen, die sämmtlichen mit n gebildeten Ausdrücke nicht 
unter sich, sondern nur mit dem von n unabhängigen Ausdrucke direct 
in Vergleichung gesetzt werden müssen — so wie dies ja schon bei 
(13G) der Fall war, und auch später bei allen Umfornumgsregeln still- 
schweigend yorausgesetzt sein wird. Jiei dieser Auffassung aber — wo 

aleo 95. B. die leiste Bedehnng linkerlumd nun: ^ • ^ sein wird— 

sind dann die G ültigkeitebediuguugen in der That nur die selbstver- 
ständlichen. 

Natürlich soll von den beiden auf einer Seite eines (einfachen) 

Verticalstrichs stehenden Ausdrücken jeder als dem Ausdruck auf der 

andern Seite eineein übergeordnet verstanden werden. 

Von den Propoaitioneii (t89) möchte ich als die charakterisiißchsten die bei- 
den hervorheben^ welche am Eude der nachstehenden Schloseketten resultirai 
und demnach besonders leicht direct zu beweisen sind: 



X'^a: bi bx » d, n(6«) »a, 
n(Jkx)'^{nb)Xt {nb)x^naß X'^(na)t(nb), 

(190) a: (na) :(»&). 



x^j-t » a, {xb)n » an, 



an 



(xb)n^x(pn)f x{bn)^an, «^^* 



b 6»' 



Am bequemsten laaaen fibrigeos die Theoieme (188) und (189) sloh dmdi 
Anwendouff der FondamentalgeietBe (186) bis (187) selber beweisen, und wird 

man su einer jeden derselben ohne Schwierigkeit eines der Theoreme ausfindig 
machen, welche dazu behilflich sind, die eine Seite der Fropoeition in die andere 
überzuführen. Nur darf hiebei nicht ausser Acht gelassen werden, dass möp- 
hcherweiso nicht sogleich ein endgültiges Resultat sich ergeben wird, vieluiehr 
die Anwendung des einen Satzes nur ein iirovisoriüches und die des andern erst 
das definitive Beziehungszeichen wird liefern können. Es genügt wohl, nur ein 
paar Beispiele hersusetseo. 



G ^ 



jl- (186), so ist 1^ J>= nnd da mm ^ ^ &, folgHohsiieh 



^^J, so ist a fortiori 

(-) (-) ' 

Da auch 1^ • (187), so ist ^ - aber ^ ^a, folglich wieder 



an 



nn . a 

bn^b'~~ 
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Da a ^ — (186), M ut • , 



a 

n 

^ . , und äm ~n » a, so igt geftmdm 



a n 



^ - ^ ^ . Dies fo^ aneh leieht direet, indem tikt x ^ 
^ =< - (IM). « ■» < ^= ^, aUo 



a n 
«'6 



Da 



Diese Unter- 



Ordnung ist aber qox eine proviBoriacbe, denn aus » ^ (187) folgt Mdrer- 

(-) 



(5) 

~fi M fr; d. h. es ist definitiv -ttt- » •<-. 

(^) ^ 



X n 



a n 



Auf verschiedenen Wegen ist noch leicht sn seigen, dass * ^ ^ ^ ' 5^ 

ist, jedoch nur bedingungsweise, nämlich fitr : n; u. s. w. — 

Bei Eindeutigkeit der DiTimoneiii wo alle Unterordnniigen in 
Gleichheit fibergeheu, sind ee ionaeh 3 • 4 « 12 Ausdrücke, aus denen 
geii^ss ebensorieler Gleichungen die Zahl n sieh heraushebt. 

Jrredaeifoel dage<rcii sind die nachstehenden 6 Paare von (unter 
leicht augebbareii Bedingungen) einander gleichen Ausdrücken : 

\b) 
na 



(191) 



na 



(a : n) {bn) = (hn) : (n : a), 



desgleichen die 6 Tripel von bedingangsweise unter sich gleichen 
AosdrflekiBn: 



IC) 

hsn 

a : n 
b : n 

a ; n 



- (n:h) = in:h)i-, 



{atn){nib) (ii:fr)t(n:a), 



n \\bJ 



n : n 

(J) 

n : h 



. (a:w) =(a:«) :-, 



na ab 



n w 



(^) 



and endlich die 6 einzelnen Ausdrücke: 
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(193) ^, (a«):(iid). (an): (6*). (na): (6*). 

Die 3 . 2* = 48 in deu vorstehenden Formeln (188), (189) und (191) bis (193) 
Yorkommendeu , die Zahl n enthaltenden Ausdrücke sind gerade die Hälfte von 
denen» die fiberhaupt gebildet werden können, indem man a sowolil als b mit n 
tmd darauf die beiden Ergebnisse miteinander verknfipit — ▼ersteht sich allemal 
durdh die Operationen des (Vor* oder Nach-)Multii>liciron8, des Messens oder des 
TheilMM. Aus dieser angegebenen Uälfte geht die andere noch durch Vcrtau- 
schiiup von n und b hervor; von der h-tzteren aber werden bei späteren Untei- 
suchiutgoi nur noch die 16 aus (IHS) und (191) «ich ergobouden Ausdrucke in Ue- 
tracbt kommen, welche in der all<iremi'inen Arithmetik noch dem Producte ab 
gleich sind, und daher auch bei andern Algorithmen iu Beziehung zu demselben 
treten kOnneir. Im ganzen sind es also 48+16«»<14 Yerschieden gebaute Ansdrficke, 

welche einem der drei folgenden: ad, a : 6, ^ äquivalent werden können, und 

alle diese AosdrScke, oder wenigstens nahezu die Hälfte derselben (oben 24) wer- 
den bei einem jeden Algorithmus auf ihre lieductionsfähigkeit zu prüfen sein, 
woferne man über die Gesetze des Algorithmus einen vollständigen (Jeberbück 
erlangen will. 

Die Frage aber nach der Beductioiisfähigkeit eines besümmien 
<]iesor Ausdrücke kann vorerst nur entschiedeii werden, indem man mit 
dem letzteren alle zulässigen Umformungsmittel durchprobirt, und wird 
man bei solehen Gelegenheiten inne, wie erstaunlich die Menge der 
Traasformationen ist; welche schon mit so einfaeh gebauten Ausdrücken 
nach den Gesetzen eines Algorithmus — wie (185) bis (187) — vor- 
genommen werden können. 

Zum Schlüsse will ich noch in Bezug auf die Verknüpfungsgesetse von wer 
Zahlen erwähnen, dass dem dritten Satse (169) oder der Multiplicationsregel sweier 
Brfiche, hier nur folgende Plropoeition entspricht: 

(194) ia:b)j^ - -j : 

ans welcher als spedeller Fall zwar z. B. geschlossen werden kann: 



(195) 



(o:&)^s^~:fc^a:6, 



d ^ d ' d • 

ohne dass jedoch zwischen den Bandausdrficken, sowie fiberhaupt 

[~\ 1 
modul ~J j y ^ (»»:«) y, [mod. («y):n, cf.p.28j, 

mdir als eine blosse Coordination nachgewiesen werden könnte. 

Von besondrem Nutzen wird auch noch die Bemerkung sein, dass die Pro- 
positionen gelten: 

(197) ai.^^^, I (6fl):6^(c:ft)(6:c)a. 

deren Gültigkeit ebenso wie- bei den vorhergehenden nur durch die selbstversttnd- 
liehen Bedhigungen beschränkt ist Dagegen kann ohne die Annahme der Ein- 
deutigkeit «wischen den Ausdrücken: 
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abermals keine Beziehung abgeleitet werileu. im GegeiiBatz hiezu gilt jedoch die 
Gleichung : 

(199)« -|.-i.a«a, | a = a(5: e)(C! 5) 

unter der latcuieii Bedingung: 

(199V «J^. I 7. 

was man leicht als eine iUcutitut erkennt, wenn man links 6(a : 6), reap. rechts 

- e für a einsettt. — 

c 

§ 83. Die StellTertroter des A iiiio<ria t ioiiagea at «eg; 

Unter diesem Namen yerstanden wir diejenigen Gesetze der Mul- 
tiplication, welche fiihig sind, in dem Vereine der Elementarvoraus- 
setzungen das Associutionsgeset/. zu ersetzen^ welche also in Verbin- 
dung mit dem Commutationsgcsetze ((nler schon für sich allein) die Ke- 
geln der gemeinen Aritliiiietik nach sich ziehen. Ohne das letztere 
jedoch werden dieselben, wie sich zeigen wird, zumeist eigenthümliche 
und von denen des Associatiousgesetzes grundverschiedene Con Sequen- 
zen haben, die zu einem Theile auch f&r die dritte Operationsstufe 
besonderes Interesse besitzen. Es werden diese Consequenzen mit den 
Kegeln der gemeinen Arithmetik zwar nicht in Widerspruch^ jedoch 
auch niemals völlig identisch sein, woferoe nur die VoranssetEung der 
Eindeutigkeit und unbedingten AusfOhrbarkeit der Divisionen aufge- 
geben wird, i 

Die gedachten stellvertretenden Gesetze können sammtUch erhalten 
werden, indem man von den 12 gememhin äquivalenten Darstellungen 

eines aus drei Zahlen gebildeten Prodnctes (151) irgend zwei solche 

einander gleichsetzt, deren Gleichheit nicht lediglich aus dem (Jonnnu- 
tationsgesetze hervorgeht (und auch nicht gerade das Associationsgesetz 
selbst vorstellt). 

Somit ist zunächst die Gleichsetzung der in (151) untereinander 
stehenden Ausdrücke ausgeschlossen. 

Tn diesem Betreff könnten allerdings noch die Consequenzen des (leaetEea» 
wonach jedes Froduct aus drei Zahlen auch rüekwärts gelesen werden darf: 
(«00) a{bc) — icb)a 

u. 8. w. näher untersucht werden. Es geht dieses Gesetz zwar aus dem Commu- 
tationsgeaetze (durch dessen zweimalig»* Auwendung) hervor, jedoch ohne dass 
«iieser Schluab auch umgekehrt und autt (200) wieder das Comniutationsgesetz ge- 
lolgert werden könnte. 

Die Mittheilang der gedachten (äuBsent dfirfbigen) Consequenien kann indessen 
fSgUeb unterbleiben [vorgleicfae noch §§ 90. und 91.]. 
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Ferner ist wie gesagt auszuschliessen die Gleichsetzung derjenigen 
Ausdrücke y welche das Associationsgesetz miteiDander verknüpft, in- 
dem ja der daraus entspringende AJgorithmns sich bereits erledigt 
findet. In der That Terknfipft unser Grandgesets der assodatiren 
Multiplication die 12 Ansdrficke in folgender Art: 

a (h c) — (ah)c y a{ch) — {a c) b , 

b{ca) {bc)a, b(ac) {ba)c , 

c{ab) — (cä)b, e(ha) » {cb)a, 

und gehen also diese (jlleidiuiigeii aus irgend einer von ihnen, z. B, 
aus der ersten, durch blusse Vertauschung der Buchstaben hervor. 

Es erübrigt biugegeu, diejenigen Gesetse zu betrachten, welche 
durcli Gleichsetzung irgend zweier andern von den Ausdrücken (42) 
erhalten werden, wobei wiederum diejenigen Formeln zu einerlei Gesetz 
gehören und nur einen einzigen Algorithmus begründen werden, die 
durch blossen Wechsel der Buchstaben in einander fibergef&hrft wer- 
den können. Ich werde diese Algorithmen etwas ausser der Rdhe 
mit römischen zum Theil durch Indices unterschiedenen Ziffera be- 
zeichnen. 

Darnach bedingt nun z, B. die Gleichsetzung zweier in einer SSeile 
nebeneinander befindlicher Ausdrucke (151) zugleich auch deren Gleich- 
heit mit dem dritten in dieser Zeile daneben stehenden Ausdruck, uud 
erhalten wir so zwei neue Alguritinnen. Denselben liegt als Voraus- 
setzung die Eigenschaft der Multiplication zu (»runde, wonach es ge- 
stattet ist, je in dem einen der beiden l'roducte, die sich aus drei in 
bestimmter Ordnung genommenen Zahlen bilden lassen, diese Facioreu 
cyMisch zu vertauschen. 

Jedes dieser beiden ('esetze der „cyklischen Multiplication'^ ver- 
knüpft nur die Hälfte der 12 Ausdrücke (151) zu drei und drei, nnd 
zwar involvirt das eine derselben die beiden Doppelgleichnngen V», 
das andre die Yh, welche yon den vorigen ganzlich unabh&ngig sind: 



(bc)a == {(■ a)b = (a h) c , 
{cb)a =» (ac)b « (b(i)c. 



a{bc) == h{ca) = c(ab), 
a(cb) — b(ac) = c(ba). 



Es bleibt endlich etwa i3as erste sowie das letzte der in (161) 
zusammengestellten Producte — die ja beide durch die Stellung ^ 
Klammer ein verschiedenes Gepräge haben — je mit den 5 übngeo 

Ausdrücken zu vergleichen, die sich weder in derselben Colonne necb 

in derselben Zeile mit ihnen belinden. Eine leichte Prüfung zeigt? 
dass man auf diese Weise noeh 7 Arten von Multiplication erhält; 
denen eine wesentlicli eigenartige Uruudeigenschaft beigelegt ist. 
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Vier von diesen Arten besitzen ebenso wie die beiden cyklischen 
nur die halbe Tragweite wie di^ andern. Sie Yerknüpfen nur 6 von 
den 12 AusdrHekem unter sieh (paarweise) , ohne dass jemals aus den 
Gleichungen eines dieser Algorithmen eine Beziehung für einen der 6 

nicht in ihm vorkommenden Productausdrücke ableitbar wäre. 

Dahin geliört erstens das Gesetz (N'Ia); wonach in einem Produet 
mit voranstehender Klammer die beiden letzten Factoren vertauscht 
werden dürfen [cf. § 88.], zweitens das Gesetz (VTi,), wonacli im Pro- 
duet mit hintanstehender Khmmier die beideu ersteu Factoren commu- 
tirt werden dürfen, daa ist also: 

VI.. I vu. 

(a h) c = ( a c)b , ' n(hc) = h (u c) , 

(J) r) a = (h a \ f , \ h (r n) = c (h a) , 

{ca)b = {(ih)a\ j c{iih) = uicb)\ 

drittens und viertens die beiden Gesetze, wonach in der einen oder 
andern Art von Producten die beiden Randfactoren vertauschbar sind, 
während der mittlere Buchstabe seinen Platz beibehält: 



IV.. 

{ah)c — (c5)a, 

(ca)h -= (ha)ef 



IVb. 
a(6cX«c{6a), 
h(cd) « a(ch), 

c{ah) = h(ac). 



Bei einem jeden dieser vier Gesetze bleibt stets die Klammer un- 
verrückt an ihrer Stelle. 

Dagegen umschliesst sie in den noch restireuden drei Gesetzen 
auf der einen^ Seite die beiden ersten, auf der andern die beiden letz- 
ten Factoren, und ferner verknüpfen diese Gesetze je alle 12 Aus- 
dr&cke (151) unter sich paarweise. 

Das eine (11^) derselben gestattet, die beiden letzten Factoren 
unter sich — zugleich mit der Klammer — zu versetzen, das andere 
(IIb) ebenso die beiden ersten. Es sind die folgenden: 

11.. I IIb. 

a(6c)=(ac)6, a{ch) (ab)c ^ a{hc) ^ {ha)c , n (rh) = (ra)hf 

h{ea) (da)ü, b{ac) (bc)a, I h{cä) = (c6)a, b{ac) — (ab)c, 

e{ah) — (ch)a , e(ha) = (ea)h, c{ah) — iac)b, dpa) ■» {be)a. 

Endlich das dritte dieser Gesetze gibt die Erlaubniss, in den mit 
der Klammer l)eginnen(]('n Producten die drei Factoren vorwärts 
cyklisch, in den mit ihr endigenden Prodiufen. sie rückwärts cykliseli 
zu vertauschen, wenn dabei jedesmal zugleich auch die Klammer mit 
verschoben wird; es lautet: 

Schröder, Lehrbuch d. Aritbm. o. Algvkra. 1. 17 
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I 



(hr,)a = c(ah) , {ch)a ^ h{ac) y 

{ca)h = n{bc) , (ac)h = c{ba). 

Somit sind denn im fj^anzen 10 Algorithmen möglich, welche 
Eigenschaften der gemeinen Multiplicatiou zur Voraussetzung habend 
« die sich auch allein conserviren und isoiirt nach ihren Consequenzen 
tuitersucben lassen. Je nach dem Charakter oder der Gliederung die- 
ser Consequenzen zerfallen dieselben in 6 verschiedene Typen, und 
findet die Keihenfolge, in der diese Typen nunmehr durchgegaDgen 
werden sollen , sich bereits durch die Ziffern I. bis VI. markirt. 

Der Algorithmus 1.^ d. i. das schon erledigte AssociationsgesetE, 
macht sonach für sich aUein den ersten Typus aus. 

% 84. Zweiter Typus von Algorithmen. Conjugation. 

Hiezu rechne ich diejenigen (beiden) Algorithmen, deren Gesetie 
sich in Formeln ausgedrQekt auf eine Wdse gliedern , welche der 

Gliederung des Typus I. der associativen Operationen am nächsten 
kommt; es sind das die beiden Algoritiimen 11». und Iii,, des vorigen 
Paragraphen. 

Die Prämisse des Algorithmus 11».: 

(201) o(ftc) = (ac)6 

als allgemein gültiges Gesetz adoptirt, delinirt eine gewisse Art der 
Multiplicatiou von ganz bestimmtem Charakter, die wir zunächst be- 
trachten wollen. 

Wird in (201) h a gesetzt, so entsteht: a{ac) » (ac)a, 
und aus dem Anblick dieser Gleichung geht hervor, dass diese Art 

von Multiplicatioö för eine ganze Klasse von besondern Fällen com- 
mutativ sein wird. Immer dann nämlich ist es gestattet; die beiden 
Factoren eines Productes zu vertauschen ^ wenn der eine Factor ein 
Multiplicaud des andern ist, m. a. W. wenn dieser sich durch jeiieü 
messen lässt. 

Woferne man also die Messung hier als unbeschränkt ausführbar 
gelten Uesse, d. h. annähme, dass die Quotienten oder Verhältnisse 
stets Zahlen sind, deren Multiplication wiederum dem Gesetze (201) 
untierworfen isl^ so müsste nach ebendiesem Gesetze wegen: 

(202) «5 — « {a {h : a)} = [a{h : a)] a — ha 

das Commutationsgesetz ganz allgemein bestehen. Das Gesetz (20Ji • 
würde darnach (bei Eindeutigkeit) genau die Gesetze des vorigen Ab- 
schnittes, die den w^esentlicheii Inhalt der gewöhnlichen Arithmetik 
ausmachen, nach sich ziehen. -Bei dieser Annahme ist m. a. W. die 
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Prämisse (201) für sich allein schon fuhig, das Associationsgesetz mit- 
sammt dem Gommutationsgesetze zu ersetzen. 

Ganz anders, wenn die Messung als nur bedingungsweise aus- 
führbar angenommen wird; wo dann die F&lle von commutativen Pro- 
ducten als particulare ausser Betracht gelassen werden können. 

Bei der letzteren Annahme erhält man so als Oonsequenzen von 
(201) nur die nachstehende Gruppe TOn Beziehungen, die wieder im 
Falle der Eindeutigkeit (der Divisionen) in eine dreifaehey zwei dop- 
pelte und drei emfaehe Gleichungen übergehen: 



(203) 



g 

c : b 

a(b:c) 



(ha) : e 

ab * 

c 



(204) o^= n=$-,«., («:c)6<.a:| 



CO 



(205) f,= ' , -»-:c-(a:c):6, %' -«:(cJ), 

wobei in (203) durch die yerticalen Striche angedeutet werden soll, 
dass jeder von den liuks stehenden Ausdrücken für sich uuterjjfcordnet 
sein soll einem jeden von den beiden rechts stehenden Ausdrücken. 
Die vier Ausdrücke dieser ersten Beziehung köuuten auch so in einem 
Kreise herum geschrieheu werden, dass ein jeder von ihnen seinen 
benachbarten entweder über- oder untergeordnet erscheint. 

In der zweiten Doppelbeziehung (204) gehen unter gewissen nur 
die AusfQhrbarkeit von Divisionen betreffenden Bedingungen die Be- 
ziehungszeichen auch in Gleichheitszeichen über. Diese Bedingungen 
.sowie llberhaapt die Gültigkeitsbedingungen der ganzen Ghruppe von 
Formeln sind leicht aus der weiter unten folgenden Herleituug der- 
selben zu entnehmen. 

Die Herleitung und damit zuckle ich den Beweis der Formeln kann 
ich von jetzt an stets in gedrängtester Kürze angeben. Denn einerseits 
sind wir durch die in der Einleitung eingeführten Zeichen der, Werth- 
gemeinschaft in den Stand gesetzt, auch bei Untersuchungen über 
vieldeutige Ausdrücke die Yortheile einer kurzen Zeichensprache ge- 
messen und dieselben durch mmterbroehene Keüen von Formel/n aus-, 
drQcken zu können, und andrerseits ist der hiebei leitende Gedanken- 
gang, die bei diesen Untersuchungen anzuwendende Methode, schon 
zur (jenüge in § 81. sq. auseinandergesetzt worden. 

17* 
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Ad (20.'J) hat mau diu vier nicht umkehrbaren Schiusaketten: 
X ^ a{h i ü), xe {a(6 : c)}e » a|c(b : e)} « a6 , « ^ , 

also: a(6;c)=^~. 

^ c 

0s^a(6:c), ca: c |a(i» : c)} = (Z^ : cjj- a — 6a, «K^(6a):c, 
also: a(bt c) -^(ba) : «. 

also: =^ (ta) : c. 

- o 
■l^O: —7; =^ — . 

CD " C 

Ad (SOi) ergibt sieh saerst durch directe Umformimg naeh (201): 

— die erste der dort angegebenen Gleicbnngeii, vekibe somit die Haoptbexiehong 

des ganzen Algoritlinms vorstellt. 

Ferner hat man die Schlusskette: 

«•^7*' 6"^^*»» T^-*T' «6^«» * 

also: -r ^ 7^- 

" a) 

Diese Kette ist im allgemeinen nicht umkehrbar, da man, um sie ruckwärte 

durchlaufen zu dürfen, stillschweigend die Annahm»? machen mfisste, dass a- durch 
b th«^ill)ar ist — eine Forderung, die im Endresultat keineswegs als eine noth- 

wendige eingCBchlüsyeii erscheint. 

Dagegen wird die Kciho der Schlüsse umkehrbar, sobald die genannte Vor- 

aoBsetsiing Kutrifit, sobald also jeder Werth vop - durch ^ theilbar ist, oder 

(») 

et gilt: 

a 

2.6- Jar L^l , 

d. h. wie schon (pag. 246) gesagt, unter der Bedingung, dass der rechts ange- 
merkte Aufdruck einen Sinn habe. 

in ähnlicher Weise hat man die Schlusskette: 

also: ^a\c)h^a\.^ 
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— im aUgemeinen; dagegen: 



c 

a : , 

(a:c)6 — o: ^ , Wr ^ 



6 ' 6 • 

Und endlich iit sa lohlienen: 

* 

^ =^ 6 : (c : a), wo nun drei FiUle zu unterscheiden sein werden; ea iut: 

c h 
entern: o : ^ ^ 5 : (e : a) für ^ ; 

iwdtens : a : |^ ^ d : (c : a) für g^-j^ ; 

dntteiw: «:£.«ö:Cc:a)fÜr und j.^^, 

d. b. wenn beide Bedingmigen gleiehieitig erfOllt, n&mfidh a und ( doich jeden 
Werth der beiderseitigen Anadrücke iheilbar sind. In allen F&Uen beruht dorn- 

nach die Relation zwischen diesen beiden Ausdrücken anf latenten Gültigkeits- 
bcdingongen, und wenn diese abgelehnt werden, wenn man die Annahme der- 
selben verweigert, so wird als im allgemeinen gültif^e Beziehung nur die Coordi- 
tmtion übrig bleiben. Genauer gesagt nämlich wird aUdanu nur ein Werth x 
des linksseitigen und ein Wertli y de» rechtäseitigen Ausdruckes die Beziehung 

—b^c^a— oder •^d(-*)a— befriedigen müiien, ans welcher erst bei Ein- 

dentigkeit: « » y geacfaloaaen werden kann. 

Scblienlicfa ergeben sich ad (205) sehr leicht die drei umkehrbaren Schlow- 
reikea: 

(«) 



ibo: 

a ^ a 



„ 0) 

hc ^ e * 



alio: y:e»(a:c):&. 



alio: -j- — a : (co) 

— miter den augenicheinlichen GfiltigkeltBbedingttngen. 

Was die üui forraungsregelii des gegen wiiriigen Algorithmus l;e- 
irifil^ so hat mau im ganzeu folgende Gruppe von Bezieliuugeu; 
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(206) ' 



\ h) 



(» : 6) : (n : a) 
ft n 
b 'ä 



a i n 
b i n 



aib^ {a: »)(n : b) , 



(") 

»(„:6)^ r=;" 

n ^ ' ^ b b : n 



{na) : (nfe) 
an 

deren GültigkeitsbedingungeD nebst den eventuell zolfisBigen resp. an- 
zubringenden Modifilcationen der Sabenmtionsseieken man nach dem 
bisherigen leicht auffinden wird. 

Ausser den licideu initiieren Gleichungen der ergtcu Zeile, welche sich durch 
directe Umformung nach (201) ergeben, sind wohl am leichtesten — nämUdkVH- 
mittelbar durch die Probe der itmereen Operationen — die beiden folgenden (der 
dritten Zeile): 

(207) ^^-j<{na):{nb) 

zu beweisen, und werde ich mich hei den folgenden Algorithmen meist nur auf 
die Angabe dieser oinfaclisten und charakteristischsten unter den Umformung»- 
regeln beschrfinken. Schon hier habe ich diejonigen Ausdrucke aui^s*er Acht ge- 
lassen, welche denen (191), (102), (193) beim associativcn Algorithmus entsprechend, 
sich im allgemeiiH ii als irreducibel erweiBcn. 

Es bleibt nun auch der Algorithmus zu betraciituu. Derselbe 
bildet ein genaues Gegenstück zum vorigen; nämlich die Prämisse 
desselben: 

(208) a(he)^{ba)c ' 

zieht (in der Hauptsache) das System der Condusionen naeh sich: 



(209) 



(210) 



(211) 



an 



a:b^{na):{bn), 



ba 








> 


{ab) : c 


i 



b : — 



a 



l» : (c : tt) ^ a{b : c) (a : c)6, 



C^l^) 7b 



(t) 



g ; c 



(a : c) : d — a : (&c). 



Wie man in der That schon zum yoraus einsehen kann, müssen 

diese Relationen aus denen (207) und (203) bis (205) dadurch hervor- 
gehen, dass Doppelpunkt und Bruchstrich, so\vie auch die beiden 
Factoren eines jeden Productes miteinander vertauscht — hernach 
aber eventuell noch einige Buchstaben verändert werden. [Die Buck- 
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stabeuveränderung besteht in der Yertauschung von a mit h bei den- 
jenigen Ausdrücken, welche in der gewohnlichen Arithmetik mit ah 
oder mit {ah) : c , dagegon von h mit c bei den Ausdrücken, die dort 
mit a: (bc) äquivalent sind und ist dieselbe lediglich durch die An- 
forderung einer symmetriechen eleganten BezeichnungsweiBe geboten.] 

So oft nun eine derartige Besdehnng (die ofifonbar stets eine 
gegenseitige ist) zwischen zwei Algorithmen besteht, werde ich die- 
selben eomjugirte nennen. 

In dieeem Sinne also sind dann die beiden Algorithmen U». und IIb. 
einander eonjugirt 

Durch das erwähnte Umschreibe- oder Trauscription sverfahren 
gehen bei dein Algorithmus I. des § 83. einfach nur die liiiko und 
die rechte Seite seiner dort angegebenen Formeln in eiiiaiidur über. 
Der ÄI(iorithmus (/es Associafionsgesetzcs ist liiernarh sielt aclhst eon- 
jugirt, womit selbstverständlich die ]M<)glichkeit einer Conjugatiou des- 
selben mit irgend einem andern Algorithmus ausgeschlossen ist. 

Sind zwei Algorithmen einander eonjugirt, so brauchte strenge 
genommen nur mehr der eine von beiden ausführlich angegeben und 
es braucht nur der eine von ihnen eingehend begründet zu werden. — 

§ 86. Britter Typus. 

Die Reihe der MultipKcationstypeu, deren Prttmisse Ton der grös- 
seren Tragweite ist, nämlich die Klammer auf beide Arten enthält und 

deshalb alle 12 Productausdrücke (151) umzuformen gestattet, be- 
schliesst ein Algorithmus III,, welcher insofern ein Gcgenstiick zu 
demjenigen 1. des Associationsgesetzes l)ildet, als derselbe ebenfalls 
sich selbst eonjugirt erscheint. Dagegen zeigt derselbe vielfach eine 
Gliederung, welche von derjenigen der bisherigen Algorithmen we- 
sentlich abweicht. 

Die Prämisse: 
(213) {ah)c^bica) 

dieses Algorithmus III. zieht folgende Gonsequenzen nach sich, deren 
erste Ghruppe im Ringe herum zu lesen ist: 

~ ^ (ba) : c a-^ — (a ; c;6 =4 ^ > 6 : (c : a) 
(215) . \^'-(a:6):c, «s(c6)«^, 
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und es lassen darnach 12 Elementarausdrücke sich umgestaliieo. Auf* 

füll üiui er weise dagegen scheinen die 4 Ausdrücke: 

woklir Loini Algorithmus des Associationsgesetzes die erste Zeile eiu- 
iiehinen, sich hier aui keine Weise in andere Elementarausdrücke 
mnformeu zu lassen. 

In (2110 sind /war nicht alle zwischen den angeschriebenen Aus- 
drücken bestehenden Beziehungen direct angegeben, jedoch kann man 
die swischen den Ausdrücken der zweiten Zeile nocli geltenden Be- 
ziehungen (wie z. B. die Gleichheit der beiden änssersten Ausdrücke) 
mittelst Yertauschung von a und h aus der ersten Zeile herauslesen 
und umgekehrt. In ähnlicher Weise gehen anch von den in verticaler 
Richtung angeschriebenen Subsumtionen die beiden eingekhunmerfc^ 
schon von selbst ans den uneingeUanunerten herror. 

Ueberdies ist zu. bemerken, daas ich mioh hier wie fiberall auf die Angabe 
derjenigen Beaehnngen beachrftoke, ra deren 6(tttigk^t nur die aelbatverstftnd- 
liehen Bediogongen als erfüllt angenommen werden mfisBen. 

Ans der Herleitung und Zusammenstellung ebendieaer Besiebungen werden 
alsdann die andern mit ihren zugehörigen Gültigkeitsbcdingongen leicht abzuleiten 
sein. So. z. B. folgt am den benachbarten Propoaitionen: 

a— «■{a:c)6 imd {«:c)6a^ — 
c c 

leicht die folgende: a—^ — , welche jedoch nicht al^mein, ■ondem nur fSr 

c c 

a : c, d. Ii. uator der (latenten) Bedingung gilt, dai^ a durch c mesubar sei. 
Ebensowenig dürfte unter jener Beschränkang etwa ans: 

ft 6 6 
T^v^a-» a-^iaic)bt (a : c)(»<^ (a : c) : 6 

Vö/ . 

geächl<Mwen werden, daas allgemein: 1=^) {a:c)ib wäre. 

(I) 

• 

Es sind mit Kücksicht auf vorstehendes nur 7 von den annrerre. 
benen Beziehnngen (214) als von einander unabhängig zu betrachten, 
und berlingt also unser Algorithmus III. nun eine sieba^adte und drei 
einfadie Beziehungen. 

Die Uerleitnng dieser Besiehungen ut im folgenden gegeben. IKrect Ist: 

(a: c)6= (a: c) 1^ c| = 
Nicht umkehrbar smd die 4 Scfalussketten: 

a;=^a^, cä=^c(« ^')=(^c)a = 6a, ! a;=^(a;c)6, a;c=^{(a;c)6}c=6{c(o:c)}— ia, 
x^{Jba)'.c^ alsoj a — (^(5a):c. — , also: (a:c)6=^ 
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265 



|(e:a)a;|a»a;|a(c:a)}Bsxc, xe^ha, 



letBtere mit der Variaato: 

c 



(I) 



a; b:(fiia), (c:a)« ^ 6, (c:a)« >^ — , 



(cx):i»^tt, cx — ba, x=^{Oa):c. 1 — xc = ba, 

Kar bedingiiogsweiee nmkelirbar eiiid die drei Ketten: 



c c " 



alio: 



c-"-(c:a)a;, (c:a)jc ^ 6, x =^ 6: (c:o). 



abo] 



(6 : c) a =^ 6 : (e s a)« 



wobei Gleichlieit einiritt für 



: 6 resp. 



6 ; (c : a) 



V6V 



c:a(=)— , (6:a)«^6, a!a^&:(e:a); faieraua folgt: -^-=^&:(c:a) fSr 



, und - ^ 6 : (c : a) für a : [6 : (c : a)] , d. b. wenn überhaupt eine 



a 



F5e7,ieh)inp zwischen den hier in Vergleichnn«? jjesetzteu Au8drücl<rn Bich ergeben 
soll, j<o nuiss entweder b durch jeden Werth der Huken Seite ilicilbiir oder a 
durch jeden Werth der rechten Seite raeeßbar nein, und es wird (ileic)ihcit statt- 
tinden, wenn beide Vorauääctzungeo gleichzeitig eintreffen, im allgemeinen, wo 
keines Ton beiden waaxAnSea braneht, bat man nur (gewiasermaMen als lAdren- 
bUeaer) die Goordinatioat 



a 



(D 



^biiexa). 



Umkehrbar sind endlicb iiiets die 3 Schiufisreihcn : 
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c ' c 



dja^a: (c6), also: ^-^»a:(c&). 

c 



(-) 

0 c 



also : — ^- - =— (a : &) : c. — 

Von den zahlreichen Umformungeregehi erwähne ich nur die fol- 
genden aU diejenigen, welche sich am unmittelbarsten nachweisen 
lassen : 

(216) aih^ll, (na)l^ab^(a:n) (6»), (na) : {bn) ^ |-'.] 



S 86. Vierter Tsrpus. 

An die 1 -|~ ^ + 1 Algorithmen von ganzer Tragweite der 
misse reihen sich die 2 -f 2 -|- 2 yon der halben Tragweite, welche 
sämmtlich paarweise ooujugirt auftreten. 

Am leichtesten sind von diesen die beiden Algorithmen iV. zu 
erledigen, deren Prämisse jedesmal nur sieben einfaGhe Gleii^ungeii 
uach «ich zieht. 

Und zwar bedingt die Prämisse: 

(217) , " (ab)C'^{cb)a 

des Algorithmus IV». das System der Condustonen: 

(219) • ^(a:c)6, «^«6^, aHe:b)^h:{c:a) , 

\t) 

(220) a:(6c)=«l|^, f '-c^^ib, 

nach welchem II Elementarausdrucke transformabel sind — dagegen 
nicht die 5: 

•w c a j a : h / 7^ a 
^''ä> c^^ ^> {a:h):c, ^. • 

Hcrleitung. Die mittlere ist die Haaptbeziehuog und beweist sich durch die 
directe UeberMhrung: 
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ffiesn nim kommen die swei nicht omkebr'baren 8«di]QiBreihen: 

ex^^ah, «s^(a6):e, also: J*^=^(ab)te, 

« 5(a I c), dP« {d(a i c)} c = {c(a t c)| 6 » a5, x^^, 

ab 



alBO: 



6(a:c) ^ 



Und daran reihen sich die 8 anr bedingungaweise umkehrbaren resp. aus- 
fBhrbaren Schlumeihent 



ako: ' (a : e)b =^ -^—r und zwar: (a : c) 6 



(y) 



fttr 



n 



X A : (e 3 6), (et b)x ^ o, c : 6 ) - e^b — , h ^ 



a 



X 



X 



also im allgemeinen nor: 

dagegen ist: 



at{e:b) ^bi{c:a)i 



a t ie i b) ^b i {e t a) für - , sowie a : (c : 6) ^ 6 : (e : a) für 

und findet Gleichheit statt, falls beide Voraussetzungeu zutreffen. 
Endlich die beiden umkehrbaren Schlusüreihen : 



fr : (c : a) 



(y) a ij) 

9 -— , xC'^^t {a6C)b « (6c)» a> a, « a: (frc), also: — — a : (frc). 
CO c 



* ^ ^ • ^ ^ » (c^j^ (^>«)c = a, =^ , « =^ : fr, 



^ : d = ^ : fr. — 
fr c 



Von den Umformungsregelu sind Tor allem anzufdlKren: 



(221) 



Der ZQ IVa. conjngirte Algorithmus IVb. umfasst die Prämisse: 

(222) a(6c) = c(fra) . 
und das System der Clonclnsioneii : 

(223) ^ « • ^ ' . • ^ j 

Digitized by Google 



268 Viert« Kapitel 

0 

(224) |a=4(a6):c, T^* = ^' 

(226) "-;^--V. («:c).6-^.- 



§ 87. Fünfter Typus. Die oyklisohe multiplioation. 

Die beiden ooigngirten Algorithmen V». und Vi»., welche ich m 
diesem Typus rechne^ bestehen je aus einer sidforfadie» und einer 

otppeUen Beziehung. 

Die rräinisse von V». zunächst: 

(227) (6c)a = (ca)h = (ab)c 

liefert für c 6 unter anderm die Gleichung: 

und hieraus kann, wenn die Theilung eindeutig ist, ullgemeiu: ba « ah 

geschlossen werden. Man sieht also, dass die Annahme (227) einer 
cyklischen Yertauschbarkeit der drei Factoren (wenn auch nur bei der 
einen Art von Produeten, z. B. solchen, die mit der Klammer begin- 
nen), für den Fall der Eindeutigkeit schon das Associationsgesetz mit- 
sanmit dem Commutationsgesetze nach sich zieht, und demuacli sogar 
zur alleinigen Grundlage der arithmetischen Gesetze (dieser Htufo) ge- 
macht werden könnte — so zwar, dass diese Gesetze mit denen der 
gewöhnlichen Arithmetik identisch würden. 

Ganz anders jedoch, wenn jene Voraussetzung der Eindeutigkeit 
fehlt. Alsdann nämlich lassen nur folgende Qeziehung^en als Con- 
Sequenzen yon (227) sich beweisen: 

• 

6 -2. = o(6 : c) =^ 



(22Ö) ^ ^ 



(6o) : e, 



(-) 

(229) ■ ^:«-a:(6c) = '^, 

WO bei der ersteren augenscheinlich die 8 Ausdrücke in einem isLreise 

hemm geschrieben werden könnten. 

Die Gültigkeitsbedingungen sind die patenten. Die zwischen den 
zwei Verticalstrichen enthaltenen Snbsumtions- und Goordinations- 
zeichen gehen jedoch unter gewissen nur die Ausflihrbarkeit von Divi- 
sionen betreffenden latenten Bedingungen auch in Gleichheitszeichen Über. 



t 

\ 
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Der Beweiü, aus dem sich auch diese GültigkeitBbediDgimgen ergeben, iet 
im folgenden zusammengeBtellt. 

h ^ = {c(6:c)} {(i,:c)^'}c={| c} (6 : c) = a(6 : c), 

oder kürzer, von rechts ausgehend: 

a (6 : c) =- (-^- c){h :c)^{c{h : c) } ^ = ^ 

gibt die Uauptbeziehung des ganzen Algorithmus. 
Dieselbe anwendend, erhält man ferner: 

c c Ii 
a;^«(6:c), a::o(=)6:c, c(a;:o)^6, c{x:a) = x-^^ x ^^h, x =^ 



also : a (& : c) =^ 



(«)' 

Diese Schlussreihe iut bedingt umkehrbar, und zwar tritt Gleichheit ein für 

(;)'•■ 

X ^ (« : c)b, {=) « : c, c ^ > a, c ^ =- x{c : />), a:(c : 6) > a, .r ^. , 
also: (a:c)7/=<^; 

statt dessen tritt Gleichheit ein (indem die Reihe umkehrbar wird) für — ^~ * 
Aus der Verkettung: 

x =^ x{c:b)^ay c:b{=)a:x, c^6(a:ar), b{a:x) = a^, 

cr^a^, c:a(=) ^1 (c : a)ar ^ 6, a: =^ 6 : (c r a) 

ist im allgemeinen nichts zu schUessen, da sie voraussetzt, dass gleichzeitig » 
durch X messbar und b durch x theilbar sei, wahrend, wenn x durch die erste 
Propositiou definirt wird, mit Noth wendigkeit nur das erstere, dagegen, wenn es 
durch die letzte Propositiou definirt wird, nothweudig nur das letztere stattfinden 
muss. Unter besonderen Annahmen ergeben sich aber die Theoreme: 

^b'^^'i^'^) för T-j-Tt ^"^>=fc:(c:a) für a:[b:ic:a)\, ^.77, = ^ ^ (c : «) . 



wenn beide Annahmen zugleich erfSllt. 

Es versteht sich, dass man da, wo die obige Hauptbeziehung zur Anwen> 
dang kam, auch direct zu werke gehen kann, indem man diejenigen Umformun- 
gen vornimmt, welche den beim Beweise jener Uauptbeziehung ausgeführten ent- 
Bprechen. 

Durch die vier nicht umkehrbaren Schlussreihen: 

ar =^ 6 " , irc c = ^" cjb ^ ab, x ^ alao : h " ~, 



270 . Vierte« Kapitel, 

also: ^ (öa) : c, 



(«) 



* fl 6 

je --^(a : c)ft, »c^ {(a : c)ft|c— {öc} (a : e) » |c(a : e)}da» ab, «a^ — , 

also: (a:«)&:^^, 

a:=^ö:(c:a), (c:«)a;^ö, | (c:a)a;J^ a^6o, |(c:rt)a;|as= laraj'Cca)» •|a(c:a)|.T=ca:, 
cx = buf X =^ {ba):Ct also: b : {c i a) =^ {ba) : c, 

ist nun die gesdilossene Kette der Propositionen (228) vollends gerechtfertigt. 

Denkt man sich die 8 Ausdrücke wie o])cn sclion anorodeutet, im Kreide herum, 
also etwa an den Ecken eines regulären 8-Eckes angeschrieben, so sind den Seiten 
dieses Polygons parallel ganz bestimmte Heziehungszcichen zu schreiben. Das 
GleicLheitäzeicheu iu (228) bildet gewissermasäen die gemma, die stärkste, ihm 
gegenüber das CoordinatiGiisseioheii die schwicbste oder loseste Stelle desBioges. 

Beohts nnd links von dem liiednroh bestimmten Darehmesser jedoch nod 
einerseitB die Beaehungiseiokeii und andrerseits auch die einander fthnlich ge- 
bauten Ausdrücke etwas unsymmetrisch vertheilt. Den Diagonalen dea Achtecks 
entlaug lässt sich zwischen den durch sie yerbundenen Ausdrücken kmnerlei Be- 
ziehung nachweisen. 

Ebenso wie ferner die i'räniisse (227) ist endlich auch die Doppelbeziehung 
(229) iu einem Kreise herum (als dreifache Beziehung) angeschrieben zu denken, 
da hier (ausnahmsweise) anch der lotste Ausdruck wieder dem ersten «mter des 
patentm Bedingungen gldohgesetit werden darf. Der BewMs von (819) erledig! 
sich daher (statt durch swei) nun durch die drei Ketten von umkehrbaren Scblfitfes: 

(?) 

o 

b b ' 



also: T : e 



«=^^:c, c«=^ (c«)6«a««(«6)cs*(6c)«, ffs^a:(6e), 
also; -^le^ai^bc). 

O (I) 

x^^-^t *^^'^» (*^) c =» a =» (Jbc)Xt X'^a:{bc)f ahot -j- — « a : (6c). 

Die den ümformungsregehi entsprecheiulen Gesetze sind hier sehr 
mannigfaltig und setzen ganz verschiedenartige (iiiltigkeitöbedingungeii 
ab erfüllt voraus. Die 48 Fundanientalausdrücke sondern sich mm- 
Uch iu drei Gruppen von je IG, welche beziehungsweise mit einem der 

drei AusdrQcke ah, a ih, y eine Werthgemeinsehaft eingehen könn- 
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ten ; sie lassen, wie es scheint, alle sich eventuell rednciren. Ich siehe 
deshalb wieder vor — um nicht in Details mich verlieren zu mttssen — 
Yon diesen Umformnngsregeln nnr die folgenden anzugehen: 

(230) . ^^{an):{bn), {bn)ia:n)=ab = {tib)^, (an):(nb)^a :b 

als die charakteristischsten, welche sich auch durch Ueherftthmng oder 
durch die Frohe der invenen Operationeii ganz unmittelhar heweisen 
lassen. 

In gleicher Weise sind nun leiclit auch die Gesetze des zu V». 
conjugirten Algürithiuu.s V,,. abzuleiten. Die Prämisse: 

(231) • a(bc)'::=bica)'^ciab) 
dieses letzteren zieht die Gonseqnenzen nach sich: 



(232) 



(233) 



(234) 



ba X 



{b : n){an) = aft « — (na), 

a: {c:b) ^ ^ 6 = (ö : c)a 



na \ , 
nb^^'^> 



< iah) : V, 



[aib)ie 



g 



a ; c 



Bemerkenswerth erscheint, dSM im Falle der Gleichheit die siebenfache Be- 
ziehung (2,i"5) von der (228) sich nur durch die Natur jo derjenigen beiden Aus- 
drücke unterscheidet, welche die Mitte einnehmen; dagegen stimmen — abge- 
sehen von der Wahl der Buchstaben — je die übrigen fi Ausdrücke in (2.'J3) und 
(228) völlig überein (d. i. die eiueu gehen durch Vertauschuug von a und h in die 
andern Aber) ; nur nnd rie — im aUgemeinaren FaUe — dai eine mal dmeh an* 
der« Beaaehui^neiohen yerknü^ letp. aaden gmppirt als das andre mal. 

Beide Beaehimgeii habe deh als siebenfache beieiebnet, weil von den «wi- 
wshen 8 äquivalenten Anidr(|jBken bestehenden Gleichangen doch nor 7 von ein> 
ander unabhängig sind. 

Durch jeden der beiden yorstehenden Algorithmen können 11 £le- 
mentaransdrftcke umgeformt werden, und zwar hei dem einen gerade 
diejenigen ftlnfe nichts die heim andern Algorithmus .in der Mitte zwi- 
schen den y^calstrichen oder in der darauf folgenden Zeile stehen. — 



§ 88. Sechster Typus. Die reinen Qesetse der dziftten Operattonsstnle. 

Den letzten Typus machen zwei einander conjugirte Algorithmen 
aus, deren Prämisse (bei Eindeutigkeit und abgesehen von den Um- 
formungsregeln) je eine dreifache und vier einfache Gleichungen be- 
dingt. 

Die Pi^misse des Algorithmus YJa. : 

(235) (a/>jr = (ac)6 
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rieht in der Thai das System der Goncliirioneii nach rieh: 
(236). ^^«(i:c)-6(a:«)=$^, 

(237> a:^^(ab).e, 

(") (") 

(238) -V-b' ^-.b-a-.ibc). 

Da drei mal zwei von den vorstehenden 12 Ansdrücfcen unter 
rieh gleichen Baues rind, so lassen rieh hiemach doch nur 9 Yon den 
16 Fnndamentalausdrileken umgestalten, und sind keine Beriehungen 
angebbar für: 

a^, {a:e)b, a:{eib), ^, {a:b)ie. 

In Hinsicht auf Reichthuin au Consequenzen bilden demuach die 
Al^orithiiiL'ii dos gegenwärtigen nebst denen des vierten Typus den grüsi- 
ten Contrast mit dem-n der dn;! ersten Typen, wie man dies ungefülir 
(im Hinblick auf die Tragweite ihrer Prämisaeuj von voriihereiu er- 
warten durfte. 

Die Begnlndung der Theoreme (23G) bis (238) — ihre Herleitung aua (235) — 
geschieht in hervorragend leichter Weise durch folgende Scblussreiben. Zu- 
nächst ist: 

a{0 : c) = { c(« : c)| (6 ; c) =» ^d^b : c)}- {a : c) = b{a : c). 
Ferner hat man die bedingungiweae umkehrbare Schiwatreihe; 

Xs^b{a -.0)^ X'.b (=) a : c, c[x :b) c{x : b)=x{c:b), a ^a;(c : 6), x =^ -71 1 

also: 6(a:c)i^^"^, 

und swar: b{a : c) =— für 6. 

Mit demaelben Reehte iit nun auch: 

a{k : c) oder =- ' 

unter entsprechenden Bedingungen. 

Nieht umkehrbar sind die beiden Sehlossreilien: | 

X'^^b, a;c^(^6)c=(^c)ö-afc, ar«^^, alao: ^6«^^. 

a^{ab):c^ alao: a<^^^(a6j:c. 

Bei der letsteren Kette könnte man auch auf das unmittelbar vorher ge- 
wonnene Theorem sich stüt/.en und von der sweiten auf die vorletste Fropo- i 
siüon übergehen vermittelst der beiden: 
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C ^ C3^ CSC \ 

Umkehrbar dagegen dnd die beiden Schlunreiben: 

d»: -^^ 

— : &0 ^ ^ , * a (be)«, « a : (6e), alao: ~ : 6 a : {he), 

c c c 

q. e. d. Die Gültigkint der Formeln (2:\C}) hh (238) ist darnach immer nur be- 
schränkt durch die „aelbstverbtäudlicheu" Uedingimgen. 

Wegen der hervorragenden Wichtif^keit des gegenwärtigen Algo- 
rithmus (siehe unten) will ich hier die Umfoxmiuigsregeln Tolbtändig 
angeben; dieselben hinten: 



(2a9) 



(n«;)(a:n)»- ab =^ ~, 



{an) : ipn) ^ a:h ^ ~ : ^ , 

(") 

(a : n) =^ -j: =€ - * 



wobei y abgesehen von der ersten nahezu selbstYerstftndlichen Glei- 
ehong, die Beziehung a : & (an) : (&n) wieder am directesten.zu 
beweisen ist. 

ünter gewiaaen YorantMtaangen, welche nur die AorfUhrbackeit der Diri- 
rionen betreffen, kOnnen wiedenmi in jeder Formelgmppe einige Sabmunlioni- 
niehen dnreh GteichheitBseichen ersetzt werden. 

Ausserdem lasBen (miter Ähnlichem Vorbehalt) nur noeh folgende Besidimi- 
gen aich ableiten: 

(±\ 

^ - (an) (6 : ») . ^ - (a : n) (n : 6) . - - (« : 6) , — - (« s 6) (a : n) , 

«eich» ich fBr den Fall der Eindeutigkeit angebe, es also dem Leser fiberlastend, 
die Snbsomtionsseiehfln in dem aUgemeineren Falle richtig an stellen. 

Von den 48 mit n sosammengesetiten Ftmdamentalansdrficken sind somit 
nur 6 reducibel und 14 überhaupt als solche transformabeL Zwischen den 84 fibri- 
gen AmdrOoken lassen sich weiter keine Beuehnngen angeben. 

Bei dem mit Via. eonjugirten Algorithmus VIb. folgt nun aus der 
Päniisse: • 

(240) a(bc) = h{ac) 

in ähnlicher Weise das System der Couclusionen: 

(241) Tv>T' l\nn)^ah, 

BohrOder, I<ehrbaoh d. Aritbm. o.. Algebra. I. ^^'^ 
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(242) 
(243) 

(244) 



e ^ 
a 

bc~~ 



1 c b 
a c 

b 

c : a ' 
a : b 



a 



a(& : e) ^ {ah) : e, 
(a : ft) : c — (a : c) : 6. — 



Von besondrer Wichtigkeit wird der erstere Via- von diesen bei- 
den Algorithmen noch dadiircli , dass sich aus ihm die sämmtlichen 
reinen Gesetze der dritten üperationsstufe gewissermassen abschreiben 
lassen ; d. h. diejenigen Gesetze, in deren Ausdrucke aussdüiesslich 
nur Operationen dieser dritten Stufe sich angedeutet finden. 

Zu dem Ende braucht man nur auf die unter (67) angedeutete 
Weise in den Gleichungen (235) bis (239) die sämmtlichen Operatio- 
nen um eine Stufe zu erhöhen. So erhält man in der That als 

(A) die reinen Oesetee der driUen SUrfe aus der Prämisse: 

(245) («•)• « (a<')* 

fliessend^ das System der Conclusionen: 



(24G) 



b 



log a =4 log (a*), 
log^—loga, 



(247) 



lüK«/— - 



log (a«) ^ log a =: log , 



log 



Mit voratehendem dürfle wohl eine desfallaige und sofern ich de recht ver« 

stehe, etwas zn weit gehende Bemerkung Gnissmann'B (1. c. pag. 131, No. 302) 
auf ihr richtiges Mass zurückgeführt sein. lu der That würden sicli durch das 
angegebene Trauscriptionsverfahren aus den (ileichungeu aller luideru Algorithmen 
(incl. I.) ■— aoferne sie nicht schon so wie so mit denen (2;i5) bis (239) ideutiscb 
sind — in der Eegel falsche Formeln ergeben 1 Vergleiche noch § 92 und iJa. — 
Nicht sn flberaehen ist, das» die obigeu Formehi (846) und (247) sich nur auf 
ein solches ZaihlenqrBtem benehen, innerhalb dessen die Operation des Potensirens 
selbst eindeutig definirt ist — wogegen bei der allgemeinen Definition der Potenz 
iA Sinne der Riemaun'schen Functionenlehrc die Beziehnngsaeiohen noch einiger- 
masson modificirt werden müssten. [Aufweiche Weise dies zu geschehen hatte, wird 
in einem apätevrn üande gelegentlich erörtert werden.] Ks sind deshalb vorerst 
auch die Wurzeln und Logarithn^en nicht in der vollen Vieldeutigkeit zu nehmen, 
welche ihnen auf dem zva Ebene der complexeu Zahlen erweiterten Zahlengebiete 
sp&terhin ankommt, sondern man hat dieselben au Tentehen ttla nur diejemgeo 
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Ton ihren Werthen umfassend, welche dem fOigt^benen beschiiLnkteren Zahlen- 

gebiet angehören. Desgleichen hat bei den vorstehenden Untersuchungen eine 
Radication oder Logaritbiuirung so hinge ala unausführbar zu gelten, als keiner 
der durch sie erhältlichen Wertbe dem gedachten Zablengebiet angehört, wenn- 
gleich diese Operationen auf dem erweiterten Zablengebiet stets ausfuhrbar sein 
werden. — 

§ 89. Vollstfindiffkoit der angecebaua FonneloyUeii. 

Gleichwie die Zusajiniiciistellun«^^ der Elejuentarausdrücke, welclie 
wir in den 10 vorsteliend erledigten Al^i^orithmen betrachtet haben, 
eine vollständige war, so ist es auch jedesmal (in einer gewissen Hin- 
sicht wenigsteus) das bjstem der zwischen denselben angegebenen 
Beziehungen. 

Um überhaupt die Vollständigkeit eines jener Algorithmen zu prü- 
fen, wird man wohl daran Üiim^ die Divisionen zunächst als eindeutig 
und stets ausführbar gelten zu lassen, denn jedenfalls kann der Weg- 
fall dieser Annahmen nicht eine Vermehnmg, sondern nur eine Ke- 
duetion und Modification der so erhaltenen Beziehungen zur Folge 
haben. 

Die yoDaliSndtgkeit der ,,Umformnng8regeln'' eines Algorithmus 
wird Yon deijenlgen der übrigen Fandamentalbeziehungen dieses Al- 
gorithmus abhängen, da man; um jene ersteren Tollzählig zu erhalten, 
am besten die durch letztere gebotenen Transformationsmittel bei den 
48 mit n zusammengesetzten Fundamentalausdrücken erschöpfend durch- 
probirt. Ich will daher die Frage nach der Vollständigkeit jener Um- 
formungsregeln hier nicht weiter erörtern. 

Die Übrigen bei einem jeden Algorithmus in Betracht gezogenen 
Ausdrücke zerfallen in drei Klassen: erstens in soirlie, welche dem 

Prodttct aipc), zweitens solche, welche dem Bruch und drittens 

solche, welche dem in der gemeinen Arithmetik äquivalent sind. 

Die 12 Ausdrücke (151) der ersten Klasse waren [entsprechend 
a((c) und (flh)c\ Ton zweierlei Art, und sie lieferten uns, einzeln ein- 
ander gleich gesetzt, die Främissm zu den in Untersuchung gezo- 
genen Algorithmen r Abgesehen von den riererlei aus dem Commnta- 
tionsgesetz entspringenden Prämissen: 

(248) (c6)a = (fcc)a | a(&c) = a(c&), ' 

a(6c)«= (ci)a, 

waten, wie in § 83. gezeigt wurde, 10 Arten solcher Prämissen zu 
unterscheiden, die wir in die bekannten 6 Typen eingetheilt haben — 
alles jn allem also vierzehnerlei Beziehungen. 

18* 
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Als Consequemm bedingten diese Pr&nussen gewisse Besdehimgen 
der Werthgemeinschaft zwischen verschiedenen Ansdrflcken der zwei- 

teil Klasse, desgleichen zwischen Ausdrücken der dritten Klasse. 

Die Elemontarausdrücke der zweiten Ivlasse sind vuu zehnerlei 
Art, nämlich die 20 iulgendeu: 

a(b'.c), 6:4 1 hi{c:a), {ah):e, {a:e)h 



(349) 



a 



ab 



(t)' 



ba 



ii)' 



eib' 
h 

eia' 



b{aic), a:yi a:(c:b), (ba):e,(h:c)i 



Die sechserlei Elementaransdrficke der dritten Klasse sind endlieh 

die folgenden 12: 



(250) 



a 



g 

eb* 



b 



(t) 



a : & 



a:c 



(a : 6) : 0, a : (&c)| 



(a:c):b, a: {cb), 



"Eb gibt nnn eine ein&ebe Methode, (auch) das System der lett- 
teren Beziehungen oder Oondusionen bei -einem jeden AlgonOimiis 
hinsichtlich seiner Vollständigkeit zn prüfen, und dabti es noeh| wenn 

nothig, zu vervollständigen. 

Sobald man nämlich schon im Besitz irgend einer Gruppe von 
Formeln sich befindet, kann untersucht werden, ob dieselbe einen voll- 
ständigen „Cy/dus'' bildet, und kann, wo dies nicht der Fall ist, der 
angefangene Cyklus zu einem vollständigen ergänzt werden. 

Dies lässt sich erreichen durch Anwendung eines Verfahrens, 
welchos lehrt, aus einer jeden (ileicliung (Proposition) zwischen zwei 
Ausdrücken solche Schlüsse zu ziehen , die eventuell zu neuen Glei- 
chungen führen. 

Das gedachte Verfahren, womit also zugleich eine Andeutung zn 
den yerschiedenartigsten Herleitungsweisen der cwmmilichen Formeln 
aus einander gegeben ist, besteht darin , dass man in der zum Aus- 
gangspunkt genommenen Gleichung einen der drei Buchstaben, zqid 
Beispiel a, durch ^ ersetzt nnd den übereinsthnmenden WerÜi der 
beiderseitigen Ausdrücke mit ebendiesem Buchstaben a beseichnel 
Man erhalt dadurch zwei Gleichungen, welche sich nach x anflSsen 
lassen. Die Gleicbsetzung der beiden Ergebnisse aber ist eine Beb- 
tiou, die (erentnell nur mit Tertanscbten Buchstaben) entweder zurück- 
kommt auf das Grundgesetz der Multiplication, nämlich auf die ziri- 
sehen Ausdrücken der ersten Klasse angenommene Gleichung, welche 
die Prämisse des ganzen Algorithmus bildete, oder übereinstimni); mit 
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der nun Xusgangspnnkt genommenen Gleicbnng telbst^ die man der- 
gestalt wiederfindet, oder endlich eine nene Gleichung yorstellt, die 
dann — nach meiner Ausdmcksweiee — dem gleichen (Elementar^) 
„CifJBM* wie die Yorigen soznäUden ist — 

Ein einfiBohes Beispiel wird das gesagte ▼erdentHchen. Oesetet etwa, man 

habe bereits die Gleichung etablirt: 7— = — ' — , so wird zuerst: ^ = — ^ = 0 

be e * bc c 

ZU setzen sein. LOst man Ineraaf die bmden Theile , = a und — ^ = a 

hc c 

dieser IJoppelgleichung nach x auf, so findet sicli erstens x ^ a{bc) und zweitens 
x=6(ac), woraus durch Verglcichung folgt: a[bc) = 0{ac)t eine (neue) Glei- 
chung, die man sogleich als rriimisBe des Algorithmus VIb wiedererkennt. K)»cnso 

gelangt man nun durch Aoflösong der Gleichungen: — «■ 5 «• — — nach £c leicht 

wo c 

sa dem Ergebnisse: x » ^ , welches anf die som Ausgangspunkt genom- 

nienc Ciloichiing zurückkommt, und endlich durch entsprechende Behandlung von 
iL _ c — ^ sn dem Ergebnisst x^{ate)ib^(a:b) : e, mit welchem eine 

UX 9 

neue fieci^nng aufgefunden ist. Das Endergebniss dieser BetraditoDg ist also, 
dasi die drei Fexmeln: 

o(6c) = &(od), -j^Ä (a : c) : 5 = (a : 2>) : e 

som nämlichen Elementarcyklus gehören. 

Dieser Cyklus ist aber auch ein vollständigor,. insoicrnc mau, die erste oder 
die letzte Gleichung zum Ausgangspunkt nehmend, immer wieder nur die beiden 
andern (und zwar in diesen Fällen die mittlere Gleichung Je zwei mal) erhalten 
ivMe. Durch das angegebene Yer&bren also kommt man von einer dieser Olei- 
drangen immer -wieder nur sn einer aadem von ihnen, man bew^ nch also so 
sa si^n im Ringe herum stets im innern des Cyklos; eine jede Qleiehung des- 
selben „bedingt" die beiden andern (ausschliessUch, nur die mittlere auch sich 
selbst noch einmal). 

Da bei diesem Verfahren alle Schlüsse sich umkehren lassen, so wird eine* 
CJlcichung, die aus einer andern hervorgegangen ist, auch un^okehrt wieder auf 
diese letztere zurückführen, und wenn daher eine Gleichung einmal aus drei an« 
dem (oder überhaupt dreimal) erhalten worden ist, so braucht ebendiese nicht 
mehr als erseugende sum Ausgangspunkt genommen an werden, und ist man 
schon von Toniherein noher, dass dieselbe nicht mehr anf neue Besiehungen wird 
föhren können. 

Ein ähnliches Verfaliren aber wie das angegebene lässt sich auch anwenden, 
wenn statt der Gleichungen nur Subsumtionen oder Correlationen vorliegen (cf.§ 90.), 

Wenn man nun ein ganzes System you Gleichungen zwischen den 
in Rede stehenden Elementarausdrücken hat, und man ergänzt für 
eine jede derselben , sowie auch für alle von diesen abhangigen (cf. 
pag. 26) und endlich für die dabei neu hinzutretenden Gleichungen 
den Elementarcyklus durch das obige Verfahren (so lange bis auf diese 
Art keine nenen Gleichungen mehr sich ergehen), so ist anch das ganze 
System zn einem yolktandigen (znsammengeeetzten) Cyklns geworden. 
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In diesem Sinne bilden in der That bei einem jeden cler voran- 
gegangenen Algorithmen die sammÜieben Formeln stets einen toH- 
sl&idigen Cyklus^ und zwar ist schon für die Formeln der jedesmaligen 
letzten Zeile in Verbindung mit der P^misse jener Cyklos ein in sich 
abgeschlossener, d. h'. also das System der B^ehungen zwischen den 
Ausdrflcken der ersten und denen der dritten IGasse bildet ffir sich 
einen Oyklns. Desgleidien stellt das System der zwischen den Aus- 
drucken der zweiten Klasse bestehenden Beziehungen (welche die Mitte 
eiuuahmen) schon für sich einen fertigen Cyklus vor. 

Zu dem Beweise dieser In'hauptiiii«^' timlet sich iu deu nächst- 
fülgeiiden beiden Paragraphen das Materiul zusammengestellt. 

Eiue UnvoUständigkcit eines unsrer Algorithmen könnte demnach höchstens 
daher rühren, dass entweder ein ganzer Cyklus von Formeln übersehen wäre, oder 
~ was eher möglich — eine zwischen swei getrennten Formdgruppen existizeiide 
Yerbrndiing, n&mlich eine Oleicbheit oder WerthgemeinBchaft swiachen zwei 80l> 
chen AaBdrfickeD, die sor Zeit noch in swei gesonderten Cyklen (oder audi an- 
verknüpft in einem einzigen Cyklus) figuxiren. 

In Bezug auf dieses kann ich nämlich nur geltend machen, dass ich meines 
WisHciis alle zu Gebot stehenden SchlusH- und Transformationsmittel erschöpfend 
dun hproliirt habe. Natnentlich bei dem ersten und dem letzten Typus, die mir 
die wichtigsten schienen, glaube ich die Vollständigkeit in jeder Hinsicht ver- 
bfii^ai ni kOn»». 

Sollte aber auch eine Auslassung sich noch entdecken lassen* so sind in dem 
nachfolgenden die Vorarbeiten geliefert) um alsdann die Lficke sogleich ganz und 
gar ausfallen zu kOnnen. — 

§ 90. Zorfallnng der 100 Gleichungen awaiter Qattung in 

Mementarcyklen. 

Ich betrachte nunmehr die Elementarausdrücke (249)^ welche die 
zweite Klasse ausmachten. Zwischen diesen können gerade 100 yer- 

schiedenartigc dleichangen bestehen, von denen mittelst blosser Ab- 
änderung der iSuchstaben sich keine aus einer andern ableiten lässt. 
Jeder Ausdruck der ersten Zeile jedem dann folgenden gleichgesetzt, gibt 

10 ■ 9 

^ Gleidinngen; in diesen noch einseitig, etwa rechterhand, a mit b vertauscht, 

gibt doppelt so viele oder 10 • 9 Gleichungen; dazu die 10 durch QleicAisetnmg 

der unteieinaudurbteheudeu Ausdrücke sich ergebenden macht -^—-^ • 8 + 10 100 
(jileichungen. 

Es entsteht nun die Frage, welche von diesen Gleichungen ein- 
ander gegenseitig bedingen^ d. i. auf welche Weise dieselben in £le- 
mentarcyklen zerfallen. 

In dieser Beziehung genü^H es, eine Zusammenstellung der Re- 
sultate zu geben, wie selbige sich leicht durch die Anwendung der im 
vorigen Paragraphen auseinandergesetzten Methode verificiren lassen. 
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Im ganzen stellt sich heraus, dass die gedachten Gleiehongen ent- 
weder fflr sich dUein oder zu ßweit, zu driU oder zu vieii einen in sich 
abgeschlossenen ElementareyUns Bilden, nnd wird es fttr eine kleine 

Weile nothwendig, diese Cyklen nach der Anzahl der sie zusammen- 

.set'/oii(leii Gleichungen kurz zu benennen. Ich werde dieselben als 
„isölirte oder Eiuzelgleicliungeu^', Vymlcn, Triadm und Tciraden be- 
zeichnen. 

So oft man (rruppon von 1, 2, :i, 4 Diugen conseqnent zu benenneu hat, 
pflegt — welcher Culturspm« In' man die Ausdrücke auch entnehmen will — eine 
cigenthümliche Verlegenheit aus dem Unistunde zu erwacliscn, dass immer schon 
der eine oder andre Ausdruck in einer specihsch fremdartigen Üedeutung gc- 
brancht und dadurch gewuaennatMn aoitOssig geworden ist ~ m dai griechitcho 
„Honade'*. Von den nacb dem lateinuicben gebildeten Benennungen: Unionen, 
Binionen, Temionen, Quaternioneu ist ebenso die leiste sn Termeiden; desgl. sind 
von den im französischen subatantivisch gebraui^ien £Smple, Double u. s. w. nur 
die beiden letzten als Trii)el und (Juadriiiiol f:rermani8irbar ; die italienischen: 
Solo, Duo, Trio, t^uatuor we^'cn des muHikalisi licn Beigebchmacks zu vornicidcn 
u. 8. w. l-)aa deutsche „Dopi)olgieichung" (wie a = h = c) gibt einen andern Sinn 
als wie „Paar von Gleichungen" (z. B. a = 6, c =- d), u. s. w. 

Jede einen Cyklus bildende Einzelgleichnng t^f ^t, nacb der er- 
wähnten Methode behandelt^ allemal wieder nur in sieh selbst über. 
Bei einer Dyade liefert eine jede der beiden Gleichungen sieh selbst 
stets einmal und die andre zweimaL Bei einem triadischen oder drei- 
theiligen Cyklns' erzengt eine Gleichnng, welche wir eine bevorzugte 
Stellung einnehmen lassen, sieh selbst einmal wieder, und dazu (je ein- 
mal) die beiden andern; von diesen beiden aber gibt eine jede einmal 
die andere und zweimal die bevorzugte. Bei einer Tetrade folgen aus 
einer jeden von den vier Gleichungen immer die drei andern (je 
einmal). 

Alle diese Cyklen sind entweder sieh selbst oder paarweise ein- 
ander conjuf^'irt, in welch' lut/tereni Falle wir sie (durch den Vertical- 
strich getrennt) symmetrisch nebeneinander schreiben. 

Und zwar erhalten wir so (in 22 Tyiien) im ganzen 3 Einzel- 
gleichungen, 0 Dyaden, 5 Triaden und 16 Tetraden — wobei in der 
That d*l + 9*2 + 5-3-fl6-4»100 ist. Es finden dieselben sich 
zunächst mit Nummern versehen und in nachstehender Tabelle, zu der 
ich fernere Bemerkungen fUr weiter .unten verspaie, zusammengestellt. 



Die drei Eimelgkichumjen, 



1) 




IIa., IIb. III., Va., Vb., vergl. 13), 22), 23). 
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2) ,T6""(^ = '> 


3) ^h^b:-^ 
c a 


1., 11«., Va-, Via., vergl. U), 18), 22). 


I., Hb., Vb., VIb., vergl. 15), 18), 23). 



Die neun Dyaden. 

/Vx""""^' (a:c)6 — 6z(«sa) 

VT/ 

I.. II»., Ub^ IIL, y.., Vb., vergl 19), 80). 86), 87X 88), 89). 



6) 7^ = a : (c : 6), (a : c)d =» 6— 



lO, V»., Vb., vergl. 84), 86), 80^ 31), 88), 83). 



6) a — » a : (c : 6), 




m., V«., Vb., vergl. 81). 






b(a : c) =» & : — 
o 




6(a : c) — 
c 


9) a:y(a6):c, — 
VI». 


10) a(6:c)-(a6):c, ^ - 
VIb. 


11) 6(a:c) 
IV». 


12) — a«(a6):c, — «8:- 
IVb. 


Die /mn/' IWfikleM. 

18) ^^{ah)xc 

c 


ha ah 


(a8) : (8a) : e 


III., cf. 1). 






18) A««ö:-^ 


Via., cf. 2). 


a , h i c c 
e c a V 
V|b.* cf: 8). 




17) a^a>8:(cta) 
c 


&:(e:a)<— a: (c: &), ft-^snA 


(•:e)» — (6:e)o, 77\ = 7;^ 

• ii) (i) 


III., IV». 


III.^ IVb. 
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18) 



I, et 2), 3). 



— — 6 • — 
ab ' a 



— 6 «« a(ö : c) 
c 



a{bie)^b; — 



1») 



a ~ ! 
c 



T' 

ab 
c' 



(a6) : c » 6 : (c : a) 
(a6) ic^ia: e)b 



I., III., cf. 4). 



20) -r^^(6a):c. 


^-6:(e:a) 
c 


a— = (6o)ic. 


^-(.:*)» 


m., ef. 4). 




«) ^-6:(c:a) 


a . a 


(& : c)a 6 : (c : a) 


c 


UL, cf. 6). 


• 


(lav a ab <tb ,m . 

jrb=T' --'Ii--"} 


88) -^ft» (a») :e, (a():c»&:-~ 


-— »(5a):e, (&a):ca*a(&:c) 

C i Q 


a , ^ 2>a 6a 5 . 

c c • e ' a 


lU., V»., cf. 1), 2). 


Hb., Vb., cf. 1), 3). 


84) 7^ — (aft)jc, (a6):« — a:(cjft) 

(t) 


6 ab , ab , , ^ 


/ X T ab ab , a 


(& : c) n = Z^) : c , (nb):c = 


UL, Vb, cf. 6). 


ni., Va., Vb., cf. 6). 


28) - ^ . ^ _«A 


27) (a : c)6 =« a s -g-, a : = i» : (c : a) 


6:(e:a)»a(&:c), a{h t c) ^ {a i e)h 


a ^ ^ b ^ b ^ 


Hb., Va., cf. 4). 


n*., Vb., cf: 4). 
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\ 6 / 


(a:c)6 = — a, -^-o = 6 : (c :,a) 
c c 


V»., of. 4). 


Vb., cf. 4). 


30)* ^ s C), a{b :.e)^a:{c:b) 


31)* ,^.-4^' ^6-6:(c:a) 






er. 5). 


cf. S). 


«)• i,(«:«)-6:^. *: 






^6 : c)a =« a(5 ; c), 0(6 : c) = 

c 


er. 5). 


cf. 6). 



Bei tliesL'ii 33 Cvkleii sind /imachst in (icstalt der römisclien Zif- 
fern die Nuiumern derjenigen Algorithmen angefügt, von welchen sie 
einen Bestandtheil uusniachen — woferne nur abgesehen wird von dem 
Umstand, dass an der Stelle des (jlleichheitszeicheus dort meistens ein 
andres Beziehungszeichen steht. 

Durch einen der Nummer des ('vklus beigefügten Stern sind die- 
jenigen Cyklen hervorgehoben, welche jiach den bisherigen Ergebnissen 
keinem einzigen jener 10 Algorithmen angehören. Die letzteren sind 
entweder die Conseqnenzen des Commutationsgesetzes oder aber die 
einer Verbindung von mehreren Algorithmen mit einander, wenn nam« 
lieh deren Prämissen gleichzeitig adoptirt werden. £b scheint so na- 
mentlich dem Formelpaar 7) ein imaginäres Elemratargesetz derMol- 
tiplication vol Grunde zu lieges. 

Aus der Wahrnehmung, dass viele Formelsysteme su gleicher Zeit 
mehreren verschiedenen Algorithmen angehören (denselben ^^gemein- 
sam'' sind), ist zu entnehmen, dass die Schlösse sich im allgemeinen 
keineswegs umkehren lassen, dass aus den Gondusionen* eines Algo- 
rithmus durchaus nicht zwingend auf dessen Prämisse zurfickgeschlos- 
sen werden kann. 

Die angegebenen Cyklen sind ElementarejkXmy d. h. ich hahe 
jedesmal nur diejenigen Gleichungen zusammengestellt, die sich direct 
durch das ])eschriebene Verfahren (der Auflösung nach x u. s. w.) e^ 
geben. Ich habe aber diese Gleichungen nicht miteinander oder mit 
denjenigen verschmolzen, die noch uusäcrdem von ihnen abhängig sind 
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oder aus ihiem Zasatmnenbestehen henrovgehen. Auf die Nummem 
der letzteren Gleichongssysteme ist allerdings jeweils (mittelst „d.**) 
»irilekTerwieBeny und umgekehrt aueh bei diesen (mit ,,vergl.'') vor- 
wärts auf die Nummern hingedeutet, in welchen auf sie zurückver- 

wieseu wird. 

So würde z. B. der Cyklus 24) sich allürdiug^ kürzer bo auschreibea lassen: 

c c 



(t) 



womit dann zugleich die Dyade 5} in denselben einverleibt erschiene; noch viel 
dnfiicher logar würden etwa die Qyklen 18), 22), 23) sich je darch eine eimige 
drei&che Oleichang sogleich mit den angesogenen Djaden haben saaammenfiuMen 

lassen. Dass ich <rleichwohI dieses unterlassen habe, geschah deshalb, weil ich 
nicht nur die Beziehung der Gleichheit, sondern auch die Beziehungen der Sab- 
sumtion und Correlation bei der Aufstellung jener Cyklen im Auge hatte. 

Die Gleichh('it«z(-'ich<'n der oinzelneu Cyklen können numlich — zwar nicht 
beliebig, jedoch immerhin auf eine mannigfaltige und noch nicht genügend untcr- 
sachtc Weis>e — auch durch gewisse andere Bezieliungszeichen der Werthgeniein- 
schaft ersetzt werden. Z. B. in dem CykluB 24) können sie, wie man leicht sieht, 

erMtst werden durch SubsumtioniseiGhen in der Configuration; ^ > so iwar, 

'-<:» 7* 

dass wiederum die vier Proposifionen sich nutnnaader vertragen and sieh gegen- 
seitig mit Noihwendigkeit bedingen. 

In dieeem FUle aber wird zwischen den Bandausdrficken Unks nnd rechte 

mm keinerlei Art von Werthübereinstimmung bestehen müssen (nur Goordination)^ 
und es kommt dann also die Dyade b) geradeso in Wegfidl. — 

Dass in der That Subsomtionen nicht beliebig /wlHihen den Ausdrücken an- 
genommen werden dürfen, mag folgendes merkwürdige Beispiel zoigen, welches 
sich an die Betrachtung der Einzelgleichung 1) knüpft, und woraus zugleich die 
Methode ersichtlich ist, nach welcher bei derartigen Untersuchungen zu verfahren. 

lob behaupte, dass zwischen den beiderseitigen Ausdrücken ^ und {ba) : c 

der Formd 1) nur entweder Glexcbheit oder aber Gorrelation allgemein stattfinden 
kann, dagegen („definitive**) Unter- oder Ueberordnung nicht. 

SewäM. Wttre etwas 

fär alle Zalden a, 2;, c, so mfisste auch: 

— i^Cta):« 

sein. So oft nun - c ^ — , mithin x =^ (ab) : c, so ist auch: c =^ (6a) : o;, mithin 
9^ — , worans folgt: 

(ad):c-^Y* 
oder, o und b vertanseht» stets: 
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eiu Ergebaitt, ämm Widenprach mit der YocannetBiiqg nur dadnreh gdtoben 
Warden kann« dan man 

— — (6o):c 

gelten Iftsst — -wie behauptet wurde. 
Ist dagegen: 

^^(-)(6a):c, 



üko auch: 



— (— ) (6a) : X, 



80 sei c der gemeinsame Werth, also: 



es^^, und e^(Jbo):x, 



Alsdann folgt: 

mithin wieder: (a6) : c (=) — , und weiter niehti. Dieie letztere Annahme bkibt 



daher in der That zulässig. — - 



§ 91. Zerfallung der 14 Gleichuni^en cretor samint den 36 dritter 

Gattung in £lementarcyklen. 

Ich will nun fUr die ^ • 2 + 6 « 36 Tenchiedenen Gleiehnn- 

gen, welche zwischen den 12 Elementanuisdrficken (250) der dritten 
Klasse bestehen können, die entsprechende Aufgabe losen. 

Diese Gleichungeu scheiden sich in 14 Cyklen, welche für je ein 

bestimmtes Gesetz der Multiplication charakteristisch sind, und in Ver- 
bindung mit den letzteren 6 Triaden und 8 Tetraden zusammensetzen. 

Und zwar ergibt sich bei der gleichen Üliurichtuug wie vorbiu 
nun das Tableau: 



Die sechs Triaden» 



1) ^ib^a:{be) 



be e 



(-) (r) 



e ö ' 

Via. I VJb. 
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?> 

IV.. 



a : (fre) 
(ca)6, 



b_ 
e 



(a : e) : fr = 



g; fr g; c 
IVb. 



a 

c(g2)) a 5(ac) 



6)* 



(7) 



c- 
b 



:b 



(6c) a=» (eh)a 



6)» 

a(c6) = ff (/>c) , 



g : & 



(a : 6) : c 



a 



a 

hc 



•0 



I. 



6 — 6c» 



3i€ acht läratlen, 
h{ae) » (5g)e 



g : (6e) * (g : 6) : e 



8) 



m. 



g . 9 



(g6}e 6(«g) 



g : (cd) 



g : b 



6 



OB (g 1 6) : e 



(d')^g;d 






— : 6 ■» (0 : c) : 6 




^-g:(6c) 


* 


10)» a(6c) =» (c6)a, 




c 


(a : 6) : e 


g ■ 

^te- 


g : 6 
~' 




^-g:(c6) 


il) &(eg) » (&a)c 




12) 


6(oc) = (06) c 




a : 6 
c 


- : 6 = 
c 


o:(6c):— (a:c):6 


(g:6):e» — :5 






g : 6 NC / 
c ^ 6 


lU. 




ilb. 
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13) 


(ae)h (Jbo)e 




U) 




a 


a:{hc), a: 


(-) 


(a:b): 


a a a:e 


V.. 


(-) 

a VC/ 

T*' — r 


• 


Vb. 


... a: e 



worin jedoch eigentlich der Cyklus 10) gleichwie in § 90. der 1), 6) and 8) nur 
in etwas modificirter Anfifosgong sieh selbst conjagirt bu nennen ist. 

Wie man übrigens sieht, bedingen hier auch umgekehrt die Gon- 
cliisioiieii stets wieder ihrerseits die l'riimisse, und niemals kann ein 
Elemeutarcyklus zwei verscliieUeiieu Algorithmen gemeinsam sein. 

Bei den Cyklen des vorigen Paragraphen ist ersteres nur yereinielt der Fall. 
Dort bedingt nämlich (woferne die Besiehungen wirklich Gleichungen sein sollen) 
der Cjklns; 

VI»., VIb., IVa., IVb., I., III,, Ub., lUn V«., Vb., 

retp. die Prämisse des Algorithmus: 

14>, 16), 16), 17), 18), 21), 26), 87), 28), 29) 

ebenso bedingt dort .32) sowie 33) das Commatationsgesetz ab = ba. Und svar 
geht dieses (Ijei den sich selbst conjugirten und bei den linkseitigen der paar- 
weise conjugirteii Cyklen) jederzeit hervor ans derjenigen Gleichung, die als die 
letzte figiirirt. Der Nachweis dieser Beluiuptuugen mag an dem Heispiel ilea 
Cyklus 18) erläutert werden. In der That, setzt man in der dortigen Gleichung 

^6 SS a(5 : c) etwa: «- a, btC'^ß, mithin a «c, h^eß, was onbedingt 

gestattet ist, und die Wertbe «, c, ß nicht der geringsten Beschränkung nnie^ 
wirft, so ergibt sich: tt(cß!)== {c(r)ß — also richtig die Grundgleichung der asso- 
ciativen Multiplication. — Es linden sieb gleichwohl bei jedem der Cyklen 16), 
17), 26), 27} (des §90.) zwei Algorithmen zugleich angezogen; von diesen schliesst 
aber immer der eine die Formeln des betretfeudeu Cyklus nur als Coordiuatioueu 
aufgefasst in sich. 

Mit dem vorstehenden ist die Hauptaufgabe erledigt für alle denlf- 
baren Separationen solcher die Operationen zweiter Stufe betretenden 
l'riimisseii^ welche in der gewöhnlich sogenannten oder, wie ich sagen 
will, ,,07\Iinürm'' allgemeinen Arithmetik aufgegriffen werden können. 

Auf eben dieses Feld will ich mich auch durchgehends in diesem 
Baude beschränkt halten, jedoch nicht unterlassen, darauf hinzudeateOi 
was für Aufgaben zunächst ausserhalb desselben anzutreffen sind. 

Die innerhalb der eben erwähnten Grenzen sich haltende formale 
Algebra verhält sich zu der ordinären „allgemeinen Arithmetik" nur 
wie eine bedingte Bewegung, etwa eine Bewegung auf Torgeschriebenen 
Bahnen, zu der freien Bewegung in einem auch jene Bahnen in sich 
fassenden Räume. Man konnte auch, beide Disdplinen mit einer Sprache 
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Tergleiehendy sagen; iam sie neh zu einander yerlialteti wie die ge- 
bundene Redeweise zur ungebundenen. Die Algorithmen, welche wir 

so (in jener Disciplin) gefunden haben, heben gewissermassen vor den 
Regeln dieser allgemeinen Arithmetik sie Ii ebenso hervor, wie ein ßas- 
iielief auf einem breiter ausgedehnten Hintergründe. 

Nichts aber steht im Wege, den bisherigen Raum, den Boden der 
bisher so genannten Arithmetik gänzlich zu verlassen (oder — um auch 
an den andern Vergleich, den ich brauchte, anzuknüpfen: nichts hin- 
dert, zu einer ganz fremden Sprache überzugehen), und eine wenu- 
L^^leich allgemeine so doch .,cu ha ordinäre" oder trausceudeutale Arith- 
metik aufzubauen, z. B. die Eigenschaften einer Operation zu unter- 
suchen [mag man sie auch nicht mehr Multiplication nennen]^ deren 
Grundgesetz etwa wäre: 

^ SS (ac) : h , oder auch : " ^) — ^ 

und dergleichen mehr. 

Ueber die Eigenschaften, welche eine doch nur aus gewissen Be- 
dfirfniäsen hervorgegangene actnelle Operation (wie die gemeine Mul- 
tiplication) gewissermassen zufällig besitzt, kann man sich fQglich er- 
heben und unabhängig daTOn die BVage beantworten, welchen logischen 
Zusammenhang die Gesetze irgend welcher andern Operationen, die an 
sich noch denkbar sind, unter sich haben werden. Die Erledigung 
dieser Frage mochte in der That eine Vorbedingung für weitere wich- 
tige Untersuchungen bilden. 

Es wird diese Frage zunäclist zu luMnlwnrten sein für alle Operationen, deren 
Algorithmus auf einer l'riliinBse beruht von folgeiuler Kntstehungßweise. Es wer- 
den entweder zwei Elenieutarausdriicke einander gleich gesetzt, die verschiedenen 
(von den drei) KlasBCu angehören, oder aber in einer von den hiäher betrachteten 
Fomelii der sweiten oder andi der dritten Gattung wird emaeitig eine solche Yer- 
tanachang von Bnebttaben- Yoigenommen, die den Werth des anf der gedaditen 
Seite Btehenden Ausdrucks gemeinhin verändert and deshalb in der gewöhnlichen 
Arithmetik unerlaubt ist, d. b. dort die Formel zu einer falschen machen würde 
[letzteres wäre bei den Gleichungen der ersten Gattong bekanntlich nicht 
mögUch]. 

Erat wenn — auch (ür die verachiedeuen Arten von Werthgemeinschaft — 
bei allen derartigen Beziehungen eine Ueberaicht der Cjklen und Conclusionen 
gewönne ist, wwden Tom formalen Standpunkte aus die Operationen erledigt 
aeiOf die ein reines Gnmdgesets haben — ein eoloheB wemgstens, welches anseagtr 

dass zwei 8uccos^ivo Operationen der betreffenden Stnfe (mit drei allgemeinen 
Zahlen) äquivalent sind zwei andern successiven Operationen ebeudieser Stufe. 

Es würde hieran ferner die Betrachtung solcher Algorithmen (der letäst- 
genannteu Art) sich reihen, in deren Grundgesetz zwei-, drei oder viererlei Ope- 
rationen und Stufen vertreten sind, also die Operationen von ijemischtein Grund- 
geietie. AdmlidieB noch fiOr mehr als drei Zahlen. Weiter kttmen die Operar 
tionen, in deren Chrondgeseta einielne TOn den allgemeinen Zahlen sich hüben 

r 
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oder drfiboi andi mdir ab ein mal engafpit- finden, so namenflich digtributiT 

wiederkehren, u. 8. w. Und endlich könnten verschiedene Algoritlimen aaeh in 

Combination miteinander untersucht werden — wie denn im vorangegangenen 
z. B. die Leiden Algorithmen VI», und Vlh. auch znsammengekoppelt daa Com- 
mutationsgesetz noch nicht zu bedingen vermögen, sondern einen ausgedehnten 
AlgorithinuB zusammensetzen, der seinerseits noch immer mit der gewöhnlichen 
Arithmetik nicht ganz znsammeuföllt. 

In das (iebiet der gemeinen Algebni fallen zwar von allen Unter- 
suchungen der letztgenannten Gattungen nur noch die wenigen hin- 
ein, welche den Inhalt der beiden nächsten Paragraphen ausmachen, 
und darüber hinaus sind dieselben bis jetzt überhaupt noch nicht cul- 
tivirt worden. Immerhin lege ich einigen Werth darauf, dass schon 
gleich beim Eintritt in die algebraischen Disciplinen sich dem An- 
fluiger der Blick auf ein unenneesliches Feld eröffne, auf welchem er 
seinen Forseheririeb bethätigen nnd seinen Scharfsinn erproben kann. — 



(252) 

(253) 
(254) 



§ 93. Speofflaohe QeeetM der dritten Stufe. 

Wie sich vollends im nächsten Paragraphen herausstellen wird 
(insofern daselbst die noch übrigen üesetze untergebracht werden) ist: 

(B) das einzige Gesetz, welches auf der dritten Operationsstufe 
von specifischem Charakter ist, dieses: 

(261) («»)•« o»«. 

Wird dasselbe als Prämisse aufgefasst, so zieht es ein System von 
Conclusionen nach sich, das die grösste Analogie im Detiiil sowohl 
als in der Gesammtgliederung mit dem Algorithmus 1. des Associations- 
gesetzes besitzt, nämlich das folgende: 



l$g6 



a 

a log ^ *^ log fti 



a'^p^ ^ya, 6:ligc-#lig(«^)^(loga)65 
V^ — log^^^i^, (lSga):c = l4«. 



(2öö)logV«^Xr. 



a 

Vn 



a6«^log(»*). 



a:&«^log(fiF 



(256) 



i 



Jl 



nb 



log».loga*^loga:log&— loga«^ 



logn' 
log« 
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Was die Analogie in der öesamratgliederung betrifit^ so fehlt zur 
Vollendung derselben allerdings die dreifache Gleichung, welche beim 
aflaociativen Algorithmus die erste Stelle einnahm; dieselbe ist jedoch 
dnrch die zwei Doppelbeziehungen (252) reichlich y^rtreten. Ferner 
fehlt bei den letzten drei Gruppen von Umformungsregeln das Hinsu- 
treten je eines yierten Ausdruckes und bieten statt dessen die drei 
Gleichungen (255) sich dar. Im einzelnen manifeatirt sich die ge- 
dachte Analogie daran, ddsB man jede Proposition des gegenwärtigen 
Algorithmus aus der entsprechenden des assdciativen erhält, indem man 
auf einer Seite beide, auf der andern nur die eine Operation um eine 
Stufe erhöht. 

Behufs UerleitoDg TOn (i6S) hat man snnftchtt die direote Umformuig: 
Bodaan die beiden Schloetreihen: 

x^aloght «:a*^log&, h^if'^^^cy^ o; =4 log 6, 

welche fQr j/'^ 'p^ resp. (log fr} : a umkehrbar werden. Endlich ist überhaupt 

»ir bediogungsweise ausfahrbar — nämlich vor- oder rückwärts je unter einer 
eigenthflmliehen leidit sn erkennenden ToraonetBong — die Schhissreihe : 

, '«logc^a-, loge^atjB, c — ft*»'*— (^ftV, 

logc 

a 

^p^c^f/b, (j^cy^b, «=^iogfr, 

worin das drittletzte Bozithunt^szeichen rückwärts durch (=) zu ersetzen. Damit 
ist von (262) nun auch das Coordinationszeicheu gerechtfertigt. 

Der Doweid der Relationen (2ö3) und (254) geschieht durch folgende vier 
Umkehrbare Ketten ▼ein Sddfiawn: 



\a'J ^a' =a\ x^^ya^i 



* ± ( - V -i» e/— 

6:logc, (logc):r>?*, a«*»«"!* > o*, (a =. c* =- a*, ««^log(a*), 



sowie durch die drei umkelirLaren Schlussreihen: 

Schröder, Lehrbuch d. Arithm. u.Algebr». I. 19 
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a,^!^, mc^liga, ft*":^ J^»« -a, (ft*)*-«, y'^h, x^logVä 

V 

x^(Aga)iC, cx^logo, 6«««^ (^«««-a, »«^liff«. 

(C) . Ein Algorithmiui, dessen Pi&nisse w&re: 

würde (hinsichtlich der Operationen zweiter Stufe) dem vorigen oon 
jogirt sein und kann, sofeme die Multiplication eommutatiT angenom 
men wird, als YöUig mit jenem identisch angesehen werden. 

Es wird kaum u&thig sein, ansdrUeklieh sa erwähnen, dass iw 
den Toiraiehenden Dedactipnen und Beenhaten nur die inyersen Ope 
rationen der dritten Stufe — auf welche ja das Interesse sich jei^ 
hauptsächlich eoncentrirt — als ?ieldeutige angenommen wurden, wo 
gegen auf der zweiten Stufe dei Divisionen die gewöhnliche AnfG» 
saug derselben als eindeutiger Operationen au Grunde liegt. 

§ 93. Consequenaen der distributiven Oesetae für alle drei Stufen. 

Höchst einfach lassen sich die Consequenzen der beiden Distribu- 
tionsgesetze übersehen, welche wir in § 80. als achte Fundamentslj 
Voraussetzung au%efahrt haben — wenigstens wofern man, was an 
nächsten liegt^ die Addition noch als commutativ und die Subtraction 
als eindeutig gelten laset. 

(D) . Es zieht nämlich die Prämisse: 

(257) a(h + c) =^ ah + ac 
alsdann die Folgerungen nach sich: 

a(6 — c) «B ad — ac, 

(258) (p + e)ta^ih:a) + (e:a), 

\ (b — e) : a ^ {b : a) — (c : a). 
In Ooujugaiiou hiezu (hinsichtlich der Operationen zweiter Stufey 
steht: 

(E) , Der Algorithmus, dessen Prämisse: 

(259) {a + b)c^ac + bc, 

die Conclusionen bedingt: 

(a — h)c = ac — hc y 
I a fr a , 6 

(260) { ~3-^T + T' 

a — fr a fr 
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Der letztere hat bekannt licli auf der dritten Stute ein exactes 
Analogen, welches aus ihm erhalten wird, indem man alle Operatio- 
nen um eine Stufe erhöht — in Gestalt nämlich des Algorithmus 

(F), dessen Prämisse: 

(261) (ah)'~a'h', 

wenn hier auch wieder die Operationen der niedersten Stufe (die Di- 
visionen) für eindeutig genonuuen werden, die Conclusionen nach sich 
zieht: 



(262) 



yb 



Aoch zwischen dem AlgorithmuB des ersten Distribntioiisgefleteee, 
nämlich dem Torigen (D), and dem nmimehr allein noch sn discnti- 

renden Iterationsgesetze der Elevation lässt sich eine gewisse Ana* 

logie nicht verkeimen. 

(G). Die Prämisse: 
(263) a*+*« a* • a* 

dieses letzteren nämlich bedingt, dass auch 



(264) 



log (6c) ^ logö +logc, 

log (6 : c) ^= log 6 — logc 



sein muss (desgleichen für den Bruchstrich). Die gedachte Analogie 
ist aber hier eine weniger reine. Diesmal nämlich müssen, wenn (G) 
aas (D) Abgeleitet werden soll, dort auf der einen Seite einer jeden 
Formel zwar beide Operationen, auf der andern aber nur die höhere 
Operation um eine Stufe erhöht werden. — 



§ 94. Bückblick und Schlusabetrachtuiig. 

Nachdem die begonneneii Separationen in der aus dem Yoran- 
gegangenen erheUenden Weise Ende geführt sind, kann jetzt be- 
quem Terwirklicht werden, was wir in den ParagraiÄen 54 und 67. 
in Aussicht genommen und als ein Ziel yorgesetst hatten, das eines 
der Motive m den üntersnchungen des gegenwärtigen Abschnittes 
überhaupt abgab. « . . 
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Nämlich die augenfillligeii Unsymmctriccn, welche (in den §§ 65. 
bis 67.) der Zusammenstellung aller auf die dritte üperationsstufe 
bezüglichen Fuudamentalgesetze anhaften, können wir jetzt leicht er- 
klären; wir können sie bis zu ihrem Ursprung hinauf verfolgen und 
als innerlich nothwendige nachweisen. 

In der That entsteht die Unsymmetrie jener ganzen Formelgnq^ { 
dadurch; dass vier yollkommen symmetrische und in sich abgeschkt- 
sene Algorithmen — und zwar die (A) des § 88.; (6) [oder (C)] des 1 
§ 92., (F) und (G) des § 93. — sich in einseitiger Weise an ein- 
ander anschliessen und theilweise flherdnanderschieben. Die yereinteii 
Formelgruppen (157, 168 und 159) sind gewissermassen nur ein Con- 
glomerat dieser vier Algorithmen, welche ihrerseits direct aus den im 
zweiten Kapitel aus dem Begriff der Elevation selbst abgeleiteten 
Grundeigenthümlichkeiten dieser Operation entspringen. Mit dieser 
Bemerkung ist aber der Heweis auch für die VoUsUindigheit jeuer 
Formelzusammenstellung vollends erbracht. 

Zweck und Notseii der elgeiiibttiiificheii in dieaem Ahsehnitt (errtmalig) 
dnxchgeffilurteD Betrachtungen bleibt jedoch keineewegs hierauf allein beBchilnkt 

Der Gewinn, auf den ich es bei diesen Unterenchuugen abgesehen habe, ist nicht 
nur ein ästhetischer — sofeme ich dadurch den Anforderungen des Geschmackes 
an die Symmetrie und Eleganz der Pormelsysteme nachzukommen suchte — auch 
in logischer Hinsicht hatte icli nebenbei eine Berercherung der Methodik im Auu'e 
Und in der That möchte aus dem vorangehenden genugsam zu ersehen sein, Ua:»:^ 
man das Rechnen mit vieldentigeii Aosdraeken und Operationen bisher mtt Un- 
recht so Temachlftssigen pflegte. Auch mit solchen Aosilrficken Iftsst sich 
tmfadim Oesdnn logisch folgerecht operiren und om alle dabei anfliretendeD 
Schlussfolgerungen auch in kflraester Weiße (mit Formeln) auszudrücken, sind nur 
die vier Zeichen der Werthgemeinschaft erforderHch. Ilierdurch aber kann nicht 
"nur den Untersnchungen eine anders nicht erreichbare Feinheit gegeben werden, 
sondern es bietet das Verfahren am li — wie aus einem später(;n Bande erhellen 
wird — den einzigen Weg dar, um j^e wisse Fehlschlüsse und K Uppen zu ver- 
meiden, an denen die meisten Anfänger zu scheitem pflegen. 

Endlich aber mOehte TOn jenen Untersuchungen auch noch ein materieller 
Gewinn an erwartoi sdn: dorch die ErsdiUessmig neuer Zahlensysteme nSaBÜdi» 
welche ffir die BeiriÜtignng gewisser Chittongen von Problemen gaas besmden , 
geeigenschaftet sind. Nach dieser Bichtung hin wird sich übrigens die Tngyteäk I 
der hier eingeleiteten Separationen erst dann völlig übersehen lassen, wenn man ' 
den höheren oder extrtiordinnreyi rhypercomplexen etc) Zahlen mehr, als bisher 
geschehen ist, Aufmerksamkeit zuwenden wird* 

Im Hinblick auf die Terh&ltnissmassige Seltenheit und den mibe- 
deutenden Umfang, in welchem die eigentliche formale Algebra bis 
dato cultivirt worden ist, und namentlich anf die übermässig enge 
Beschräukuiig, in welcher man den Begriff der Zahlen und der Ope 
tioneu gemeinhin aufzufassen ptiegt^ dürfte es singemesseu erscbei- 
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nen, dass ich die wichtigsten auf diesem Gebiet zu Tage getretenen 
Ge8ichtsj)i]nktp noch einmal übersichtlich zusammenfasse. 

Die formale Algebra verhält sich zur gewöhnlichen fast ebenso, 
wie ein.bewuestes Handeln nach bewährten Grundsätzen, ein Handeln 
aus ferner liegenden Zweckmässigkeitsrücksichten zu einem nur durch 
das unmittelhare Bedfirfniss, durch die nacfasfiüegenden ZweckmSssig- 
keüsrttckBichten bestimmten Handeln. Diese sucht nur die Mittel 
zur Srreichnng schon gegebener, sich Ton selbst uns aufdrängender 
Zwecke*); jene dagegen geht umgekehrt darauf aus, zu finden, welche 
Zwecke sidi mit allen denkbaren zu Gebote stehenden Mitteln Ter- 
wirklichen lassen. 

Die formale Algebra strebt daher zunächst darnach, in systemati- 
scher VollstSndigkeit alle Annahmen aufzusuchen, welche — höchstens 
beschränkt durch die Anforderung einer gewissen Einfachheit ihres 
Charakters — überhaupt möglicherweise dazu dienen können, eine 
Kechiiungsoperatioii zu definiren, d. i. eine bestimmte Art von opera- 
tiver Verknüpfung der Zahlen eines Zahlensystems zu cliarakterisiren. 
Ihre begriffliche Bestimmung erhält eine l?echnungsoi)eration auf einem 
Zahlengebiete hauptsächlich dadurch, dass man ihr daselbst gewisse 
Grundeigenschaften beilegt, sie bestimmten Gesetzen unterwirft, welche 
— an sich willkürlich — nur mit einander verträglich zu sein brauchen. 

Um dieselben verknüpfen so können, mass die Operation schon fertige Zahl- 
X' i 1 n vorfiDdea (wie bei deq Operationen der ordinären Arithmetik die Einer 
uiid die Zifterij), aas welchen sie dann neue Ziihlzeichen zusammensetzt. Diese 
neuen aus dvr Operation selbst resultiienden Zahlzeichen ebensowohl als die ur- 
sprünglich gegebenen sind an sich — als blosse Laute oder Scbriftzeichen be- 
trachtet — natürUch ohne jegliches Interesse; sie erhalten ein solches erst durch 
die Art ihrer Verwendung, durdh du, was sieh mit ihnen aiurichten Iftaat. Ihre 
Wesenheit also Hegt lediglich in der Regelung, die. man ihrem Gebrauche ge- 
geben hat und in den Bedeutungen oder dem Sinne, welche man ihnen dement* 
sprechend wird unterlegen können. Es ist die Zahl soztisagen ein disciplituries 
Zeichen, welcbos nur insofern Werth erhält, als es sich den Eigenschaften ge- 
wisser Klassen von wirklichen Diiij^on anzupassen vermag und dadurch zum Trä- 
ger dieser Eigenschaften, zum ßepräseutanten oder Abbild jener Dinge sich eignet. 

Einen Weg nun, um von der ordinären Arithmetik aus zu den 
in der extraordinären zu betrachtenden einfachsten Annahmen oder 
Elementarvoranssetzungen zu gelangen, bot uns die Methode der Se^^ 
raÜon dar, welche der zur Gomhinatton oder Verknüpfung entgegen- 

*) So wenigstens in ihren ersten ^AnlSngen. Dem VerfUiren, welches man 
in ihren höheren ^urtieen einhält, die femer noc^ auf diese Anfange gegründet 
worden sind, soll damit natürlich der Charakter der echten Wissenschafblichkeit 
nicht abgesprochen sein. Jedoch l'asst eben dieser Weg sich schon früher — schon 
bei der Grundlegung selbst — betreten. , 
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gesetste Fkocess ist Es liefertß uns dieselbe einen Fingerzeig dafBr, 
welcher Art die ElementarYomnssetEangeh sind, die eigentlich sämmt- 
lieh in's Auge zu fassen wfiren. 

Nachdem jene erste Aufgabe der formalen Algebra, das ist die 
Auffindung der brauchbaren oder zulässigen Prämissen, erledigt ist, 
tritt au sie als ziveite Aufgabe die heran, zu jeder Prämisse sowohl 
im einzelnen als in ihren zulässigen Verknüpfungen mit anderen, er- 
schöpfend die Conclusioneu zu ziehen — vorerst immer mit der Be- 
schränkung, dass ein gewisser Grad von Einfachheit nicht. überschrit- 
ten werde. 

Kor für ein kleines, wenn auch abgerondetes Gebiet und gewissermassen 
nur als Vorbild für noch andere Untersuchungen ähnlichen Charakters sind diese 
beiden Aufgaben im gegenwärtigen Abschnitte wirklich gelöst worden — immer- 
hin noch sozusagen mit grosser Mässigung oder Zurückhaltung. So biu ich z. B. 
auf die interessanten Schlüsse, welche in Bezug auf die AuKabl der Werthe bei 
den vieldeutigen Ausdrücken und deren Abhängigkeit von gewissen Operatioss- 
gliedem sich sishen lassen wfliden, also auf die Frage der Wiemddeiriiiifktiit dsr 
Tieldentigen Operationen hier gar nicht eingegangen. 

Eine driUc Aufgabe der formalen 'Algebru wird hierauf darin be- 
stehen, zuzusehen, welche in sich abgeschlossene Zahlensysteme, die 
von einheitlichen Gesetzen ihrer operativen Verknüpfung beherrscht 
sind, sich durch die gefundenen Operationen construiren lassen, um 
endlich viertens zu eutscheideu, welche geometrische, physikalische oder 
überhaupt vernünftige Bedeutung diesen Zahlen und Operationen zu- 
kommen, welches reale Substrat ihnen untergelegt werden kann. 

Diese beiden letzten Aufgaben, mit deren Erledigung die „for- 
male'^ Algebra sich eigentlich zur absoluten Algebra fortentwickelt» 
möchten erst mit Erfolg weiter zu behandeln sein, nachdem das actudle 
Zahlensystem der ordinären Algebra — das System der gemeinen com- 
plexen Zahlen — seinen Abschloss gefunden haben wird. A pcioii 
aber lässt sich erwarten, dass man nach ToUendetem Ausbau jener 
Disdplinen an irgend webhe gegebene Aufgaben ganz anders aosge- 
rfistet herantreten wird, als zuTor, dass man folgerichtig weit mehr 
Aussicht auf rasche Bewältigung dieser Aufgaben, sowie fibeihaiipt 
auf die Brreichang der Zwecke, die man sich setzen mag, hemadi 
besitzen wird. 
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Anhang. 

lieber die symboUsehe Durstelliuig Ton Samiiieii und Produeten. 

Die einzigen Operationen, welche — zum Tbeü alienUngs erst 
nach der £rweitening ihrer ursprünglichen Bedeutung — es gestatteni 
mehr als zwei und zwar beliebig viele Zahlen auf einmal als Opera- 
tionsglieder mit einander zu yerknfipfen, sind die AddiHon und die 
MMpUeaHon. Daher geben denn diese beiden Operationen noch Ver- 
anlassung zu einigen eigenthümlichen Betrachtungen. Die von ihnen 
lesultirenden. Ausdrttcke sind nämlich einer oft sehr nfitzlichen sym- 
bolisch abgekfirzten Darstellnng fähige zu der man sich der Zeichen 
S und n bedient. 

Es gewähren diese Zeichen bei complicirten Rechnungen von all- 
gemeinem Charakter in der TJiat ganz uugemeine Vorthe^lej das erstere 
uamenilich ist nahezu uuentbehrlich. 

Dem Umstand, dass dasselbe in der Regel von den elementaren 
Lehrbüchern ausser Acht gelassen wird, dürfte es zuzuschreiben sein, 
dass ein grosser Theil des lesenden mathematischen Publikums nicht 
hinlänglich mit diesen Zeichen Tertraut ist und vor dem Gtobrauch 
derselben eine ungerechtfertigte Scheu besitsi 

Ich werde durch den gegenwärtigen Anhang diesem Bfissstand 

Yorzubeugen trachten und sollen deshalb die Gesetze, nach welchen 
mit diesen Zeichen zu operireu ist, nun auseinandergesetzt werden. 
Doch 11] ag für den, Studirenden der Rath am Platze sein, das be- 
treüeude erst dann nachzulesen , wenn er auf ein solches Zeichen 
stösst. 

§ 95. Das Summenseichen Bummation nach einer Variabein. 

Wenn sich zur Betrachtung Summen darbieten aus vielen Glie- 
(lem, welche beliebige Werthe haben und darum durch Buchstaben 
dttZQsteUen sind, so empfiehlt es sich im allgemeinen nicht, diese 
Buchstaben regellos zu wählen, sondern mau wird passend irgend ein 
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Priücip aufistelleii) naeh welchem aus dem Namen eines Gliedes der- 
jenige des folgenden abgeleitet werden kann. Soferne nicht schön 

aus dem Ursprung uuj:l der Bedeutung oder Benennung der betreffen- 
den Zahlen ein Fingerzeig sich entnehmen lässt, um dieselben ranemo- 
nisch zu bezeichnen, wird niiin stets die alphabetische Reihenfolge 
der Buchstaben zu dem fraglichen Princip erheben können und die 
gedachte »Summe z. B. bezeichnen können mit: 

Am vortheilhaftesten jedoch erscheint für alle diese Fälle, nament- 
lich auch für diejenigen, wo es auf die Anzahl der Glieder ankommt 
und selbige eine unbestimmte ist, die Bezeichnung der Glieder ver- 
mittelst eines Buchstabens, dem andre und andre natürliche Zalikii 
als Stellenzeiger oder Tndices angehängt sind. So erhält man für eine 
ngliedrige Summe /S' etwa die Darstellung: 

(26Ö) 5 = tt, + «2 + % H h Wn-l + Un, 

dergleichen wir schon im vorangegangenen fortwährend angewendet 
haben. 

Bei (lieser Bezeichuungsweise ist es in der That am leichtesten, 
sowohl: dem Namen eines jeden (Gliedes es sogleich anzusehen, au 
welcher Stelle dasselbe in der Ueihe eingesehaltet zu denken ist, als 
auch umgekehrt: für ein irgendwievieltes durch seine Ordnungszahl 
bestimmtes Glied den Namen stets gleich unzweifelhaft richtig zu 
treffen. So wird etwa u^f^Q der Name des hundertsten, allgemein Ua 
derjenige des a*"" Gliedes (von vorne) sein; 'das l>'« Glied von rück- 
wärts heisst Hn-b-^it und die Bezeichnungsweise, indem sie die Stellen- 
zahl eines jeden Gliedes dergestalt mit in den Namen desselben ver- 
flicht, ist darum schon die ausdrucksvollste. Ihr Haaptvorzng bestebt 
aber darin , dass sie noch eine sehr erhebliche Abkttrzang gestattet^ 
die Ton der vorigen Bezeichnungsweise nicht ermöglicht wird. — eben 
jene Abkilrzung nämlich, die ans der Anwendung des SummenzeiGheiiB 
hervorgeht 

Zum Zwecke dieser Abkürzung stellt man den, Index irgend dnes 
Gliedes durch eine literale Zahl, z. B. a dar, bezeichnet also dnreh 
II« das dUgmeine Glied der Summe, und schreibt: 

n 

(266) . 5« 2; — noch eleganter:* ^fUg, 

sprich: S ist gleich der Summe nach a, genommen Ton a«"! tv 
a «BS von dem Gliede »at oder kfirzer: 

8 gkkh Summe, nach a vm l bis n, von w«. 
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Die Anwendbarkeit dieser symbolischen Bezeichnung^ ist jedoch 
noch eine weitergehende als aus dem bisher gesagten hervorzugehen 
scheint, indem man in dem allgemeinen Gliede auch noch die ganze 
£ntstehungsweise sämmtlicher Glieder ausgeprägt annehmen kann. 

Bei jeder Summe nSmlich, deren Glieder überhaupt ans einem 
AoBdrac^ dadurch herroigehen, dass man eiher in demselben Tor- 
kommenden litenden Zahl versGluedene Werthe beilegt, kann dieser 
Auadmck selbst als allgemeines Glied genommen werden, und braucht 
man sich nach einer systematischen Bezeichnung der Glieder nicht 
erst anderweitig ummsehen. Der Ausdruck wird zu diesem Behofe, 
geradeso wie vorhin Ua, hinter das Summenzeichen gesehrieben und 
dürfen ^ir uns also unter Ua auch eine solche analytisch dargestellte 
Function von a vorstellen. Da die Summe selbst durch ihre Glieder 
bestimmt ist, diese aber nach unsrer Voriiusseizung aus dem erwähn- 
ten Ausdruck als allgemeinem Gliede hervorgehen, indem man ver-- 
schiedene Werthe für a einsetzt, so muss nun, um die Darstellung zu 
volleuden, zu dem bereits geschilderten noeli unzweideutig die Reihe 
der Werthe angegeben werden, welche der literalen Zahl nacheinander 
beizulegen sind. Die gedachte Angabe kann der Summenformel tex- 
tuell beigefügt werden; am besten setzt man sie, wenn die von a an- 
zunehmenden Werthe bekannt (oder durch Ausrech- 
nung angebbarer. Ausdrücke bestinmibar) sind in einer Klammer unter 
das Summenzeichen, und schreibt also wie folgt: 

(267) Wflj + Wo, + • • • + Ua^ = £ Wa . 

Jene literale Zahl, die wir uns mit a bezeichnet dachten, wird die 

(laufende) Siimmationsvariable genannt und gesagt, es sei die Summe 

über die Werthe derselben auszudehnen] die Reihe 

jener Werthe selbst aber heisst die Erstreckung öder AmpUhtde der 

Summe. 

Anstatt übrigens diese* Werthe der SummatiensTariabeln entwickelt oder 
ts^l^eiU ansageben, genügt et auch — was namentUch bei SwnmationMi naeh 
udureraa Variabein oft bequem ist — eine Gleichung oder ein System von Glei- 
chungen hinzusetzen, durch welche diese Werthe {impUcite) bestimmt sind. Doch 
mu88 alsdann auch das Zahlenn;clnet , dem diese Werthe angehören sollen, schon 
bekannt sein oder mit angegeben werden. 

Die gedachten Gleichungen werden alsdann als die (die Variable) „einschräyi- 
kenden Bedingungsgleichungeu" oder als die Jiestimmungsgleichungm (der Ampli- 
tude) bezeichnet. VergL § 115. 

Ein öummenzeichen mit angehängtem' Index, wie = ^» soll nur aus- 
drücken , dass die Summe nocft a M fuHmm, also dieser Index als SammationB* 
variable za betrachten sei. 
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Das Aiischreibeu der ganzen Summe ist hiemit zurückgeführt auf 
das einmaliq-e Setzen des alli^^emeinen Gliedes (hinter dem Zeichen Z). 
auf die Signalisirung der Summationsvariabeln, endlich auf die Angabe 
der Amplitude; und es wird die damit erzielte Ersparnis« um so grösser 
sein, je grösser die Anzahl der Glieder und je complicirter der Aus- 
dmck derselben ist. 

In dem besondern Falle, wo die Werihe der SummattonsrariabelD 
eine Sequenz Yon natfirliehen ZaUen bilden, pflegt man die Amplitude 
dadnrcli anszadrücken, dass man ohne weitere ErHlnterung wie in (266) 
den kleinsten dieser Werthe als untere Summengrenze unter, und den 

grossten derselben als obere Sumuiengrcnzc über dem Summenzeichen 
anschreibt, resp. gleichsetzt der Sumraatiousvariabeln. Es haben dar- 
nach, wenn g > i> ist, die folgenden Ausdrücke als äquivalent zu 
gelten : 



Da dieser Fall weitaus der wichtigste ist und wie in § 99. gezeigt 
wird, sich auch die andern f^Ue auf denselben zurdckfilhren 
lassen, so werden wir demselben künftig unser Hauptaugenmerk zu- 
wenden. 

Um ferner umgekehrt sich die Bedeutung einer mit dem Zeichen 

27 symbolisch dargestellten Summe zu vergegenwärtigen, oder diese 
Summe au>sfülirlic]i entwickelt hinzuschreiben (d. Ii. das Summenzeichen 
zu intcrprdiroi), wird man in dem allgemeinen f^liede, welches hinter 
demselben steht, für die Summationsvariable zuertit die untere Suiunien- 
grenze setzen und den erhaltenen Ausdruck als erstes Glied der ge- 
suchten Summendarstellung schreiben; alsdann wird man ebenso der 
Summationsvariabeln fort und fort den nächst höheren von den Wer- 
then beilegen, welche sie durchlaufen soll, bis man die obere Summen- 
grenze erreicht und für die Summationsvariable eingesetzt hat; die 
sich ergebenden Ausdrücke wird man jedesmal als weitere Glieder den 
bisherigsn anfügen. 

So ergibt sich z. 6.: 



(269) >» Ua = Um + Mm + l + + 2 + * * * + Um + n-l + t*m + ii. 



Mp + I4p + i + tfp+i H h t»,_i + M, « 



(268) 





Die nachfolgenden Beispiele werden wohl genügen, um überhaupt das 
über den Uebergang von der einen Summendarstellung zur andern 
gesagte^ vollends zu verdeutlichen. 
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■ 

Ebenso wie auch spater noch hie und da will ich jedoch bei die« 
seu Beispielen das Zeicheu 0 (NtUl) mit den Grundeigenscbafteu: 

ja. 0 — 0 — 0.«, 0:a — 0, a»— 1, 

welche erst in Bd. 3 in ihrem gegenseitigen Zusammenhange gerecht- 
fertigt werden^ schon jetzt als Index oder Sammationsyariable zolassen. 

Es ist snm Exempel: 



1 + 2 + 8 + 4 + .. . + + « 



n 



1.2 1 2^ I 3ji 1 I {n — l )n , n ( n + 1) VI oj« +_l) 



H— 1 



1 + 3 + 6 + 7 + 9-1 .^(2n — 8) + (2n — 1) ^ ]^(2a + l), 

w n 

= — + • + + **H K« — + 

4 

a« + + a«" + aas«, 

u 

7 

'S! « +_£fi « ?L±Ü 4. fL±i£ 4. « + « + 6P «+7g 

.4-^ 2cy — * 6y — 8r — lOy-»-*"^ 12y — d''' 14y— ** 

Ebenso bedeutet der Aiudruck: 

wenn die Summe ansgeddmt werden eoU (Ib^ alle geraden ZaUenToa 8 bis 100^ 
anefahrlicher geechiieben daa Polynom: 

8 — 2»y« + 4V + «"y* H h 100*y«», 

und lä8öt sieb vollständig so zusammenfassen: 

80 

5— JS o'y^-» etc. 

(«srS, 4, 6t ... 100) 

Wie man sieht, lässt au Kürze und Uebersichtlichkeit oder ge- 
wissermassen Durchsichtigkeit die symbolische Bezeichnaug nichts zu 
wünschen übrig. 

Einen Äusdrudo (nach einer V^riabeln über ein gewisses Bereich 
von Werthen) simnUren heust äusserlieh betrachtet: ihm ein Summen- 
zeichen Toranstellen, bei welchem dieses Werthbereieh ak Amplitude 
der Vaiiabeln angemerkt ist^ und lauft im wesentlichen diese Opera- 
tion hinaus auf die AusfQhruug einer Beihe von Substitutionen (in 



300 Anhang. 

dem genannten Ausdruck) und nachherige Addition der Substitutioiis- 
ergebnisse. 

Man kann jedoch mit dem Summenzeichen auch an einer Glei- 
chung (Ungleichung, Proposition) operiren. Ist z. B. für eine ganze 
Reihe von Werthen einer literalen Zahl a ein Ausdruck stets einem 
andern gleich^ nämlich etwa: 

«« — 

für a = a^, a.^, ... «n; kann man die obige Operation an dien 
beiden Seiten dieser Gleichung für sich vollziehen, nämlich beide Aus- 
drücke über irgend welche von diesen Werthen summiren, und die 
Ergebnisse einander gleich setzen; man kann schreiben: 

wofern nur beiderseits die Amplitude als die gleiche angesehen nixd 
und ganz dem Bereich jener Wertbe angehört. Denn in der That 
wird diese Gleichung dann, interpretirt, ledigUdi hinauskommen auf 
eine Anwendung ües bekannten Grundsatzes, dass gleiches zu gld- 
chem addirt, . gleiches gibt. Namentlich also ist das Summiren einer 
Gleichung im weitesten Umfimge (nämlich nach irgend einer in, ihr 
▼orkommenden literalen Zahl als Summationsyariabeler und über ein 
beliebiges Bereich von Werthen als Amplitude) gestattet, wenn die 
Gleichung eine analytische — eine Formel — ist. 

§ 96. Qrundeigenschafkexi des SummenBeichens. Endliche lategratlon. 

Zu dem bisherigen werden indess noch einige Bemerkungen nicht 
flberflüssig erscheinen. 

Das allgemeine Glied einer Summe bestinmit gewissermassen die 
Form ihrer sSmmtlichen Glieder. In diese Form treten die zur Am- 
plitude gehörenden Werthe als ImihaU ein, wodurch die Glieder sowohl 
im ganzen nach ihrer Menge als auch im dnzelnen vollends bestimmt 
werden. 

Dagegen kommt der Name der >Summatiousvariabelii selbst in der 
ausführlichen Darstellung der Summe gar nicht vor, und hängt die 
Bildung der Glieder nur mehr von den Werthen ab, welche an die 
Stelle der Sumiiiutionsvariabeln zu treten haben. Die Wahl dieses 
Namens wird daher von vornherein willkürlich sein, und kann man 
auch für eitmi Namen der iiummatwnsvariabeln irgend einen andern 
setzen. Z. B. es ist: 

II n n 

(271) ^^«a einerlei mit ^] « « etc., 

denn alle diese Summen stellen in gleicher Weise den Ausdruck: 
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^1 + ^ + % + + wenn in Um ffHt a eine bestimmte 

Zahl gesetzt wird, so muss in der That dasselbe herauskommen, als 
wenn in ii» für ^ die nämliche Zahl gesetst wird, da ja ans Ua 
selbst dorch Vertanscbung von a und h hervorgeht (Cf. Einleitung 
Nr. 21.) 

Nnr daranf wird immerbin zn achten sein, dass der Name der 
also willkürlich zu bezeichnenden Summationsvariabeln von demjenigen 
irgend einer andern in dem allgenicinen Gliede (als Operationsglied 
oder Index) auftretenden Zahl iinterscheidbar bleibe, daiiut keine Ver- 
wechselung jener Variabclii mit einer (Sunimations -) Consianten statt- 
fiude — damit „stehende'' und „laufende*' Werfche nicht vermengt 
werden. 

So darf etwa in der Summe 

(JJ« -f «y) 

p 

die SumniatioDSvariable a weder mit x noch mit i/, j) oder ^ bezeichnet werdeu, 
denn während z. B.: 

{px-\ray)=[p{r-\-py) -f {;).r + {|) + \)y) + {px '\- {p -\- 2)y} 
= 3i>x-f 3(i>H- \)y 

ist, würde doch: 

*~|^\j>^+^2/)= {l>'+i>?/} + {j>(l>+l) + (l»-f + {p(P+2)+(p+2)y) 

. =«(i» + i)(jp + y). 

bedeuten, u. s. w. 

Ijehrreich ist es uocb, den besonderen Fall in 's Auge zu fassen, 
wo das allgemeine Glied eonskaü ist. Wenn nSmlieh die Summations- 
yariable weder als Index noch als Operationsglied in dem allgemeinen 
Glied Torkommt, wenn also dieses letztere sie Oberhaupt nicht enthalt^ 
so wird dasselbe unverändert bleiben, welche Werthe anch der Sum- 
mationsvariabeln beigelegt werden mögen. Die Summe besteht als- 
dann aus lauter Gliedern, welche unter sich und dem sllgemeinen 
Gliede gleich sind — sie geht in ein Ttoäuet über, z. B.: 



(272) 




►«lt=1i-|-M-j-t(-|-...-j-W== 
*" rn + l m + l m^n 

T T T 

Ersetzt man jedes Glied durch 1, so Yiitü die Summe die Anzahl 
aller ihrer Glieder vorstellen (§ 1.). Aus der letzten Betrachtung 
geht aber, indem i»» 1 gesetzt wird, hervor: 
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(273) ^ 1 — n + 1, ebeiiso auch; ^ 1 = g — jp + 1 , 

m p 

(1. h. es «^ilt der Satz: Die Anzahl der Glieder einer symbolisch dar- 
gesteUfm Summe ist immer um 1 (/rn^sn- als der üeberschuss der oberen 
S7(mmengrenMe über die untere, oder als das soge^iaimte Intervall der 
Summengrenzen — wonach man denn diese Anzahl jederzeit läeht 
ersehen wird. 

Ist namentlich die obere Grenze der unteren gleich, so besieht 
die Snmme ans nur einem Gliede; sie ist ein Monom oder gar kerne 
eigentliche Summe, z. B.: 




(274) ^au«««,, 

p 

die Summation kommt alsdann auf eine blosse Substitution hinaus. 

lieber den Sinn , welclier dem Zeichen 2,' beizulegen wäre, wenn 
die untere Grenze grosser als die obere angenommen wird, ist eine 
Einigung noch nicht erzielt. Bei manchen Untersuchungen scheint 
es vortheiihaft, alsdann der Summe die Bedeutung 0 unterzulegen, 
bei andern, darunter einfach dasjenige zu verstehen , was durch Ver- 
tauschung der unteren Grenze mit der oberen entsteht — eine Deu- 
tung, die wir adoptiren werden, sofeme nicht ausdrücklich das Gegen- 
theil bemerkt wird. 

Noch ist anzuführen, dass einige Schrifleteller, um bei der Summe die Ana- 
logie mit der Definition des „bestimmten Integrales'* herzustellen, die oben 
Sommengrane als Werth der Sommationevariabehi tnmMettm, toäam ■. B. 

n w — 1 

mit bezeichnet wird, was wir durch ausdrücken würden und daas also 

die Beihe der ganzen Zahlen nur bis {exdusive) sor oberen Grense von der Tt- 
riabdn dnrdblaiifen gedacht wird. Es müsste jedoch, nm diese gedachte Ansr 
logie vättig herzustellen, neben aHerhand andern Festsetrangen auch noch die 
getroffen werden, dass der Zuwachs oder das Increment (^a) der Summations- 

variabeln durch einen Factor hinter dem Summenzeichen reprtiäentirt -würdp, 
sodass man, wo letzteres doch ohnehin unterlassen wird, auch ohne Bedauern 
auf die gedachte Analogie /.u verzichten vermag. 

Aus demselben Grunde wäre es bei der hier adoptirten Auffassung des Sum- 
menseiehens nicht ganz passend, das Vorsetien desselben, etwa des Zeiehev 

n 

^ vor emen die Zahl a enthaltenden Aosdmck die mdUdie IfHefratüm 

tn 

dieses Ausdruckes (nach a von m bis n) zn nennen — wie es doch gleichwohl 
hie und da geschieht. Hierüber an geeigneter Stelle näheres. — 

Für den Fall, dass, ßechnungsoperationen mit symbolisch darge- 
stellten Summen vorzunehmen sind, pflegt man die Regeln für das 
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Setzen oder Weglassen der amprünglich nöthigen Klunmem so ein- 
znrichten, als ob die symbolische Snmmation eine mitUere Operaiions- 
stafe zwischen der Addition und der Mnltiplication eumehme (cf. § 73.). 
Demnach wird z. B. bedeuten: 



wie immer aach die Grenzen und SummationsTariablen — die nur 

beiderseits iu den entsprechenden Summen fibereinstimmend ange- 
bracht sein müssen — beschaflFen sein mögen. Dagegen darf bei 
+ 2J{u^2^v) und bis auf weiteres auch bei (-ITm) . v, 
(2^u) . (2^t;) die Klammer nicht weggelassen werden. 



Es erübrigt ntuii za untersuchen , welche Gesetze ans der Beden- 
tong des Snmmenzeichens in Rflcksicht auf die Eigenschaften der 
Addition (nnd Mnltiplication) hervorgehen. 

Zunächst möge ein ekvidiiies 8nmmenzeichen betrachtet werden. 

Auf Grund des Commutationsgesetzes kann man, um dasselbe zu 
interpretiren , d. i. die Summe uusführlich anzuschreiben, die Summa- 
tionsvariable ihre vorgeschriebene Werthenreihe in einer beliebigen 
Folge durchlaufen lassen, z. ß. auch in einer Ton der oberen zur un- 
teren Grenze absteigenden Ordnung, wie: 



Da jedoch laut vorang^angener üebereinkunft auch beide Sonunen- 
grenzen Teortauscht werden dOrfen, so mögen wir immerhin die (?on 
der untern zur obern Grenze) aufsteigende Ordnung fOr gewöhnlich 
als Norm gelten lassen. 

Auf Grund des Assodfttionsgesetzes kann man einen Prooess aus- 
fuhren, der die Umformung der Sunune durch Zerlegung der Greueen 
genannt^wird, und Ton häufigster Anwendung ist. 

Ist nämlich r irgend eine zwischen der untern Grenze p und der 
obern q liegende Zahl, mithin l> < r < ^, so kann man die gegebene 
Summe wie folgt zerlegen: 



% 97. Fortaetsung. Zerlegung der Qrensen. 



n 1 



1 n 



(276) 




^ tf« + ^? «a und auch: 
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und geht hieiaus auch umgekehrt hervor , dags: 

(277) 



? 9 r — l 



(278) ^t4a ^«Ua — ^«a. 

• J» P »• + J 

Die Richtigkeit dieser Zerleguii<;eii (27r>) bis (278) wird augen- 
seheiiiliili , wenn mau sich die Mühe nicht verdriessen lässt, die Be- 
deutung der .synibülischen Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung 
ausführlich hinzuschreiben. Es ist ferner leicht, die Kegeln für diese 
Zerlegungen allgemein in Worte zu kleiden, z. ß. : Will mau eine 
Summe additiv in zwei Theile spalten, so muss die untere Grenze der 
zweiten um 1 grösser sein als die obere der ersten Summe; es müssen 
diese beiden mittleren Grenzen successive Zahlen (der Datürlichen 
Zahlenreihe) sein and zu der Werthenreihe der SummationsTariabebi 
gdiöien. 

Soll aber die Summe aubtracHv zerlegt werden, so kann diea ent- 
weder darch Erniedrigung der nntem Grenze nach (277) oder durch 
Erhöhung der oberen nach (278) geschehen. Beidemal muss die Summe 
mit der umfassenderen Amplitude (d. i. mit dem erweiterten Spiebaum 
der SummatioittBTariablen) zum Minuenden der gesuchten Differenz ge- 
macht werden* Die Grenzen des Subtrahenden hat man nach der Vor- 
schrift jener Gleichungen so einzurichten, dass gerade nur die zarid 
genommenen Glieder, diese aber ToUsföndig, in Abzug gebracht werden. 

Die Gleichuogen bia (278) bieten, weuu aie aacb noch fär r=p oder 

fSs r^q gelten toQai, ein Beispiel ra der o\}eia gemachten Bemerkung, wonach 
eine Summe bisweilen vortheilhaft dordi Noll enetst wird, aobald die ebne 
Grense kleiner ist als die untere. 

Mit Xeder Theilsumme auf der rechten Seite der genannten Glei- 
chungen können dieselben Operationen noch beliebig lange fortgesetzt 
vorgenommen werden, wofeme nur die Grenzen der ursprünglichen 
Summe weit genug auseinander liegen oder hinreichend viele Glieder tt 

vorhanden sind. Namentlieli kann man durch fortgesetzte Anwendung 
des Tlieorems (276) dasselbe dahin erweitern, dass unter der Annahme 
|) < r, < rj < rj . . . < < g die Zerlegung entsteht: 

^«M«.-.^«. + 2«a + 2«WH + 

P P rt rt r,_, 



(279) 



— ^Wa4-^«« + ^"WaH |-^««-f ^««; 



deren Gesetz evident ist. 
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Umgekehrt wird also auch eine Reihe von Suramen mit dergestalt 
„aneinanderhängenden*' Grenzen, woljei sich jede untere Grenze an 
die vorhergehende obere anschliesst, sich bei der Addition in eine ein- 
zige Summe zusammenziehen („Vereintffung der Greneen*^, 

Als ein besonderer Fall der Zerlegung der Grenzen wird häufig 
die Absonderung des ersten oder des letzten Gliedes gefordert, z. B.: 

(280) ^Ua=-ttj. + ^Ua^ ^Ua + U^,- 

P P + 1 P 

oder, wenn beides zugleich geschehen soll, die Absonderung der beiden 
äussersten oder i^anc^Glieder: 

(281) ^ M« = + 2 + » 

oder auch die Ausscheidung irgend eines Gliedes Ur aus der Mitte: 

(282; ^ Ua = ^ Ua + M, + ^ Ua • 

p p ffl 

§ 98. Vollsiehuns distributiver Operationen am Sammenausctnudce. 

Als Repräsentanten einer distributiven Operation kann man die 
Multiplication mit einem Factor ansehen; nur braucht die commu- 
tative Eigenschaft der Multiplication dabei keineswegs vorausgesetzt zu 
werden. 

Für eine derartige Operation gilt nun die Gleichung: 

n n n 

(283) X^Ua = ^(xUa) ^ ^XUa 

(^ergl. Schlussbemerkung zu § 96.). Geht man in der That auf die 
Qtsprilngliche Bedeutung der beiderseitigen .Summenausdrücke zurück, 
80 stellt diese Gleichung sich als einerlei heraus mit der folgenden: 

x(Um + tl,n+l + h «») XUm + XU,n^i + • • • + XUn, 

deren Richtigkeit evident ist. 

Aehnlich sieht man ein, dass auch: * 

\ m / 7/4 m 

ist — eine Gleichung, deren beiderseitige Ausdrücke zudem einerlei 
sein müssen mit denen der vorigen, sobald die in Betracht stehende 
Multiplication commntativ angenommen wird. 

Es zeigen diese Formeln, dass man mit einem Factor von aiissr)-- 
halb eines Summenzeiehens auch unter dasselbe gehen kann, und dass 

BobrOder, Lebrbooh d. Axithm. tt. Algebra. L j20 
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umgekehrt ein cmstayiter (d. h. von der Summationsvariablen unab- 
hängiger) Factor des aUgcni einen Gliedes eine?- Summe auch vorgesogni, 
d. L vor das Summenzeichen gesetzt werden darf. Das Symbol der 
Summation ist mit oonstanten Factoren commatati^. 

Zur Gültigkeit dieser Sätze ist indessen keineswegs erforderlich, 
dass die Summationsvariable gerade eine Sequenz von natfirlichen Zsh- 
len durchlaufe, vielmehr ist die Werthenreihe derselben ohne allen 
Belang dabei und könnte man deshalb auch kürzer schreiben : 

wobei nur miteinzubegreifen ist, dass selbstrerstandlich die rechts und 
links auftretenden Summen stets Uber einerlei Werthenreihe erstreckt 
aufgefasst werden. [In Betreff des Beweises dieser Behauptung nire 
nur weiter unten (2Sfö) zu yergleichen.] 

Factoren; welche mit der Summationsrariabeln behaftet sind, dür- 
fen — im Gegensatz zu dem obigen — nicht vor das Summenzeicken 
gezogen werden. So ist z. B. der Ausdruck: 

n 

^ Xa Ua = Xm + X„, + i W,« + i -| [- ^« 

m 

gründlich rersdueden Ton diesem: 

n 

Xa ^ Ua = Xa Ufn + 3?« «'m + 1 + • • ' + Xa U„ 



welcher letztere übrigens eine Bemerkung herausfordert. Da nämlicli 

die Suiuraatioiisvariable erst durch ein ihr vorangehendes Summen- 
zeichen mit Index oder Grenzenangabe als eine solche kennÜich ge- 
macht wird^ so kann sehr wohl -ausserhalb des Ausdruckes, auf den 
sich das Summenzeichen bezieht, noch einmal der nämliche Buchstabe 
in einer ganz andern Bedeutung auftreten. Es niuss z. B. .in dem 
letzten Ausdrucke unter dem in Xa vor dem Summenzeichen befind- 
lichen a nothwendig eine Zahl verstanden sein, die von der nachher 
hinzukommenden Summationsvariabein a durchaus unabhängig ist. 

In derartigen Fällen aber wird man sich bei der Anwendung der 
sonst gültigen Regeln stets behindert finden. Wollte man z. B. in 
dem in Rede stehenden Ausdrucke den Factor Xa unter das Summen- 
zeichen bringen, so hatte man zuerst gemäss (271) den Namen der 
SummationsTariabeln zu wechseln und an Stelle dieses Ausdruckes m 
schreiben: 




Xa = ^'XaUb, 

m in 




womit dann jede Zweideutigkeit vermieden sein wird. 
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Eine ähnliche Abänderung ist überhaupt jedesmal anzurathen, so 
oft sich ein solcher Zufall darbieten sollte, da aus der Anwendung ein- 
unddesselben Zeichens in zweierlei Bedeutung ohnehiii leicht Mis3?er- 
standnisse erwachsen. 

S 99. Xatroduotion m&aw fiimiiiifttloiuivarlalMlxi. 

Eine weitere oft mit der symboliaGh dafgeetellten Summe Yonm- 
nehmende An^be besteht darin, vennittelst einer Substitution eine neue 
Snmmationmriable einzuf&hren, welche mit der alten in einem be- 
stimmten Zusammenhang^ steht. 

Ich will dieses Problem zuerst allgemein aussprechen. Der An- 
fönger kann alsdann die weiteren in diesem Paragraplien daran ge- 
knüpften sehr allgemeinen Betrachtungen überschlagen, da dieselben, 
wenn auch der Vollständigkeit halber geboten, doch zum Verständniss 
des zunächst folgenden nicht unbedingt erforderlich sind. 

Sei 

(285) 

die beliebige Reihe der Werthe, welche die Variable a eines Suiumeu- 
aosdruckes : 

S = Ha Ua 

ZU durchlaufen hat; sei aUo in ausführlicher Darstellung: 

(286) S-^Ua, + Ha, H + na, H + 

Alsdann kann man die Werthe: 

(287) Z>, , ... hr, 

welche bei einer neuen Summatiousvariabeln h den vorigen bezüglich 
entsprechen sollen, von vornherein vollkommen willkürlich wählen, und 
kann sich die Aufgabe stellen, die nach a genommene und über die 
Wertheureihe (285) erstreckte Summe zu ersetzen durch eine ihr äqui- 
Tslente jedoch nach b genommene und über die Werthenreihe (287) 
eistreckte Summe. 

» 

Der nämliche Ansdroek (286) für die Summe 8 Ifiast «icfa in der That auf 

idur verschiedenen Wegen herstellen. 

Bei der ersten Darstellang ad (285) denkt man sich, wie wir schon wissen, 

irgend ein Olied jener Beihe dadurch abgeleitet, daas man im allgemeinen 

Gfied an die Stelle der Tariabeln a den bestimmten Werth treten lässi 

Ganz auf das gleiche jedoch kommt es auch hinaus, wenn man z. B. in 
*4^4.6.ft den Bachstaben & dmrdi den JülTerth 6^ ersetst. Und solcher AusdrScke 

wie + ( — fr^, die die ISgenschaft haben, in den bestimmten Werth Aber« 

20» 
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7.n<^'chcn, wenn man das in ihnen vorkommende Argumeut b durch 6^ enettt, 

losaeu sich überhaupt unzählig viele conätruiren. 

Wollte man jedoch etwa das eben angegebene Beispiel sich bei allen Gliedern 
zum Muster nehmen, also beim ersten Gliede: u^ _^f^_f^ , beim zweiten: m„ _^,,_,, 

u. s. w. zur Substitutioiisliasis nehmen, so wäre, wie man sieht, der Zusammcu- 
hang von a und b bei jedem Glicde ein anderer, -es wäre bei jedem einzelnen 
Gliede eine aparte Angabe für die gegenseitige Abhängigkeit der heiden Som* 
mationBfaiiabeln «rfordMlicb, Dadurch wfirde nun gerade der YortheU der syn- 
boUachen Sammendaxelellang Terloren geheiif denn es beruhte ja dieser Tortiieil 
eben darauf, dass es genügte, statt der gansen Beihe von Gliedern dn einngei 
(als allgemeines Glied) anzuschreiben und fernere au allen Gtiedem vorzonehineBde 
Operationen auf dieses einsige Qlied zu übertragen. 

Es wird demnach nur ein solcher Wechsel der Summutionsvariabeln von 
Interesse sein, l)ei welchem der Zusammenhang zwischen der alten und der neuen 
Variabein sich generell angeben läsät, nämlich der üeihe entlaug an allen Stelleo 
dem nämlichen Gesetze unterliegt. 

Mit Kücksicht hierauf werde ich nun also annehmen, dass die eine Summa- 
tionBvariable, und iwar a, eine „analytische Function" der andern b sei (cf. pag. 
48) — d. i. eine Function, die wir nns, wenigstens fOr alle in Betradbi kommenden 

Argument wertbe (287) oder im Bereich der Sninmationsvariabeln, eindeutig g^ben 
nnd durch einen algebraischen Aosdrack t^b) Torgestellt so denken haben. 

Nach doi (ebenda) in der Einleitung Nr. 28 gegebenen Erklärungen schliesst 
dieses die Vorraussetzung in sich, dass einem bestimmten Werth von h auch stets 
ein bestimmter Werth von o entspricht, dass also allfalligen gleichen Werthen 
von b niemals verschiedeue Werthe von o entsprechen dürfen. 

Sobald man nun einen solehen Aosdrack fp{b) construirt hat, der 
die Eigenschaft besitzt, dass wenn man für h die Werthe (287) ein- 
setzt und dabei alles übx^e an ihm unverändert lasst, derselbe, ansge- 
rechnet) beziehungsweise die Werthe (285) annehmen muss, sodass slso: 

(288) ^ (p(by) = (t^ , <p(h) =^ ff.,, . . . 9(ftJ a^f 

so ist die yerlangte Introdnction der Yariabehi vollzogen ^ indem man 
schreibt: 

(289) 8^.S,u^(,,. 

Mau sagt alsdann , mau habe die Summe, vermittelst der SubsiUuüiW 
a = g)(h) transformirt. 

Um übrigens das Ergebniss der bisherigen Betrachtung ganz zn 
übersehen, muss man bis jetzt die 6 Nummern (285) bis (289) in's 
Auge fassen, und empfiehlt es sich deshalb, dasselbe kürzer dahin m- 
sammenznfassen. Es ist: 

(290) - S Ua^ ' £ t/y(Ä, 

(assAi, «1, ... a^) {izsb,, ht, ,,, b^) 

unter den Bedinguiigeii (288). • 

Statt, wie hier noch, durch zwei Ausätze, lüsst das Theorem iu 
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der concisesten Weise und dennoch yollstandig, sich sogar in einem 
einzigen Ansätze aussprechen wie folgt: 

(291) • £ ^ 

f« = f (W, ... f C»,)) C* = *i, *»i ... *»l 

Als branchharste Form desselben ist aber folgende anzufdhren^ die 
allerdings eine weitere Bedingung als erfüllt voraussetzen muss. 

Die Bedingung nämlich, dass in (285) und (287) gleichen Wertben von a auch 
nie TerBohiedene Werthe von ( entsprechen. Wofern nor dieae» der Fall ist^ darf 
nach mngekelirt h als eine (im Gebiet der SnmmationMunpIitade) eiadeat^ ge« 
gebene Function von a betrachtet werden. 

Zur Darstellung dieser Abhängigkeit wird dann ein neues Functionsseichen 

erforderUcb sein, als welches wir hier das Zeichen tp~^ benutsen und schreiben 

wollen ; hssffT^ (a), weil dieses Zeichen aus hier nicht nfther aasugebenden Grfin- 

den dem Sachverständigen seine Entstehongsweise oder Bedeutung (als eine- „um- 
gekehrte" oder „inverse" Function von 9) schon in sich selbst zu erkennen gibt. 

Da nun die Function a= rpd) bereits einen analytischen Ausdruck besitzt, 
so lilsst sich erwarten, dass man durch die allgemeine Autlösung eben dieser 
Gleichung nach b in den .Stand gelangen wird, die Werthe von b wiederum ge- 
nerell durch die zugehörigen Werthe von a auszudrücken und so für die gedachte 

Function q>~^(a) ebenfalls einen analytischen Ausdruck zu bilden. 
Die& vorausgesetzt wird also sein: 

(292) ht-^-'M,h--9-'i(h)> 9»-^««), 

und darnach lasst sich nun die Introduction der neuen Yariabeln h ver- 
nuttelst der Substitution a » 9(2») in den gegebenen Summenausdruck 
in Gestalt der Gleichung darstellen: 

(293) 2; ««= Z 

[a=«,, a,] 10 - ,p- 1 („,) , ,p- 1 («,),... 1 («^)] 

worin wie gesagt die zwischen den beiden Functionen 9 und 9—^ be- 
stehende Beziehung: 

(294) — « oder h ^ g>-' {<pib)} 

schon als eine selbstYcrstandliehe mit eingesdilossen ist. 

In Worten; MtuM man in einer nach a genommenen Summe die 

Substitution a^q>{h)j so ist jedesmal: = g?-* (a,) der einem Werthe 

«r V071 a zugeordnete Werth von h. Nach dieser Regel aber werden 
sich namentlich auch die Grenzen der neuen Summe stets leicht er- * 
initteln lassen. 

Aufweiche Weise man nun Functionen construiren kann, die den Bedingun^^en 
(288) oder (292) genüge leisten, wird allerdings erst in höheren Theilcn der Ana- 
Ijsis gelehrt, und werden wir uns demnächst nur auf die wichtigsten Specialfölle 
beaehrBakoi. 

Anstatt swischen den beiden Variabein eine Besehung m der lPotma^tp(b) 
*aittunehxn6n, könnte man die Abhängigkeit beider Zahlen von einander noch all- 
gemeiner in folgender Weise aasgedrückt annehmen. Man kiinnte annehmen, dass 
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zwischen it und h eine ir^^endwie gestaltete Gleichung oder ein solches System von 
Gleichungen besteht, durch dcsKen Auflösung man einen derartigen Ausdruck 9 (^J 
fSr die Variable a za eilialten TermOchte. 

Setii man jedoeh swischen a nnd h anfs gerathewohl »gind eine Gleidumg ftit, 
80 wird man die Erfahrung machen, dasa dadurch der sn einem bestimmten Werth 
▼on a gehörige Werth von h im allgemeinen nodi keineew^ eindeuUg bestimmt ist 
— was doch die erste Bedingung dafür war, dass man ein vollkommen bcßtimmtes 
Introductionsverfahren erhalte. Selbst dann, wenn der Zusammenlian«:^ zwischen 
a und h in der Form (288'i oder (292) willkürlich angenommen wird, indem man 

für die eine der beiden Functionen qp, qp"~^ irgend einen Ausdruck vou unzwei- 
deutiger Ausrechuuugdweise wühlt, kuuu der Fall eintreten, dass dadurch die 
andere dieser beiden Fnnctionen nodi nicht nniweideniig bestimmt ist, und femer 
wird ee üch leiciht ereignen, dam die den gegebenen zugehörigen Werthe der 
neuen Yariabehi nicht alle innerhalb deqenigen Zahlengebietes an finden nnii, 
auf welchem m!in wünsch^ oder angewiesen ist, sich zu bewegen. 

in Anbetracht, dass zur Behandlung derartiger Fälle und zur BewältiguDg 
der dabei auftauchenden Schwierigkeiten die nöthigen Vorkenntnisse an dieser 
Stelle noch nicht vorausgesetzt werden dürfen, gehe ich hierauf nicht näher ein. 

Ich werde vielmehr das Problem in seiner vollen Allgemeinheit 
nunmehr ganz verlassen, und mich auf die Fälle beschränken, wo die 
Werthe der beiden Variabelu je eine Seguens von natürUche» ZoMm 
bilden. 

Für die eine der beiden Variabelu könnte diese Annahme sogar 
unbeschadet der Allgemeinheit stets gemacht werden. Denn geiinn 
der identischen. Gleichung: 

(295) ^ r tta='^5;"i4»^ 

(n T, , rt, . ... <i„] /• — 1 

lasst sich in der That die Amplitude einer jeden Summe auf eine der- 
artige (erst noch mit einer bestimmten Zahl, wie 1, beginnende) Se- 
quenz zurückführen. 

Wenn dagegen eine ähnliche Annahme gleichzeitig auch in Bezug 
auf die andere Variable m Grunde gelegt wird, so inyolvirt dies eine 
wirkliche Beschränkung. - 

§. 100. Fortsetzung. Die wichtigsten. Speoialfälle. 

Wenn nun die Werthe der Summationsyariabehi a eine Sequeni 
von natOrlichen Zahlen bilden, und ebenso die Werthenreihe der Vir 
nabeln so können wir, da es auf die Reihenfolge dieser Wertbe 
nicht ankommt, z. B. annehmen, dass sie beidemal aufsteigend durdi- 
laufen werden, nnd dass bei dieser Anordnung die gleichvielten Wertiie 
von a und h einander zugeordnet seien. 

Alsdann muss der Unterschied je zweier zugeordneten Werthe von 
a und h constant und gleich dem der unteren Bummengrenzeu sein* 
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Denn sind a und h zwei bestimmte einander correspondirende Warthe, 
so sind 68 auch a + 1 2» + 1, aodasB in der That^ wenn a > ft: 

oder im entgegengesetzten Falle: 

[b + 1) — (a + 1)==: 6 — a 

ist. Nennen wir diesen Unterschied nun d, so ist im ersten F<a11e: 
a = b -\- d, im zweiten: a « 5 — d\ und zwar gilt dieses währenA d 
sich gleichbleibt, für je zwei zugeordnete Werthe von a und 6, da, 
wenn die Gleichung nur fQr zwei bestimmte Werthe erfüllt ist^ sie auch 
für die nächstfolgenden Werthe richtig bleiben muss. 

Beide Fälle lassen sich gleichzeitig abhandeln, indem man schreibt: 

(296) a^h±d, b^a^d. 

Waren iiuu ^ und q die Grenzen der nach a genoinmeneu Summe 
E Uaj so werden p 4^ (/ und q -f d die zugehörigen Grenzen der nach 
h zu nehmenden Summe sein, und ausserdem u« durch die Substitution 
übergehen inu^ + tf, daher wird: 

(297) ^t^-^«*+-, 

worin entweder durchweg die oberen oder durchweg die unteren Zeichen 
zu nehmen sind. Dieses ist aber die verlangte Transformation der 
linkerhand stehenden Summe Tcrmittelst der Substitution (296). 

Lasst man die oberen Zeidien gelten, so wird die Amplitude der 
gegebenen Summe durch die Substitution in der Zahlenreihe rückwärts 
geschoben; nimmt man die unteren, so wird sie in die Höhe gerückt, 
während das Intervall stets sich gleich bleibt. 

Beispiele: 

175 TO ISO 

Sehr oft empfiehlt sich auch die Substitution: 

(298) a^s—b, b^s — a, 

bei welcher anstatt wie vorhin die Differenz, so jetzt die Summe : 

a -f- & 

der beiden Variabehi einer Oonstanten gleichgesetzt ist. 
Die Auwendung dieser Substitution gibt: 



(299) ^'Ua = 2} 

wobei diesmal die untere Grenze rechterhaud^der oberen links (und 
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umgekehrt) entspricbi Da 8 — p > ^ — wenn p <. so wird 
durch eine derartige Substitution namentlich stets bewirkt, dass die 

ursprüngliche Reihenfolge der Glieder sich umkehrt — ■ wofern mau nur 
die neue Variable ihre Werthenreihe nicht etwa absteigend durchlaufen 
lassen will. 

Als besondrer Fall ist die Annahme: s^p-{-q zu erwähnen, 
dufch welche sich: 



(300) Ua = Up + q-l, 

P P 

ergibt — eine Sabaiatntion, welche dadurch bemerkenswerth erscheint, 
dass Amplitude und Grenzen der Sunune durch sie ganz unverändert 

gelassen werden. Dagegen bewirkt diese Snbstitntion natürlich aber- 
mals eine Vertauschung des ersten Gliedes mit dem letzten, sowie je 
der von diesen beiden gleich weit abstehenden Glieder. 
Die beiden Schemata: 



(301) ^t*««^«*«-a und ^«« = ^M,4.i^a 



stellen Beispiele zu dem vorstehenden Theoreme vor, welche von der 
häufigsten Anwendung sind. Es ist dabei zu bemerken, dass in der 
That nichts im Wege steht, nach vollzogener Substitution die neue 
Variable wieder mit dem Namen der alten zu benennen. 

Durch eine nach dem Vorbild von (297) oder (299) ausgeführte 
Substitution lässt sich insbesondere stets bewirken, dass die eine Grenze 
einer gegebenen Summe einen beliebig gegebenen Werth habe. 

Soll zum Ezempel die untere Grenze der in jenen Gleichungen 
zum Ausgangspunkt genommenen Summe den Werth m erhalten, so 
bestimme man in (297) die Zahl d so, dass dem Werthe a = |) der 
Werth & » ffi entspricht, dass also: ji « m + «2 wird. Hieraas be- 
stimmt sich: 

i{ s|) — j», wenn |> > m, 
und (7 » m — j), wenn p < m. 

• * 

Im ersten Falle ergibt, sich also: 

(302) • 2^^^ 2' ^l' + P-m, 

P IM . • , 

und genau dasselbe erhalt man auch im zweiten J'alle. 

Aehnlich kann die Summe auch auf die obere Grenze n gebradit 
werden nach dem Schema: 



(303) 2« 



4^' 



W6 + J- !»• 
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Speciell möge noch die Reductiou auf die untere Grenze 0 oder 1 uu- 
geführt werden: 

(304) 2 tla « ^ Ua+p = ^ Va+p-l- 

p 1 

lliezu, wie zu allen Formeln dieses Paragraphen, ist es leicht, die 
Probe für die Richtigkeit (derselben) zu machen. — 

Um durch ein Beispiel den Nutzen der vorani^ehenden 'J'heoreme zu 
illustrireii, will ich eine liäufi^^ ainvmdbare Keductiun in der symbolisch 
abgekürzten Bezeiclinuiig durchiiiliren. Olme dass man nüthig hätte, 
irgend einen der Summenausdrücke ausführlich entwickelt (interpretirtj 
hinzuschreiben, kann man den in folgender Gleichung links stehenden 
AuBdruek nach dem Vorbild dieser Gleichung vereinfachen: 

(305) ^«<a — ^Wji + a-«^«». 

Nimmt man in der That mit dem ersten Summenausdruck nach § 97. 
eine Zerlegung der Grenzen vor, und macht im zweiten die Substita- 
tion p -\- ai^b, so geht die linke Seite über inj 

und hebt sich nun die letzte gegen die vorletzte dieser Summen fori 
Auf ähnliche Weise ergibt sich: 

(306) 2 + 2 -2? + ^ -5 **^+*'' 

p+a p—l p+q 

(307) + — a? ^M« + («-f y)^««, 
und dergl. mehr. — 

f 101. BtstrilmtiTe Biffonseliaft des Suinmatlonssymbols. Addition und 

Bubtraotion von Sununenausdraoken. 

Gehen wir nun sn den Untersuchungen über, bei welchen von 
vornherein mehrere Summenausdrficke in Betracht zu ziehen sind, so 
begegnen wir zuerst dem Satze: 

Summen van einerlei Amplitude Jwwnen durch AddiHon oder Sub- 
kacHcn iferein^ loerden, indem man ihre dUgemeinen GUeder, muhdem 
m äUen die StmmaU<msvariable iiberemsHmmend hegeichnet worden isi, 
entsprechend vereinigt, tmd das Ergdmiss Uber das gemeinsdMßuAe 
Bereich von Werlhen smmirL 




( 
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In Zeichen: 

> 

(308) ^Ua + ^Vt + ^^W,+ ''*^^a(Ua + Va + Wa + -'-) 



(309) 



Umgekehrt aiisgesprocheu heissi dies: Die Operation mit dem Summen- 
zeichen ist distributiv. Statt einem ganzen Aggregate kann man dai 
Summenzeichen auch jedem einzelnen Gliede desselben vorsetzen. 

Der Beweis der Theoreme (308) und (309) eigibt sich leicht durch 
Interpretation der beiderseitigen Ausdrücke. 

Schreibt man z. B. in (308) di<) 8acce8Bi?en Glieder des rechter 
Hand stehenden Ausdruckes untereinander, so eigibt sich die linke 
Seite, indem man statt der Zeilen zuerst die Golonnen snmmirt u. s. w. 

Zum Ezempel ist: 

(310) ^{X + Ua)^{SL-p+\)X + ^Ua. 

P P 

Etwas allgemeiner noch als (308) und (309) erscheint folgendes 
Theorem, welches sich auf den Fall bezieht, wo aus den Summen von 
übereinstimmender Amplitude durch IMultipIication mit constanten Zahlen 
und Addition oder Subtraction irgend ein Aggregat gebildet ist: 

(311) X ^Ua + y^V,, + Z^Wc'\-'''^^(ißUa + yVa+ZiOa+''-)t 

p p p p 

und worin auch — y i\ix -\-y sowie — für 4: ^> • • * beiderseits ge- 
sehrieben werden dürfte. — 

Sind die Grenzen bei den additiv oder subtractiv zu vereinigenden 
Summen versehiedm, so lasst sich ein so einfiacher Sats wie der vor 
siehende nicht anwenden. Doch kann man wenigstens durch passende 
Substitutionen dann inunerhin bewirken^ dass sammtliche Summen mit 
einem bestimmten WerÜi ihrer Variabeln, z. 6. mit ihrer unteren 
Grenze übereinstimmen. Durch geeignete Zerlegung der Grenzen kann 
man ferner von jeder Sunune einen Theil absondern, der bei allen das 
gleiche Intervall besitzt, z. B. das n&mliche Intervall wie die mit dem 
kleinsten Intervall bedachte von den gegebenen Summen. Es kann 
nun mitunter Yortheile gewähren, wenn man endlich die so abgeson- 
derten Theilsummen nach dem Vorbild von (311) vereinigt. 

Als Exempel bei denen das Theorem des gegenwärtigen Para- 
graphen (zugleich mit früheren Theoremen) zur Anwendung kommt, 
will ich die folgenden anführen; welche zugleich Schemata 2u häufig 
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erforderliclien UnafofinimgsprocesBeii abgeben, immerliin also eelbet noch 
Ton siemlicher Allgemeinheit sind. 

^enn { > i> angenommen wird, so ist: 



V - 1 

(312) 2(w« + t — — -«p, 

p 

and insbesondere auch: 



(313) 



^ (m„+i — ».) — «.+ , — «„ 

I • II 

^ («a+I — «•) — ^ («» — ««- l) — — «0- 



Denn durch Anwendung des Theorems (309) und AusfÜhnmg einer 
leicht zu ersehenden Substitution in der Minuendensmnme endlich An- 
Wendung von (280) wird die linke Seite der Gleichung (312): 

;» «6 — 2 — *^ + ^2 — ^ ~ 

p + i p p+i p + i 

wo nun die beiden Summen rechte sich herausheben. 
Ebenso ist noch allgemeiner: 

{Ua + A — «.) — ^ tf«, 

p /T* j» 

ein Ausdruck, der f&r den Fall p + h <^ q, noch einer weiteren 
Reducijon fähig ist, nämlich: 

(314) ^ («a+A — n») —2 M» — 2 
Unter derselben Voraussetsung ergibt sich auch: 

(315) ^(xUa+k + yVa)^X^ Ua + {x + y) ^ Ua + y ^ Ua, 

Z.B.: ' 




(317) 



etc. 



Nach (300) und (311) ist ferner: 

^ {XUa + yU^ + ,-a) = (X + y) Ua, 

p p 
^ — + = 0, 
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I 



% lös. Dopp«l*iiiiiiiian mit nnabliangigea Qrenaaiu 

Oft küüimt es vor, dasy das sillgenieine (ilied eines Siimmenaus- 
druckes selbst eine Summe ist und deren fillgemeines Glied wiederum, 
und so fort. Je öfter dies der Fall ist, um so grosser wird die durch 
Anwendung der Sunnuenzeichen erzielte Ersparniss sein. Der ganze 
dergestalt symbolisch dargestellte Ausdruck heisst alsdann eine 9)iehr- 
facJie Summe. Und zwar: wenn das allgemeine Glied eines Summen - 
ausdruckes nur eine einfaclie Summe ist^ so heisst derselbe eine Doppcl- 
summe; durch abermieUige Summation einer Doppekamme entsteht die, 
dreifache Summe u. B. w. 

Wir betrachten zunächst nur Doppelsummen, deren Grenzen (und 
Variabelo) yon einander* unabhängig sind. £ine solche ist & B. 

p \ r ' 

doch braucht hiebei die als allgemeines Glied der ersten auftretende 
zweite Summe keineswegs in Klammer eingeschlossen zu bleiben, da 
man diese doch nicht anders als so gesetzt denken kann. Eine Ein- 
Uammerung der beiden Summenzeichen mit AusschHessung des GUedes 
«a, » wfirde keinen Sinn darbieten und kann man ebenso auch bei 
einer mehrfachen Summe die yerschiedenen Summationen nicht anders 
als rückat^reitend ausgelQhrt yerstehen, weshalb es denn überflfissig 
erscheint, diese Anordnung der Summattonsprocesse mittelst eigener 
Klammem Oberhaupt anzudeuten. 

Für die gedachten Doppelsummen gilt nun der durch die Gleichung 
darstellbare Satz: * 

(318) 5 <S » = 5 5 

P r r }> 

welcher aussagt, dass die Iteihcnfolyc der hridm zwif^clien constanien 
Grenzen genommenen Summationrn auch umgekehrt ir erden darf. 

Zum Beweise des Satzes int<'rj)retire man das erste Suramenzeicbeii 
linkerhaud und wende das Theorem (308) auj dadurch geht die \mk^ 
Seite über in: 

^«i».*+^«j»+i.ftH f-^%*-»^(«j»,*+«p+i.»H h%»)» 

r r ^ r r 

und wenn nun hierin die Beihe rechterhand vermittelst des Summen- 
Zeichens wieder symbolisch zusammengefasst wird, so erhält man richtig 
die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung. 

Vollständig interpretirt stellt obige Doppelsumme den Ausdruck dar: 
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^pr +«p.r + l H t-<«F.. + 

+ • • • 

+ W,.r + l H h 

der^ geometriseli betrachtet, die Fläche eines Rechteckes ansfEIIlt, wenn 
die Glieder in die Felder, etwa von carrirtem Papiere, ordnungsmässig 
eingetragen werden. Ifan wird hieraus von neuem die linke oder die 
rechte Seite der Gleicfanng (318) erhalten, je nachdem man erst die 
Zeilen oder erst die Golonnen symbolisch mittelst Sommemseichen zn- 
sammenfasst 

Auch wenn heliehig viele Sumraationeii (nach von einander unab- 
hängigen Variabein) zwi.sciicii coii.stanten (irenzeii nacheinander aus- 
zuführen sind, wird nun die lieiheuiolge dieser iSummationen überhaupt 
gleichgültig sein. 

Zunächst erkennt man nämlich, dass von den aufeinanderfolgenden 
Summenzeichen irrfnul zwei henachhaiie (in ihrer Verbindung mit der 
zugehörigen Varial>L*lii und Ainjditude) vertauscht werden dürfen. Denn 
wenn man sich die denselben vorhergehenden Summenzeichen hinweg- 
denkt [was darauf hinauskommt, dass mau den Ausdruck, der das all- 
gemeine Glied dieser letzteren bildet^ für sich betrachtet], und wenn man 
zudem beachtet, dass auch der ganze auf die genannten beiden Summen- 
zeichen folgende Ausdruck lediglich das allgemeine Glied dieser Doppel- 
samme vorstellt; so offenbdH sich, dass das Theorem (318) auf eben 
diese Doppebumme anwendbar ist, und kann man die übrigen Sunmien- 
zeichen, von denen rorhin abetrahirt wurde , hernach wieder vorange- 
setzt denken. Die Yertauschbarkeit je zweier benachbarten Zeichen 
hat aber, wie schon bei yerschiedenen Gelegenheiten (§ 10 und § 22, YU) 
nachgewiesen wurde , zur nothwendigen Folge, dass auch der ganzen 
Reihe dieser Zeichen eine beliebige Anordnung ertheilt werden kann. 

JExempel: Durcli Benutzung zweier Summenzeichen lässt das Theo- 
rem (311) sich am allgemeinsten und elegantesten wie folgt ausdrücken: 

(319) ^«<a, Xg Mg, ft. 

X . P J» l 

\ los. Mnltiplioatioa und Factorenserlegfung ▼cm Summenausdiüokflii. 

Es kann nunmehr ein wichtiger Satz angegeben werden, der sich 
auf die ^InUipUcation von irgend welchen Summenausdrücken bezieht. 

Bevor man eine solche unternimmt, muss bei einer jeden Summe 
Sorge getragen werden, dass der Name ihrer Yariabeln in keinem der 
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tlbrigen SnmmeiisnBcIrneke irgendwie Torkomme, zn welchem Zwecke 

eventuell eine Abänderung dieses Namens vorzunehmen sein wird. 
Alsdann aber gilt das Theorem: 

Um das Produd beliebig vieler Summenausdrücke eu bilden ^ darf 
num die allgemeinen Glieder derselben mit einander muUipUciren ftnd 
vor dieses Produd die sämmtUchen Summeneeichen mü den eu ihm 
gMrigen Oreneen in einer hdi^ngen Ordnung sehreiben. 

Inabesomdre ist ftr zwei Factoren: 

und ist der Beweis dieser Gleichung leicht wie folgt zu führen. 

Indem man erst die zweite Summe als eine einzige Zahl x be- 
inushtei und das Theorem (284) «nwendet, geht die linke Sdte ftber 

in den Ausdruck: ^ jua ^l>Vb |i welcher nach (283) gleich 

mithin der rechten Seite von (320) äquivalent ist, q. e. d. 

Da bei diesem Beweise von dem Commutationsgesetze kein Ge- 
brauch gemacht wurde, vielmehr derselbe ganz auf den beiden Distri- 
bution sgesetzen beruht, so gilt in der angegebenen Form (320) der 
Satz auch für nichtcommutafive ^lu[tii>]icRi\oneii] nur freilich winl man 
dann in dieser Gleichung weder rechts die Factoren iia, Va, noch links 
die ganzen Summenausdrücke einseitig vertauschen dürfen. 

Von zwei Factoren ist der Satz leicht auf beliebig viele auszu- 
dehnen (durch SehluBS Ton n auf ti 1). Ffir solche spricht ihn etwa 
die Gleichung ans: 



(321) 



und gilt diese Gleichung sowie der angeführte Satz auch wieder für 
nicht oonunntatiTe MnltipUcatiinteo^ .wofSeme dabei nur die allgemeioeo 
Glieder stets genau in derselben Ordnung belassen resp. mulÜplidit 
werden, wie die Summenansdrficke, In denen sie Torkommen. 

Bemerkenswerth ist es, dass in ^821) auch *8ammfliche Klammen 
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weggelassen werden dürfen, wie mau durch Anwendung der Formel 
(284) mit Leichtigkeit erkennt. 

Durch Vermittlung von (295) ist femer leicht einzusehen, dass 
das Theorem dieses Paragraphen wieder unverändert gültig bleibt, 
wenn die als Amplitude der Summenausdrücke auftretenden VV'erthen- 
reihen von ganz beliebiger Natur sind. 

In Gestalt der Gleichung (321) leistet dieses Theorem die in § 18. 
nicht mehr angegebene Erweiterung des vollen Distributionsgesetzes 
auf mehr als zwei Factoren ; es lehrt beliebig viele Summen auf einmal 
auszumultipliciren. 

Umgekehrt kann dasselbe dazu angewendet werden, eine gewisse 
Art von mehrfachen Summen in ein Product von lauter einfachen 
Summen zu zerlegen, und zwar wäre es zu dem £nde etwa wie folgt 
in Worte zu fassen: 

Wenn sich das allgemeine Glied eine)- mehrfachen Summe mit lauter 
Constanten Grenzen in Factoren derart zerlegen lässf, dass ein jeder vm 
i)men die in den andern vorkommenden Summationsvariaheln gar nicht 
enthält, so zerfallt die ganze Summe in ein Product von lauter ein- 
fachen Summen j welche erhalten werden, indem man jeneti Factoren 
je das auf ihre Variable bezügliche Summenzeichen vor ansetzt. — 

§ 104. DoppelBummen mit abhängigen Orenzen. 
Soll ein Summenausdruck: 



s 

p 

eine Doppelsumme sein, so rauss, wie wir ausgemacht haben, das all- 
gemeine Glied desselben selbst ein Summeuausdruck sein, also in der 
Form erscheinen: 



In dem letzten Ausdrucke rechterhand muss jedoch — woferne nicht 
ein durch die Gleichung (272) bereits längst erledigter Specialfall 
vorliegen soll — ausser der Summationsvariaheln b auch die a vor- 
kommen. 

Die Annahme, dass der Buchstabe a auch in dem Namen der 
Summationsvariaheln, welche hier durch b vertreten sind, selber vor- 
käme, kann unbeschadet der Allgemeinheit ausgeschlossen bleiben, da 
nach (271) wegen der Gleichgültigkeit des Namens der Summations- 
variaheln sich einer jeden stets ein einfacher Buchstabe als Name 
ertheilen lässt. 
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Es' bleiben demnach nur die beiden Möglichkeiten, dass erstens a 
in dem Ausdrucke des allgemeinen Gliedes Vt Yorkomme, oder zweitens, 
dass die beiden Grenzen r oder s nicht feste, sondern you a abhän- 
gige Werthe haben. Am umfassendsten wird die Annahme sein, dass 
beides zugleich stattfinden könne, und werden wir deshalb, um die 
CYentuelle Abhängigkeit der Zahlen: 

Yon der Variabein a siebtbar zu macheu, die Namen derselben durch 
resp. 

ersetzen. 

Auf diese Weise erhalten wir den Ausdruck: 



q *a 

(322) 5«^^ 



als den allgemeinsten Typus einer Doppelsumme — nämlich einer 
solchen mit CYentnell ahhängigm (oder „Ycränderlichen") Grenzen. 

Der besondre Fall, wo r« sowohl als Sa bezOglich a constant sind, 
ist in den beiden Yorigen Paragraphen bereits betrachtet worden; auf' 
den, wo nur die Grenzen abhängig sind, d. h. wo das allgemeine 
Gli^ Ua.b^v^ die erste Variable a gar nicht enthält, werden w 
bei späteren Beispielen näher einzugehen haben. 

§ 106. InstruotiYe Sxempel. 

Zur Bildung von Doppelsummeu können wir schon Veranlassung 
in früheren Beispielen linden. Namentlich lüsst in dieser W&ise das 
allgemeine Schema (279) für die Zerlegung der Grenzen sich nuu 
kürzer darstellen. Nach Wcglassunf^ der beiden äussersten Terme 
nämlich kann mau jetzt die mittleren (der ersten Zeile) wie folgt zu- 
sammenfassen: 



und ebenso in der zweiten Zeile: 

wobei uns nunmehr die linkerhaud stehende Summe auch als Keprä- 
B^tant einer ganz beliebigen zwischen irgend welchen Grenzen ge* 
nommenen Summe gelten kann. Es änden jedoch zwischen die Greo- 
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zen z. B, dieser letzteren Summe, welche heissen r^ -{- \ und r«, nur 

n — 2 Werthe: r.^, r.,, . . . r„ _ i sieh einj^eschaltet, wodurch das Inter- 
Tall in nur w — 1 Mnterabtlieilungen zerlegt wird; als allgemeines 
Schema für den Gebrauch wird es aber sich empfehlen, eine Formel 
aufzustellen, bei welcher (durch Kinsclialtung von n — 1 Zwischenwer- 
then) eine Zerlegung in w Theilinf t'ivalli' bewirkt wird. Wir werden 
desshalb in einer der beiden vorstehenden Formeln n -f" ^ statt n 
setzen, jedoch zugleich die sämmÜichen IndiceS der Urösseu r noch um 
1 erniedrigen. 

Alftdftnn entsieM: 

(328) 2«»-2' 2r""=w 2° ««' 

(324) ^«a->/ ^ t«.-2?^t*«, 

WO die letzten Ausdrflcke dnreh die Substitatioii h^e-}-! aus den 
Torangeh'enden hervorgegangen sind. 

Besonderes Interesse bietet die Annahme, dass in der letzten For- 
mel die Grössen r„ , r, , . . . säramtlich Vielfache einer constauten 
Zahl r seien, nämlich dass: 

r„ = 0, r, = r, r.^ = 2r, . . « er, • • r, nr 

sei. In diesem Falle ergieht sich: 

nr n — I (<- + n »• 

(886) ^«.- V 2 

1 ü er + t 

oder, wenn man in der letzten Summe die Substitution a » rc -|- 6 
maehi: 

(326) 2""+^ 

l Ol 

Da nun die Grenzen auch der zweiten Summe hiedurch eonstant ge- 
worden sind, so kaftn nach § 102. die Ordnung der beiden Summa- 
ttonen nunmehr umgekehrt werden, und folgt: 

nr 'r «1 

(327) . ^l«.-2^««cr + , 

— eine sehr nützliche Formel. Durch Interpretation der letzten Summe: 

n — l 

erkennt man, dass nach dieser Formel jeweils diejenigen Glieder zu- 

Sckrftder, Ldirtaeli d. ArilluB. «. Algabn. I. 81 
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sammetigefasst werden, deren Indioee, dnrch die (beliebige) Zahl r ge- 

theilt, den nämlichen Rest (h) lassen. 

Nimmt man beispielsweise r=2 an und interpretirt die erste Summe 
rechterhaud, sq folgt aus (327): 

in «-- 1 n — 1 

1^ ü 0 

% 

oder, e^h — 1 gesetzt: 

(328) N Wa = «2* - . 4- ^* M26. 

1 JT 1 

Es lehrt diese Formel , wie in einer beliebigen Summe die gerad- 
stelligen und die uiigoradstelligen Glieder zu sondern (und dann ge- 
trennt zu vereinigen) sind. Die obere Grenze der betrachteteu Summe 
ist allerdings hier von der Form 2n (eine gerade Zahl) und die 
untere 1; ist jedoch die untere Grenze der gegebenen Summe etwa 0 
oder die obere von der Form 2n -|- 1 (eine ungerade Zahl), so kann 
der Fall leicht durch Absonderimg des ersten resp. letzten Gliedes sacb 
(280) auf den vorstehenden znrfickgefahrt^ und darnach das abgeson- 
derte Glied sofort mit der einen der beiden Summen rechterhand 
wieder yerschmolaen werden. 

§ 106. Vertauachung der Summationsfolge. 

Wir gelangt jetzt zu dem' schwierigsten i^ber auch wichtigsten 
Theile der hier vorgetragenen Theorie, nSmlich zu der Unteisachimg 
der Frage, auf welche Weise bei Doppelsmnmen mit abMngigen Gren- 
zen die Beihenfolge der beiden Snmmationen umzukehren sei. Welche 
Werthe wird h in dem Sammenansdmek (322) überhaupt annehmen 
können, und welches sind ftlr jeden dieser Werthe von h diejenigen 
von welche mit ihm verknüpft vorkommen? 

Selbstverständlich wird diese Frage in jedem «besonderen Falle sicli 
dadurch beantworten lassen, dass man die Doppelsumme (322) völlig 
interpretirt hinschreibt, hierauf diejenigen Glieder zusammensucht, in 
welchen die zweite Variable den kleinsten der ihr zukommenden Werthe 
besitzt, indem man sodann die Glieder mit dem zweitkleinsten Werth 
dieser Variabel n zusammenfasst, u. s. f. bis znm grössten noch vor- 
kommenden Werthe. Auf diesem Wege die ganze Summe nach der 
Grösse des Werthes der in jedem Glied angemerkten zweiten VariabelB 
^iBI^OTdnen kann keine Schwierigkeiten bieten« 

^^%iJi es handelt sich eben damm^ dieses gleichwohl in der Begd 
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sehr mühsame Geschäft gewissermassen ein für alle iiml auszuführen, 
oder durch Aufbteilung allgemeiner Schemata für die Zukuuft zu 
ersparen. ' 

Die Wierthe, welche h überhaupt auuehmeu kauo^ sind oÜeiTbar 
die folgenden: 

{ + 1, +2, •••i^, 

*p + i» *V+i + ^» »p+i + 2, • • • «p + i, 



(329) 



y f„ r, + 1, + 2, . "S^, 

Ist Yh der kleinste, und der grösste Ton diesen WerÜheni oder 
was auf dasselbe hinauskommt^ ron den Werthen: 

(330^ ' l'V. »•. + .. »>+..• ••»•„ 

l «#» ^+>j ^+». ••■«>> 
M würd also 8 in der Form darstellbar a«in: 

(331) . S-2^>W„ 

worin (für einen bestimmten der dem h zu ertheilenden W arthe) 
die Summe aller der Glieder u„j, des entwickelten Summenausdrucks 
' 322) vorstellt, in welchen — wälirend a einen der W erthe von p bis 
q besitzt — der zweite Index durchweg einen {gleichen und zwar eben 
den bestimmten Werth b hat. Wir können daher, um auch dies noch 
zum Ausdruck zu bringen, schreiben: 

(332) Fi — 

wo nun die Snmme nach a auszudehnen sein wird über alle zulässigen 
(d. h. dem Intervalle p bis q angehörenden) Werthe von a (aus dem 
Gebiet der natürlichen Zahlen), weldie die Eigenschaft haben, dass 
das TorHegende bestimmte & in das Intervall bis Sa (incl.) hinein- 
fSnt — über diejenigen Werthe von a also, fOr welche irgend eine 
der Zahlen 

ra, l'a -\- 1 , l\, + 2, . • • Sa — 1, Sa 

gleicfi h, m. a. W. eine der Gleichungen: 

(338) -= 6, t« + l -= 6, r« + 2 « «», . . 5« — 1 — 6,Sa »= & 
erfüllt wird. 

In einem vorliegenden besonderen Falle wird es nur jedesmal 
fraglich sein, ob die Summe dieser Glieder auch wirklich eines ge- 
meinsamen Ausdruckes . fähig ist und ob nicht vielmehr auch die 
Form der Beslammungsgleichungen fOr die Amplitude oder Grenzen 

21* . 
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der nach 9 zn nehinendeii Summe (332) mit dem Wer&e yon h selbst 
sich ändern wird. In der Thai zeigt sich die letsfere gewöhnlich too 

h in der Art abhängig, dass höchstens für gewisse Gruppen von 

• We^then b ein gemeinsames Bil(luugs<i;esetz von W f, erkennbar ist, 
und man demgemäss auch die erste nach h zu nehmende Summe (331) 
in mehrere Theilsummen zu zerfälleu genöthigt ist. 

Allgemein mögen wir immerhin das Ergebniss unsrer bisherigen 
Betrachtung noch einmal dahin zusammenfassen^ dass wir symbolisch 
schreiben : 

g *a *ff 

(334) 2: S''^'^^ ^ 

worin rt den kleinsten, den grössten unter den Werthen (330) vor- 
stellt und die 27« rechts jeweils auszudehnen ist über diejenigen Werthe 
von a, welche' flberhaupt nor eine von den Gleichungen (333) — oder, 
noch besser gesagt welche die Ungleichungen: 

(835) ' r,. <6£s«, P <a^Q 

gleichzeitig- — befriedigen. 

Ist aber einmal für ein bestimmtes b gar keine solche „Wurzel" 
a vorhanden, so wird das diesem Werthe b entsprechende Glied [der 
2 rechts in (334)J gänzlich fehlen. Dies muss z. B. — bei der An- 
nahme, dass die Werthe (329) eine zunehmende Reihe bilden — in 
dem" Falle, wo der Werth einer oberen Grenze noch kleiner ist als 
derjenige der unmittelbar darauf folgenden unteren Grenze Tx^u io 
der That eintreten hei aUen h, welche zwischen jener oberen und 
dieser unteren Grenze liegen. 

Der Umstand nun, dass es sich hei der Torliegenden Aufgajbie 
darum handelt, Ton einer ganzen Reihe Ton Gleichungen wie (333) 
erst diejenigen ausfindig zu machen, welche eine „Wurzel*' iaSbex 
können [welches mit sich bringt, dass dann die übrigen von diesen 
Gleichungen (durch dieselben) nicht erfiillbar sind und somit deren 
Auflösung vergeblich versucht werden musste] — m. a. W. der Um- 
stand, dass es dabei eigentlich darauf ankommt, zusammenbestehende 
Ungleichungen {?)^b] sozusagen aufzulösen^' — bedingt die eigenthüm- 
lichen Sciiwierigkeiten dieser Aufgabe. 

Und weiter lässt sich darum auch im allgemeinen die Untersuchung 
nicht mehr führen. — 

§. 107. S'ortsetBims. Die wiohtigaten .SpeoialfSUle. 

Die Aufgabe des vorigen Paragraphen bestand in der Foxderaog, 
dass bei dem Summenausdrucke (322): 
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in welchem ein für allemal q > |) > 0 voransgesetsst -sein möge, die 
Keihen folge der beiden Summationen umgekehrt werde. 

Ich will diese Aufgabe nun im Detail für einen immerhin noch 
sehr allgemeinen Specialfall lösen, der die einfachsten Annahmen, 
welche in Bezug auf die Greuzfunctionen und -s« überhaupt gemacht 
werden können, sämmtlich umfassen wird. Ich meine den Fall, wo 
diese beiden Grenzen sogenannte „lineare'' Functionen von a, d. h. 
dadurch entstanden sind, dass a sich mit coustanten Zahlen nur mittelst 
MultiplicatioiL und Addition oder Subtractiou yerknüpft findet. 

Es werden dann — wie leicht nachgewiesen werden könnte — 
«0 und Ta sich in einer der Formen: 

resp. r^a + riy r„a— r,, r, — ro» 

dargestellt annehmen lassen, worin s^, r^, r, von a unabhängige 
Constante aus dem Gebiet der natürlichen Zahlen reprasentiren, für 
deren einige auch — damit alle Fälle möglichst zusammen gefasst er- 
scheinen — der Werth 0 zugelassen werden muss. Da hiernach gleich- 
wohl noch eine Mannigfaltigkeit von 3 . 3 « 9 verschiedenen Fällen 
zu erwarten steht, so müssen wir suchen^ die einen Ton diesen apf 
die andern und letztere auf die einfiichsten f^le zurückzuführen 

i YorbehaliUch jedoch der Bücksicht darauf^ dass yon den verschiedenen 
Füllen gleich einfachen Charakters sich der allgemeinste am meisten 
zur Behandlung empfehlen wird. 

Auf diese Weise lässt sich in der Tfaat eine ansehnliche Reihe 

I von Formeln gewinnen, die hauptsächlich 0um Naii^ii8(Magen geeignet 
und sehr bequem sein werden. Ich schreite nunmehr dazu, dieselben 
wirklich aufzufttcljen. * 

Eine Annahme, die zunächst zur Vereinttichung des Problenies 
dient, ist die, dass die eine der beiden Grenzen der zweiten iSumme 
constant sei. 

Es kann diese Annahme stets ohne Beeinträchtigung der Allge- 
meinheit gemacht i^'crden. Denn verstehen wir unter s eine beliebige 
^ahl, welche nur grösser ist als der grösste Werth, den Sa oder über- 
I iiaupt h in dem ganzen Summenausdruck annehmen kaun^ so darf: 

Q q s q « 

! (336) ^ 2* «^,6 — 2 ^ Wo,* — 2'^^ 

I gmchrieben werden, indem nach (309) die linke Seite in den Ausdruck: 
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und dieser nach (278) in die rechte Seite übergeht. 

Ebenso kann man sich im allgemeinen eine eonstante ZaU f 
denken, di^ noch kleiner ist als der kleinste der dem ra oder fiber- 
hanpt dem h in nnserm Srnnmenaosdrack ankommenden Warthe, uiicl 
seigt alsdann das Schema: 

q *rt q 'a q •— 1 

(337) 2 ^*Wa.* = ^ ^^«o.* — 2 ^WM; 

p r„ P ' P r 

wie mau abermals au|' die obige Annahme recurriren kann. Nur dann 
allerdings, wenn auch einmal den Werth 0 annimmt, wird die An- 
wendung des letzteren Schema's uuthuulicli (dasselbe nämlich einer 
Modification bedürftig), und wird deshalb die ganze Lösung des 
Problems für alle möglichen seiner Fälle bequemer auf die Betrach- 
tung eines Summenaosdrucks mit constanter oberer Grenze zurficksufülh 
ren sein. 

Für die 6 bei der obigen Annahme noch übrig bleibenden FiDe 
lasst nun die Lösung der Aufgabe sich in folgenden (vier) Formehi 
zusammenfassen: 

2 2' ^2 ' 2 2 +22 

für p < f{, r,q — r, <; s. 
Desgleichen -[- > i statt — gesetzt. 

^o.* = ^* ^ u„,b + 2 2 2 

P r r p PTl ,„(,:_ 1)4- 4,4.1 « 

für p < q, r <::s^^p + s^. 
Desgleichen — statt + gesetzt*. 

^ 2^: = 2l 2j 2j + 2j 2j "*»• 

2 2 ^'^'^ 2 2 ^<^*+2 2 2^** 

P r r p 5 — 1 ,, + i_,^jc-|.i) ^ 

für |>< r 5 5i q. 
Die Herleitung dieser Formeln — sowohl die selbststandige als 
auch die TOn einer aus der andern — bildet den Gegenstand der 
beiden nächsten Paragraphen* 



(338) { 4 r..-r, 

(339) 



(340) 
(341) 

(342) 



7 *oO + *i 



(343) 
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Indem ich mir Torbehalte, diese Fofmeln hernach systematisch 
weiter zn specialishren sowohl ab sa geneialisiren, begnflge ich mich 
hier nur die folgenden als beeonders interessante Exemplificationen zu 
(340) heryorznheben: 

(344) ^ = ^ . ^ 

(345) ^ JSI ua,t — ^ «ff^»«-l + ^ ^ »«.»c. 

(346) ^ 2f ^^'^'i + } + - ^ 



(347) >/«^,-2? ^ 2 + 2 2«*... 

§. 108. Selbstständige Herleitung der Hauptformeln. 

Ah Gnmdlage (beziehungsweise als Schema) ffir die Herldtcmg 
der übrigen Formeln w&hle idp nun den in der ^sten von ihnen auf- 
tretenden Summenausdruck: 

(348) . - _^««.»' 

p roO— r, 

eine Wahl, die 7^um Theil schon durch die vorhin sub (337) ausge- 
sprochene Bemerkung motivirt ist, und sich später vollends als die 
einzig richtige herausstellt. 

Damit in diesem Ausdruck die untere Grenze einer jeden Summe 
auch wirklich nie die obere übertreile^ muss hier: 

(349) r^a — ri^s 

Toransgesetzt werden, denn nnr wenn dies cter Fall ist, wird fOr jedes 
a^q auch stets r^^a — **! ^ s sein müssen. 

Die Annahme r^^O oder » 0 ist selbstrerstandlich bei allen 
6 f^en ausznschliessen, da man sonst auf einen längst erled^ten 
Fall zurfiel^ommen würde; für das vorliegende Problem aber ist sie 
um 80 mehr anszuschliessen, als sie unverträglich ist mit der Forde- 
rung, dass sämmtliche von den Summationsvariabeln durchlaufenen 
Werthe dem Gebiet der natürlichen Zahlen angehören sollen — eine 
Forderung, die in Gestalt der Ungleichung 

(350) Ü<»-,|)-r, 
hier ihren Ausdruck findet 
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Wie leicht nachzuweisen, ist alsdann VqP — r, der kleinste der 
auf h fallenden Werthe und s selbst der grösste derselben. Daher ist : 

a 

zu setzen, worin nur mehr die Amplituden der auf a bezüghchen 
Summatioueu noch zu bestimmen sein werden für einen jeden" der von 
h durchlaufenen Werthe. 

Als die zu einem bestimmten Werth von h gehörigen Werthe 
von a müssen nun dem früheren gemäss alle diejenigen Zahlen der 
Reihe : 

i), 4- 1, 2) -f 2, . . . 2 — 1, 5r 

genommen werden, welche als Werthe von a aufgefasst die Anforde- 
rung erfüllen, dass jener Werth von b noch in das Intervall von (incl.) 
— t\ bis 5 hineinfällt, dass ra. a. W. : 

r^^a — **! <^ 8 

werde. Da jedoch die eine Bedingung: b^s für die angesetzten 
Werthe von b schon so wie so erfüllt ist, so wird, damit b wirklich 
in. das gegebene Intervall falle, nur noch darauf zu halten sein, dass 
auch der andere Theil dieser Relation befriedigt werde, d. h. es wird 
irgend eine Zahl a der obigen Reihe stets und nur dann einen der 
Variabein a zukommenden Werth vorstellen, wenn: TqCC — < & ist 
Ist aber die Relation: 

( ( 3 r„a - »1 < 2» 

dergestalt für einen bestimmten Werth a = a erfüllt, so wird sie es 
auch für jeden niedrigeren Werth von a sein, d. h. sie bleibt auch 
richtig, wenn man cc — 1, « — 2, • • • für a in dieselbe einsetzt. 

Es geht hieraus hervor, dass es sich für jedes b nur um die Be- 
stimmung des grössteu Werthes von a handeln kann, der die Bedin- 
gung (351) erfüllt; sobald ein solcher gefunden ist, wird von diesem 
aus die Summation nach a sich über alle vorhergehenden Werthe bis 
zum niedersten p zurück zu erstrecken haben. Da überhaupt der 
Werth a =p für jeden der in Betracht kommenden Werthe von b der 
Relation (351) genügt, nämlich schon für den kleinsten dieser Werthe, 
so ist hiemit die imtere Grenze für alle auf a bezüglichen Summationen 
bereits in Gestalt der Zahl p ermittelt. Es handelt demnach sich nur 
noch um die Aufsuchung ihrer oberen Grenzen, wobei uns die Bemer- 
kung zu statten kommen wird, dass wenn für einen Werth a von a 
die Relation (351) nicht befriedigt, wenn also Tq« — r, > 6 ist, dies 
um so mehr auch für jeden höheren Werth « + 1, a -\- 2^ - - • der 
b'all sein muss. 
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Ist Ulm zneral h swisdieu r^p — (incl.) und + 1) — rj 
(exd.) gelegeD, ist also: 

80 ist sohoiL der Werth a^p + l unsnlSssig, indem hiefOr die Re- 
lation (361)^ welohe alsdann ferlangt, dass: 

sei, in Widerspruch mit der über b gemachten VoraussetEung tritt. 
Ebenso sind daher auch die Werthe p + 2, j> + 3, • • • unzulässig, 
und bleibt als einzig mögliche Annahme nur: a=^p übrig. Somit 
ist als ein erster Theil des gesuchten Snmmenaosdmciai gefunden: 

r.(/'-Kl--r,-r r«(p4-il=f|-i ^ 
liJ»— r» r,j»-r, p 

Liegt femer h zwischen (p + — (incl.) und (p -{-2) — i\ 
(ezcl.), ist also: 

^0 (i^^ + 1) - n < < ^0 (l> + 2) - r, - 1 , 
so ist noch der Werth a = p l zulässig, indem für diesen die Re-. 
lation (351) etwas fordert^ was bei der eben über b gemachten Vor- 
aussetzung als erfüllt angenonuien wurde; ebenso ist also auch der 
Worth znlSssig; dagegen ergibt schon für + 2 die 

Relation (351) einen Widerspruch mit der besflgltch b gemachten 
Annahme; mithin ist ein zweiter Theil der fraglidien Summe: - 

»■•(J» + I) — roCp^l)— r« p 

und SO fort. 

Liegt allgemein 6 zwischen (c — 1) — rj (incl.) und c — rj 
(excl.), ist also; 

(352) ro(c-l)-ri<c&^ro<?-n - 1| 

80 sind alle Werthe p,p 1, c ^2, c — 1 von a die < c 

rindi zuzulassen; da schon für den gröesten derselben, c—1, (und 
um so mehr fOr jeden kleineren) sich die Forderung (351): 

n - 1) — r, < 6 
auf Grund der gemachten Voraussetzung (352) erfüllt zeigt. Dagegen 
. sind alle Wertbe: c, c -\- 1, • - ■ q von a, die > c sind, auszuschliessen, 
indem schon für den kleinsten derselben, c, die Delation (351), [welche 
alsdann: 

▼erkngt,] erkennen Itet^ dass mit. ihr die über b soeben gemachte 
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Yorausseizimg (352) unverträglich isi Mithin ist eine weitere Theil* 
summe: 

ro< -« r, — 1 c 1 • 

gefunden.. Die vorstehenden ScblfisBe aber, welche schon gOltig sind, 
wenn man unter c die Zahlen p -\- ^, p -\- 2, - » • sich vorstellt^ bleiben 
es auch fort und fort fttr immer höhere Werthe von c bis inclwe 

q. 

Ist schliesslich noch h zwischen /q^ — (incl.) und 5 (^iiicl.) ge- 
legen, ist also: 

r^a- <h<s, 

so stimmt die Kelation (351) schon für a = q mit dieser Aunahrae 
überein, und wird folglich auch für alle überhaupt vorkommenden 
Werthe von b befriedigt j folglich muss: 



ein letzter Theil der gesuchten Doppelsumm»; sein. 

Da nun hiemit die obere Grenze der h erreicht sein wird/ so ist 
als Besultat gefunden: • 



(354) 



J» *oa-r» np-rt p rof^^f— n p 

h ^ 1- Zj ^^^ + ^zS^ 

Hierin aber lassen sich noch, mit Ausnahme des letzten Tennes, 
der eine aparte Bildungsweise besitzt, alle übrigen Terme der rechtes 
Seite aufs neue vermittelst eines Summenzeichens zusammenfessen. 
Man erhält so in der That die oben angegebene Formel (338); bei 
welcher wir noch den wesentlichen Theil ihrer Gültigkeitsbedinguugen: 

(355) <2>< 2; Ö < r^p - r, < 3 - r, <: s 

hinzugesetzt haben. 

Tn jedem Terme rechterhand könnten in dieser Formel die beiden 
letzten Bummationen auch ohne weiteres Tertauscht werden. — 

Durch eine ähnliche Reihe ron Ueberlegungen, wie die im T0^ 
stehenden ausffihrlich daigelegte, lässt sich nun auch eine jede von 
den übrigen Formeln (338) bis (343) unmittelbar verificiren, und will 
ich in gedrängtester Kürze dies noch für die Formel (340) durchführeu. 

Bezeichnet man die linkseitige Summe in (340), bei welcher 
r < s^p vorausgesetzt werden muss, mit IS, so wird zunüchbt: 
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% 

r ' 

WO die StL auszadehnen ist- Aber alle diejenigen von den WeHhen 
• • • welche die Bedingung 'b<,s^a+ erfüllen. 
Diese fiedingong ist für alle angegebenen Werthe von a erfüllt; 
wenn zunächst h zwischen r (iucl.) und 6„ -f~ (i^icl.) gelegen ist^ daher 

ein erster Teil der gesuchten Doppelsumme : >I >! «a, ». Wenn ferner: 

»• j» 

5o(c- 1)+Ä, + 15ft^«oC + «i> 

so sind Py 1^ -\- ^ } ' ' ' c — 1 als Werthe von a aus^ischliessen, dage- 
gen Cf c -\- \ y ' ' • q zu nehmen, wie man dies blos für die beiden r — 1 
und c nachzuweiäei^ braucht) mithin ist irgend ein späterer Theil: 

^ot<^^ und zwar gilt dies schon für c = p -\- 1 und 

<«iiletzt noch für c » (jf, womit dann im ganzen gefunden ist: 



6) 



p r r p 



+ ^ 2 ^^«»*H H S 2^«'*' 

ein Resultat^ das in der concisesteu Weise dargestellt einerlei wird 
mit (340). 

8. 109. Borftokffilinms derselben auf einander. 

Zunächst ist die Behau ptun«? zu beweiseu, dass in (338) auch 
-f **! statt — r^ durchweg geschrieben werden dürfe, d. h. es ist die 
Formel (339) aus jener (338) herzuleiten. 

Setzt man: 

80 wird durch passende Annahme von x und von stets bewirkt 
werden können, dass r/ einen beliebigen von unabhängigen Werth 
erhalte Wir braucheni wenn und r/ g^bene Werthe haben sollen, 
unter x nur eine solche Zahl zu veiiitehen, für welche r^x > Vi ist, 
und können dann die obige Gleichung durch die Annahme r^f^r^^x — r^' 
befriedigen; es mag zum Beispiel x di« JeUinste von den Zahlen Tor- 
rteUen, deren /-„faches noch grösser als r/ ist. 

Es mögen femer unter der Voraussetzung, dass p'^x und also 
auch q> X sei: 

p — X — p' und q — = (z' 
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genannt^ sodaim als neue Summationsvariabelu : 

a — Ä a', c — a; c' 

definirt werden. 

Betzen wir alsdann in die Formel (338) gleichseitig^ die (sich er- 
gebenden) Werthe ein: 

und yerbinden damit die naeh dem Schema (297) bei jeder Introdoe- 
tion neuer Yariabeln erforderlichen AhSnderungeu an den Snmmen- 
grenzen, schreiben wir endlich durchweg: • 

fl'rt«, /, 1 Ur Ha- -f r. f, , 

ßo geht aus (838| eine neue Formel liervur — eine Formel jedoch, die 
mit der vorigen eine so grosse Aehnlichkeit zeigte dass wir es unter- 
lassen können, sie ausführlich anzuschreiben. 

Dieselbe unterscheidet nämlich von jener sich lediglich dadurch, 
dass Überall da, wo — in ihr vorkommt, jetzt + r,' steht, und dass 
ausserdem die Buchstaben a, c, Pf u in ihr mit Strichen (Accenteu) 
behaftet erscheinen — und dies gilt nicht nur von der Formel seU»^ 
sondern auch ebenso yon ihren Bedingungsungleichungen (355). Von 
den letsteren gerathen ausserdem die in § 107. nicht mitangef&hrten 
Theile nun als überflQssig in Wegfall, da sie nach den gemaditen 
Annahmen schon von s^bst erffillt sind, und die Übrig bleibenden 
bei (339) implicite miterwahnten* Bedingungsungleichungen sind eben 
nur diejenigen, welche so wie so erf^t werden müssen, damit die 
obere Summengrenze nie von der unteren übertroflen werde. 

Wofern sie nur diese letzteren Bedingungen erfüllen, sind aber 
r,', p', q' wiederum ganz beliebige Zahlen, wie für r,' bereits nachge- 
wiesen wurde und auch für p' und q leicht einzusehen ist. 

Diese accentuirten Grössen unterliegen überhaupt keiner weiteren 
Einschränkung, und da sie mm ebenso wie es die nicht accentuirten 
waren beliebig sind, so können wir die Accente im Endresultat schliess- 
lich weglassen. Damit ist dann aber auch für die Forn^el (339) der 
Beweis geliefert. — 

Aus dieser letzteren ISsst sich nun weiter bequem die Formel (340) 
ableiten wie folgt 

Schreibt man in (339) Sq statt Tq und 5j -f- 1^ ^^^^ j 
die entstehende Gleichung von der folgenden ab: 



2 2^^"''^ 2 2^"'^^ 
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• 

welche ledigHeb dtireli Zerlegung der Grenxen entsteht, und nur hesilg- 

lich s Toranssetzt, dass ^^g-f <^ gedacht werde, so hebt eich das letzte 

Glied rechter Hand ganz fort; bei dem vorhergehenden Gliede lässt 
sich nach (30Ü] eine Reduction in Gemässheit des Öchema's (278) ausfüh- 
ren, während das erste Glied (der rechten Seite des Minuenden) von der 
ganzen Operation unberülirt bleibt. 

Auf diese Weise nun erhält man gerade die gesuchte Jbormel (340), 
deren Herleitung aus (ß;\S) wir beabsiclitigten. 

Die BedingungHUM^deichungen derselben ergeben dabei sich von 
selbst aus der Forderung, dass die untere Grenze einer jeden Theil- 
surnm^ nicht grösser als die obere sei. Abgesehen von diesen Bedin- 
gungen aber unterliegen die Grössen p, r, 5q, 5, nicht der p^eringgten 
Beschränkung (im Gebiet der natürlichen Zahlen), da man für vorge-' 
gehene Werthe dieser letzteren jedenfalls eine Zahl 8 gross genug 
annehmen kann, damit sich die bei (339) und (357) Torgekonunenen 
Ungleichungen' erfüllt finden. ^ • . 

Zufolge des zwischen 5j und i^ bestehenden Zusammenhanges: 
-[- 1 = l»sst sich bei dieser' Herleitung endlich unmittelbar er- 
kennen , dass es in (340) gestattet sein wird, auch -f- s, durch — s, 
zu ersetzen. Wo immgr nämlich: ?/ -|- 5j = ^/ -(- r, — 1 steht, darf 
schon erwiesenermassen — r^ und mit demselben Rechte auch*— (r, — 2) 
für -J- rj geschrieben werden, wodurch in der That dieser Ausdruck in: 
jf — (r, — 2) — 1 = y — ri + 1 = j/ — (rj — 1) — s, übergeht; 
dasn ist • — bei der Annahme r, a= 0 — auch leicht za iiehen, dass 
insbesondere auch die Ersetzung von -|- Si durch — 1 nur scheinbar 
einen Ausnahmefall bildet. Mithin haben wir, yon (338) ausgehend, 
zugleich mit (340) nun auch die Formel (341) gewonnen. — 

Von den 4 hiemit aufeinander «iriiokgefBhxteii Fomeln (838) bis (341) hätte 
man zwar auch irgend eine andere, wie z. B. (840) /um Ausgangspunkt der Be* 

trachtungen wühlen und von da aus durch ganz ilhnlidie Betrachtungen 7.u den 
drei übrigen gelangen können. Jedoch verdient es als eine auffallende Thatsache 
verzeichnet zu werden, dass wir alsdann jedesmal die literaleu und constanten 
Elcnuiute der neuen Summeugreuzeu mehr als nptbig eingeschränkt erhalten hätten 
durch Bedingungsungleiehiii^peii, die nnr ca dieser Herleitung nicht aber für die 
fiicbtigkeit des Endresultates eine nneriaasliche Yoranssetcnng gebildet haben 
irfirden; es würde 4ann ziemlich umsttn41ich geworden sein, die Si^bnisae von 
diesen unwesentlichen Beschiibtikangen sn befreien. — 



Es erftbrigt endlich noch die Aufgabe, die Formel (342) aus (339) 
oder (343) ans (340) absuleiten. 

Beides ISsst deh ohne Schwierigkeit erreichen, indem man von der 

Substitution (300) Gebrauch macht; nämlich: 
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und ausserdem fOr den enteren Zweck: 

ro + + r, « r/, für den l'etsteren: (p + + s, « s{ 

setzt, wodurch die Grossen r,' und 5,' im Gebiet der natürlichen Zahlen 
keine Beschriinkuiig erleiden, du man erforderlichen Falles, um sie 
klein genug machen zu können, auch von vornherein — r, für -|~ r„ 
resp. — .<>, für -\- .s", «gesetzt denken kann. 

So aber entstellen in der That - nach Weglassuug der Accente — 
gerade die beiden noch gesuchten Formeln (342) und 343). 

§. HO. BpeoiaUairung der geiluidenen Besultate. 

Von den in den Formeln (338) bis (343) inbegriffenen speeiellen 
Fällen erscheint als der wichtigste der Fall, wo oder gleich 1 isi^ 
wo also die Sammationsvariable in der yetinderUchen Summengrenze 
sich nur durch Operationen erster Stufe mit eonstanten Zahlen ver- 
knüpft findet 

Für diese Annahme, bei welcher sich eine sehr beträchtliche Ver- 
einfachung der Formeln einstellt, kann ich es nicht unterlassen, die- 
selben noch einmal ausdrücklich anzuschreiben. Sie lauten: 

für: V<q, q-\-r^<zs. 
(3^)a Desgleichen — mit -j- r, vertauscht. 

1^ ^««.»^ ^ ^^^^ 

(. fari><r/, r<i) + 5i. 
(Bö9)ß Desgleichen — «j mit + vertauscht. 



(360) 



(361) 



rär P < ff > < «1 — ff« • 
Zar Herleitnng dieser Besultate ist noch ra bemerken, dass bei den Annahmen 
ft und in den Formeln (338; Ins (343) zunäcJist die beiden Grenzen der 

nach 6 zu nehmendeu Summen rechterband einander gleich werden; es sind dem- 
nach diese Summationen unmittolbar nach dem Schema (274) auszuführen, und 
erhält man z. B. für den ersten Term sechterhand in (358)/}, aus (339) folgend: 
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2 2' ^ ^ 

pir^ 1 p p+i p 



9 W, 



a, c + r, — 1 > 



woram ent durch eine Substitution für c, und zwar die c 4* — der in 

(358)^ angegebene Term hervorgeht. Die Summationsvariabeln b in (868) bis 
(361) rechterhand und mithin ^;in/ andere als die in (838) bis (343). 

Eine weitere sehr beträchtliche Vereinfachung tritt noch ein in 
den Fällen, wo ein AnschluBB der Grenzen stattfindet und es 'uns er- 
möglicht je die«beideii Summen rechter Hand nach dem Schema (276) 
zn einer einsigen Summe zu Terschmelzen. Dies ist wie leicht zu 
sehen hei (26S)ß ansfOhrhar, wenn 5 ^ -|- r| angenommen wird, 
ehenso hei (359)« für r^p + ß^, hei (360) f&r <«r, — p, hei (361) 
ftlr f* » S| — Ich stelle die dergestalt sich ergebenden Formeln 
nachstehend zusammen, hemerke jedoch flherdies, dass in diesen FSllen 
durch eine einfache und unmittelhar ersichtliche Suhstitation ftlr die 
Yariahle h noch eine ühersichtiichere Darstellung der beiderseitigen 
Summenausdrücke erzielt werden kann, welche denselben rechts ange- 
fügt ist: ' 

•62)^ ^« ^* M«. f. = ^« Ua, ^ ^ Ua, c+r. 2S 

P «-h'. P + P P « P P 

»62)« Desgl. — rj mit + vertauscht. 



mi ^ 

'p . *i P + »1 A — *« P P 

i63)^ Desgl. — Sy^ mit -f- ^'1 vertauscht. 

/» r, — a r, — 'j r, — f> P P P C 

q *i— _« * i — f ' q q q e 

P *i — '/ '1 — P • p m p p 

Von den beiden Bedingungsungleiehuugen wird jeweils die erste über- 
flüssig;, die zweite von selbst ei'füllt. 

Es verdienen diese Formeln schon deshalb Beachtung, weil sie den 
leichtesten Weg anzeigen, die Gleichungen (358) bis (361) direct zu 
gewinnen. Die letzteren haben niimlich die £igenthümlichkeit, dass 
sich von der einen Summe rechterhand ein extremer Term ablösen 
und in die andere einverleiben lässt; die letztere aher stellt ftlffdftnn 
gerade denjenigen Bestandtheil der ganzen Doppelsumme vor^ dessen 
Umformung die Hauptschwierigkeit bildete. Eben diese Umformung 
findet sich durch die entsprechende von den Gleichungen (362) his 
(365) in ihrem ersten Theile geleistei^ welcher seinerseits aus dem 
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fast unmittelbar einleuchteodeu zweiten Theile. der Gleichung auf da^ 
leichteste hervorgeht. 

Ausserdem aber fliesseu aus den letzten Gleichungen als besondere 
Fälle noch überhaupt die einfachsten auf die Umformung von Doppel- 
Summen bezüglichen Schemata mit systematischer Vollständigkeit. 

Namentlich gibt die Gleichung (362) fUr rj » 0: 

(366) ^ ^Ua^t^^ 2«a.*, 

p a P P 

und ihr entspricht die folgende (363) für Sj 0: 

(367) ^ 5:««»,». 

p p p 
Das eine Resultat ist; wie man sieht (wenn es rückwärts gelesen und 
h mit a vertauscht wird), im Grunde einerlei mit dem andern und Air 
P — 0 bereits einmal in Gestalt des £xempel8 (344) dagewesen. 
Dagegen gibt die Gleichung (364) fOr r, =s j) -j- gr: 




sowie entsprechend (365) fär'^' « ji -i- qz 



(369) 




J» P ■ ■ : P P 



' zwei neue Formeln, welche schon durch ihre Symmetrie in die Augen 
fallen, und von denen die letasterdr allem -als eine äusserst nütsliehe 
zu bezeichnen ist; ein directer Beweis filr dieselbe ISsst sich andi 
durch die einfache üeberlegung leirten^ dass aus b^p-\'q^a 
stets a <i> + 2 — h folgt. — • • 

t 

§. III. Weitere Ver^ieUftltiertmg derselben. 

Die Aufgabe der ümkehrung der Summationsfolge ßoll nunmehr 
auch vollständig gelöst werden für alle möglichen Fälle, welche bei 
der Annahme eintreten können, dass heuk Grenzen der zweiten Summe 
linear veränderlich seien — jedoch immerhin noch unter der Beschräa* 
kungy dass die als Argument in den Ausdrücken für die Summengren- 
zen auftretende Summationsrariable a nur mit dem Coefficienten 1 
behaftet ist, die Summengrenzen also eine der Formen haben: 

Ocmstante ^ a, oder: a ± Oonst. 
Es sind die Mittel zur LSsung dieses Problemes bereits — in Ge- 
stalt der Gleichungen (358) bis (361) — zurecht gemacht und ist in 
§. 107^. sub (33G) und (337) schon angegeben, welche Methode dabei in 



Digitized by Google 



lieber die symboliBcbe BarBielluug von Summen uud Preducten. 337 



(370) 



Anwendung zu bringen. In den Fällen, wo der grössto Werth der 
unteren Huinmengrenze noch immer klfiner ist als der kleinste Werth 
der oberen (in der zweiten Summe), wo also zwischen beiden eine 
constante Zahl ai)<:(enomnien werden kann, lasst sich nach § 97. (270) 
der gesuchte Summenausdruck aus den gegebenen resp. nach dem 
Vorbild von {'.V)S) bis (3<H) gebildeten auch additiv | statt subtractiv, 
wie nach (277) oder (278)] zusammensetzen; irgend eine dieser (drei) 
Methoden aber kann alsdann benutzt werden, um das von der andern 
gelieferte Ergebniss zu controlireu. — 

Nach diesen Andeufimgen scheint es genügend, nun einfach die 
iiesultate anzugeben, welche sich in nur vier Hauptformeln einordnen. 

a) Wenn q i\ — \ < j> s^ , so ist: 

^ w«.6 = y} t*a,ö 4- y^ ««.^ + 

ß) Wenn q -\- — \ ^ p s^, so ist nur der mittlere 
Term reehterhand wegzulassen. 

y) Wenn (/ + ' i — 1 > + so ist: 

^ y}u„.6=- yj' ^'»a,6+ ^"««,«+^* ^^W-.»- 

In allen drei Formeln mitsammt den zugehörigen Bedingungen 
ist es gestattet: 

(371) erstens, — r, mit -f- r, zu yeriauschen 

(372) zweitens, gleichzeitig — r, mit-j- r, und — «, mit-|- *>i zu vertauschen, 
dagegen darf -f- .s, allein nicht mit — 6j vertauscht werden, da sonst 
offenbar die untere Grenze einer jeden Theilsumme grösser als die 
obere wäre. 

Es sind diese F<jrineln ledighch (jonse^^uenzen von (358) oder auch, 
wemi man will, von {359). — 

Ebenso folgt nun aus (360) oder (361): 

a) Wenn — p — 1 < — so ist: 

r,— o ri— « r»— * r,— j» p «i— «+l J» 

/3) Wenn r, — p — 1 » s, — q, so ist der mittlere Term 
reehterhand antzulassen. 

y) Wenn i\ — p • — 1 > s, — f/, so ist: 

Sohrftder, Iiehrbneh d.AfithiB. V. Algebrm I. 22 
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Aus (360) und (358)^ oder aber aus (359)« und (361) geht hervor: 

(VVeDU rj — j) — 1 < p s^, so ist: 

L^" » = 2j "«. » + _2j 2] * + 2j '• 

Ein anderer Fall ist iiit lit möglich, wofern die unteren Grenzen der 
gegebenen Summeuausdrücke in der That nie grösser als die oberen 
werden dürfen. 

£s darf hierin auch: 

(375) — S| mit -j- s^ vertauscht werden. 

Endlich folgt aus (358)^ und (361) oder auch me vorhin: 

Wenn g_ -\- r^ — 1 < Sj — (j, so ist: 

Ein anderer i:''all ist abernuils nicht möglich, und es darf hierin auch 
(377) — r, mit ,-|- vertauscht werden. 



(376) 



Die in den §§ 107. bis 113. betracliteten Formeln lassen übrigens eine sehr ein- 
fache (analytisch-) geometrische Interpretation oder yei;^innhchung zu, auf welche 
aüdi eine Herleiiung denelben gegrflndet werden kann, die sehr bequem beson- 
ders dann erscheint, wenn die ConstBnten der GrensenansdrOcke nnmerisch gege- 
ben Bind. 

Zu dem Ende wählt man auf carrirtem Papier irgend einen Gitterpankt (am 
besten <1on in der Ecke links unten befindlichen) als Nullpunkt oder Ursprong. 
Auf der einen von den beiden in ihm zusamtnenstossenden Linien (etwa auf der 
wagerechten) verzeichne man die von der einen Variabein (von a) zu durclilaufen- 
den Werthe nach einer Seite hin (nach rechts) fortschreitend, indem man den 
Abstand je iweier benachbartes^ Gitterpunkte als Einheit gelten llssty nütiun die 
letsteren der Reihe nach numerirt denkt. Ebenso madie man die andere der is 
jenem Nullpunkt zusanjmentrefl'enden Linien (die senkrechte) zum Träger der 
Werthe von b — ich will dieselbe geradesn als „&-Aehse'', sowie die vorige sh 
„Achse der a" Vjezeichnen. 

In dem zwischen den V)eiden Achsen liegenden Quadranten oder Theile der 
Papierebene, der hier allein in's Auge gefasst werden möge, wird dann jeder Zu- 
sammenstellung von Werthen u, ß der beiden Variabelu a, b ein Gitterpunkt ein- 
dentig entsprechen, n&mlich derjenige, in welchem di6 dorcb den Pnnkt a der 
o-Achse und die durch den Punkt ß der 5- Achse gehenden Linien zusammenstoeBen, 
sodass wir diesen Gitterpunkt gexadesu mit {a, ß) oder ansfi^irlicher durch die 
Zusamensiellung der Gleichungen a = a, h=i ß darstellen können. Und umgekehrt 
gehört auch zu jedem Gitterpunkt ein unzweideutig^ bestimmtes Werthsystem 
(Werthepaar) der Variabein n, h und damit die Vorst eUung von einem GUede M«.*» 
welches in unserm Summenausdruck möglicherweise vorkommt. 

So wird B. B. (5, 3) oder ausfahrlicher (a » 5, 6 — 3) denjenigen GitterpooU 
vorstellen, welcher von der a-Achse um S, von der &-Achse um 6 LftngenemlieiteB 
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absteht, uud dieser Punkt wird aeinerteit« sum Trftger des Smnmeagliedee 
gemacht werden künneu. 

Es sind nun den durch eine untrer Doppelsummen zusammengefaHsten Ctlie- 
dem die BämmtUcben Gitterpunkte zugeordnet, die im inuern und auf der Be- 
grentnng eines gewissen Flftchenstreifens liegen. Derselbe hat die Gestalt eines 
(geradlinigen ocmvexen Parallel-) Trapeses, dessen Grundlinien (im Abstand p und 
f) der fr-Achse parallel laufen und dessen Ecken bestimmt sind durch die Zusam- 
menstellungen der VVerthe (a j», 6 fp), (a 6 (a fr s^), (a »j». 

Bei der Formel (376) z. B. ist gedachtes Trapez zudem gleichschenklig, und 
hat im Rin^re hortun die Ecken y> r,), (q. 7 -f *■«)» {l> f'i — ü)t iV' — P)- * - 
Die Sumnuitiuu der silmnitlichen < llieiler uiisrer Doppelsunune kann nun beispiels- 
weise dadurch bewerkstelligt werden, das» man eine Gerade parallel mit sich 
selbst fib€r die Trapesflftche hingleiten Iftsst nnd fortschreitend immer die Summe 
deijenigen Glieder anf einmal sa den frfiheren hinsofflgt, deren xugehOrige Gitter- 
pnnkte gleichzeitig in die sich bewegende Gerade hineinfallen. 

Ueberfilhrt man so das Trapez mit einer der Achse parallelen Geraden, 
solche man in der Richtung der a- Achse nach rechts bewegt, 80 wird die Sum- 
üiation nach b vor derjenigen nach a aungelührt, »uul ergibt ^ 
sich £^ 2^ f . Die Begrenzung der bewegten Geraden durch die ^ 

beiden äu.ssersten der in sie fallenden Gitterpunkte des Tra- 
pezes ßndet alsdann offenbar während des gau/.en V'erlaufs 
der Bewegung nach einem einheitlichen Gesetse statt. zy 

Wenn man dagegen mit einer wagrediten Cteraden auf- 
wlrts fiber die Fl&die hinstreicht, wo dann die Summation 
Dach a vor der nach h vollzogen und die Doppelsnmme 

erhalten wird, so ist angenscheinlidi, dass das Gesetz dieser ^ 

Begrenzung sich jetzt zweimal ändert, indem die Fläche an- . ^ - 

fiukgs wie ein Rectangel breiter wird, dann als Rechteck von ^ ' " ^* 
gleicher Breite bleibt und zuletzt wieder sich als rechtwinkliges Dreieck zuspitzt 
— indem ni. a. W, der eine (irenz-(Knd-)puukt der Itewegten Geraden zwar einen 
geradlinigen Weg, der andere aber eine zweimal gebrochene Linie beschreibt. 

Notirt man zum Exempel fSr j> 3, g = 12, => 6, =s 41 auf der a- und 
i-Achse auf die angegebene Weise die Coordinaten der Eckpunkte des Trapezes, 
M» wie es (unter Verzerrung der wirklichen Gr^ssenTerhSltnisse) die beistehende 
Figur (Fig. 2) zeigt, so ergibt si^h augenblicklich die gewflnschte Umkehrung 
der Summationsfolge und dreitheilige Zerlegung: 

13 41 - a Iß 6 — 5 29 12 38 41 — 6 



S 



wo rechts die mittlere Doppelsnmme auch ihren ersten Term noch an die vorher- 
gehende, ihren letzten an die nachfolgende Doppelsumme abgeben konnte. 

§ 112. InteresaaateBt« SpedalfSIle. 

Besonders einfach und wichtig werden die Fülle, wo das allgemeine 
Glied Ua . h die erste Suniniatiunsvuriable a gar niclit enthält, zum Bei- 
spiel durch ^6 vorgestellt wird. Alsdann wird also die Variable a der 

23* 



(378) 
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ersten Summe nmrin den Grenzen der zweiten Summe vorkommen, die ihr 
allgemeines Glied bildet, und sobald die BummationsordnuDg umgekehrt, 
d. i. die auf b bezügliche Summe zur ersten gemacht ist, wird sich 
die Summation nach a effeetuiren lassen; nämlich das Zeichen dieser 
Summation, welche sich alsdann auf eine Coustante (v* bezüglich a) 
bezieht, wird äquivalent einem Zahlfactor (dem um 1 Termehrten Inter- 
yalle der Grenzen), cf. (272). 

Zunächst die Formeln des § 107. gehen auf diese Weise ftber in 
folgende: 

2^ 2} (ff — 1> + 1) 4- (ff — c + 1) 2i 

p r r p + l Me- 

für p < ff, r <^ 8qP 4- ^1* Desgl. — statt -|- gesetzt 

K9^^J p r^r, p+l r«(e-I) + r, r««Tr, 

flir^) < »"uff + ^1 <«• Desgl. — rj statt r| gesetzt. 

2} ^ V6 « (ff — i) + 1) t;* + (c — 1» + 1) 2} ^ 

P r r p «j-l-l-^e+l) 

für;) < q, r < — s„ff. 

V tf — 1 r, »VC — 1 s 

2j ^* V* 2 (ff - c) 2]' + -i> + 1) ^ V*, 

p r, — r„a p »*,— r,(c+t) r, — r.p 

fürp < <7, r, — 9\,p <; s. 

die hier nur nach einem andern Principe angeordnet sind. 

Was sodann die Formeln (358) bis (3G5) betrifft, so genügt es, 
nur für die letzte Hälfte das Ergebniss der Vereinfachungen mitzu- 
theilen, da die ersteren allgemoinoren Fälle stets leicht durch Abson- 
derung einer Doppelsumme mit durchweg constauten Grenzen auf diese 
speciel leren zurückgeführt werden können, l^'ür die letzteren nun er- 
hält mau: 



(380) 



(381) 



7 -f- ^1 q 

(382) 2} 2" ^* ^ 2 (i? "~ ^ + 0 ^c-^*i > desgl. -r s, statt + s, gesetzt. 



^ == ^ (c — i) + 0 Vc+r»; desgl. —r^ statt +i\ gesetat 

p ... 

p 




-^^(ff-c+l)i;.:-c. 
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Die 4 kSuiniuenausdrücke (366) bis (369j werden zu zwei und zweien 
tdeutisch, und erhält man: 

(386) «'♦-S(9-*+l)«"-55''»' 

P P f P P 



(387) 2r 2f t^*-2?(^-i' + ot'*--2r^«'*- 

j» p'^T—« p p 

Am atlgenfalligsieii and endlich die Beductionen, welche bei den 
Foimeln (370) bis (377) anwendbar werden, sodass es sich wohl der 
Mühe yerlohnt, deren Ergebnisse sich für den Gebrauch znrecht zu 



Yen den (zwei bis drei) Theilen, in welche die Duppelstmimen 
dort zerfällt erscheinen, können stets die beiden anssersten auf eine 
fibereinstimmende Amplitude gebracht und dann nach (308) zusammen- 
gezogen werden. 

Es entsteht: 

q aA- .<i g- — p - 1 p-f-* | 

2^ 2 ^^'^ 2 + ^) {^p-^n+c+ v«+-.-e} + {a—p + ^)2j 

für 2 + n<P + ^ii 



(388) - 



P a+r, 



*t;A«=2'(^+l){t;i,+r.+c + v,+..-c} + (5i-r, + l) 5/ t'*, 
1 w 



für g + r, - 1 > p + -f 1 ; 

wogegen der letzte Term fortzulassen ist für q — p — 1 =s 5| — r,. 

Abermals darf -|- r, mit — r, , und r, , rf- mit — r, , — ver- 
tauscht werden — uöthigenfuUs nach ümsteliuug der Glieder. 

2-2*^*"' ^ (C+l){t'r,-,+o + Vf|-p-«}H-(fl'— l»+l)2t;4, 

für r, — p^s, — grj 

7 a «1 — Ti — p — 1 



(389) { 



i, — a »1 — Ti ri — p— 1 

^ ^t;^ « (c + 1) {»^,_,^,+ t;^„j,_e} + (s, - r, + 1) ^ f4, 
P r»— a u 4— <-l-i 

für fj — f) — 1 ^ s, — g + 1; 

wogegen der letzte Term fortzulassen ist ftlr g — |) — 1 — r,.' 

0 oj-jr, 9 P 4- « I 

2 ^^'6= + Ij («'a-O + t^^.+cj + Ü — J> + 0 ^^'*» 

J> . Ti — a p-f 1 /-i— J> 

für — JP + «i- Desgl. — 5^ für -j- gesetzt. 
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l für q + 5| — g. Deagl. — r, statt rj gesetzt. 

Auf eine der vorstehend erledi^j^en ForiiRjn kommen auch diejenigen 
Doppelsummen hinaus, bei denen zwar die Grenzen der -beiden Sum- 
mationen sammllich constant sind, dafjregon die ])t-i(len Smnmatioiis- 
variabelii in dem Index des all|L^emeinen Gliedrs sich additiv oder sub- 
tractiv miU'inaiKkr verknüpft tiiiden. Durch die Substitution b = c — a, 
b'^a — c, 0 = a c nämlich ergeben sieb in der Tbat beziehaugs- 
weise die drei folgenden Identitäten: 



(392) 



(393) 



p r p 
• p r p a-" r 



(394) yi V6_« ^ 2S' 2'^' 



p r— i 



I 118. Iietste QenerallBirung jener Formeln. 

• Die allgemeine in § 106. hingestellte Angabe, wo beide Giensen 
der zweiten Summe ganz beliebige lineare Functionen der ersten Smn- 
mationsTariabeln, und oder nicht gerade = 1 sind, lässt sich mit 
sehr verschiedener Bequemlichkeit erledigen je nachdem von den beiden 
folgenden Fällen der eine* oder der andere Yorliegt. YerhSltnissmassig 
einfach gelingt die Lösung der Aufgabe, sobald (in der Summe mit 
den Tariabeln Grenzen) der kleinste Werth der oberen Grenze nicht 
kleiner als der grösste Werth der unteren Grenze ist, sobald also der 
vorliegende Fall durch additive Zerlegung der gegebenen Doppelsumme 
auf die in § 107. erledigten Fälle mit nur einer variabelu Grenze sich 
zurückführen lässt. fm andern Falle dagegen, wo nur noch die Zurück- 
fiihrung mittelst subfnicftvcr Zerlegung zu Gebote .st«ht, ist es im all- 
gemeinen mit enormen Umständlichkeiten verknüpft, diejenigen Gh'ecler 
der Minuendensumme, gegen welche sich die sämmtlichen Ghcdcr der 
Subtraheudensumme uothweudig fortheben, wirklich abzusondern, und 
die übrig bleibenden Glieder in übersichtlicher Zusammenfassung aa- 
zugeben. 

Um von diesem Charakter, den so die Aufgabe annimmt, wenigstens 
'A zu geben, will ich dieselbe noch für die eine ihrer Haupte 
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modalitaten in Angriff nehmen, z. B. für die Annahme, dass r^a -\- r| 
und fl^a + 5, die beiden variabeln Grenzen seien. 

Fttr diesen Fall stellt sich nach den anseinandergesetzten Methoden 
mit Leiehtigkeit das folgende heraas. 

Wemi: r^q + r^ — 1 < -f s, , 

so ist: 



(395) 



/I+l r^ic-l)^\■r^ p '\.<Y + '-i P P+i 



f»(c 



— ij+'i 



+1 « 



Weuu: 
so ist: 

(396) >I 




r„c - fr, — 1 c - 1 «o<? + *i 7 \ 



Wenn dagegen: r^g -|- r, — 1 > «„i^ + S|> 
so ist die Üeduction schwer allgemein auszuführen; unredncirt ist dann: 



(397) 



-,,"±^«1 « /' H-^*! 7 ^ 



+2 2^««.»-^ y^ 



nach (340); eine andere Form ^be (339). Bestimmt man nun, was 
immer möglich ist, zwei Zahlen und l entsprechend den Bedingungen : 

»"oC^* — 1) + < ^^^V H- «1 < »ü^^* + ^1 - ^ 

j) -\- \ <^ Je < 

SO zerfallt die ganze Summe in einen ersten Theil einen mittleren 
und einen letzten 



(398) 



9 ^«+»1 . 

:2 -2 = ® + + 



(399) 

wobei die beiden Snssersten leicht anzugeben sind. Es ist nSmlich 

k— 1 rpC- f- rt — 1 e — 1 <by 4-*i J t-~1 
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(401) 2/ 2 



dagegen bleibt der Ausdruck 



(402) 



j7+ 1 -1)+ #1 + 1 « »„ (' — iTT »1 + 1 ' 

2j 2s^'<^~ 2s 2d ^°««.» 



[worin für f = |> -j- 1 , wie in (40ü) für p + 1, die erste Summe 
wegfallt] erst nodi ToUeuds zu reduciren, und wird diese Keduction 
im allgemeinen des weitern davon abhüngen, welche Beste die Viel' 
fachen von durch diejenigen von getheilt (oder umgekehrt) übrig 
lassen. Deshalb yerfolgen wir denn diese Au%abe vorerst nicht weiter. 

§ 114. Umfbnmmffen einer gewisaen dreifttolien Summe. 

Ntichdem wir im bislu'ri^eii uns stets nur mit l)o|ipelsummeü be- 
schäftigt haben, will ich von den dreifachen Summen wenigstens eine 
betrachten, welche bei besonders vielen Untersuchungen sich darbietet. 

Z. B. auch in der lovarianteotheorie, wenn maa die Coefficienten der traas» 
formirten Form allgemein wirklich darstellen will. 

Die gedachte Summe ist die folgende: 

n a n — a 

weiche durch die Substitution h '\' csssc oder c » c' — h nach Weg- 
lassung des Accentes in: 

n a w- -a-4 - ' 



0 6 



übergeht, und in dieser letzteren Form weiter behandelt werden mag. 
Es Süll nun bei diesem Summenausdrucke darauf ankommen, die Sum- 
mation nach c, welche die letzte ist, zur ersten zu machen, und über- 
haupt die drei Summationen nach a , h und c in einer beliebig vor- 
geschriebenen Ordnung auszuführen. Da hiebei das allgemeine GHed 
t(a,6,o-6 immerfort das gleiche bleiben wird, so darf das Anschreiben 
desselben von jetzt an unterbleiben. 

Indem man eines der einfachen Schemata (366), (367) oder (369) 
des § 110. anw endet, kann mau durch Yertauschung von jedesmal nur 
zwei benachbarten Summenzeicben, d. i. durch Aenderung der Reihen- 
folge zweier successiven Summationen, zunächst leicht die Aequivalenz 
von folgenden vier Anordnungen darthun: 
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Die Vergleichung des ersten dieser Ausdrücke mit dem letzten, in wel- 
chem die Summatiouenfolge die entgegengesetzte ist, liefert das be- 
merkenswerthe Ergebniss, dass der ganze Summeuausdruck in Bezug auf 
die Summationsvariabeln a und c symmetrisch ist. Die letzteren können 
unmittelbar als solche yertanscht werden, während sie doch als Indices 
des allgemeinen Gliedes an ihrer Stelle Terharren. 

Es erübrigt jetzt noch, die beiden Anordnungen 2Ja und 
2Jc zu erledigen, die (wie die Combi nationslehre zeigt) ausser 

den vier bereits angegebenen allein noch möglich sind. 

Jene entere Anordnung ergibt sich am bequemsten aus dem ersten 
Ausdrack (403) durch Anwendung des Schema's (370). Entsprechend 
den drei Fällen dieses Schema's müssen jedoch gewisse Zerlegungen 
vorgenommen und dabei die Fälle unterschieden werden ; wo n eine 

ungerade und wo es eine gerade Zahl ist. 

Welcher Art diese Zerlegungen sind, geht Tolikommen deutlich 
aus dem Anblick des Besnltates selbst herror, mit dessen Angabe ich 
mich daher begnfigen kann. 

Es wird nämlich der obige Summenausdruck (403): 



(404) . 



n—t n n — l n «—1 n 

~T~*i a—t e ~2~*T n — a a 2 *"ä " ti a 

- 2 2$+ 2 2 I?+ 2 2: 2? + 

1 U 0 0 a U i n— a+I c+a— ft 

n n — Ii r n »1—1 c n n a 

+ 2' 22+ 2 2 2+2 2 2^ 

'2 'ä""*" "sT'a"'' -j-t^'+i 



wo von den beiden durch Kommuta getrennten Summengreiizen je die 
er^te bei ungeradem n, die zweite bei geradem n zu nehmen ist. 

Aus dem vorstehenden kann der noch fehlende Summeuausdruck 
2Se £a £ö direct abgeschrieben werden, indem man auf Grund der 
oben erkannten Symmetrie einfach a mit e vertauscht Ich wfll den- 
selben gleichwohl in etwas abweichender Form noch ausführlich hin- 
schreiben, um sichtbar zu machen, wie noch Modificationen sich an der 
Formel anbringen lassen dadurch, dass man von einzelnen Summen 
extreme Terme absondert und in die benachbarten einverleibt. In der 
That ist unser Ausdruck (403) auch: 
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wie ebenso auch aus der letzten Form (403) nach dem angeführten 

Schema direct hervorgehen würde. 

Nachdem hieniit die verlangten Resuliate säinmtlich gewonnen sind, verlohnt 
es sich, über die bei ihrer Herleitung befolgte Methode noch eine BemerkuDg aa- 
zufügen. 

Eb sind Miaaer den vorstehend bewerkstelligten Uebergängen von einem der 
6 Smniuenaasdriloke sa einem andern noch mancherlei andere Ueberg^ge dieier 
Art denkbar. So kann s. B. von den beiden AnsdrScken (404) nnd (40fi) der 
eine aiu dem andern anmittelbar durch Umkehrung der Reihenfolge der beiden 
ersten Summationen £^ abgeleitet werden. Ei ist jedoch beaditeoswerth, daas 
alle diese Uebergänge — niit Ausnahme derer von (403)» welche noch rückw&rts 
eben so leicht ala vorwärts ausgeführt werden mögen — mit auMerordentlich grossen 
Umständlichkeiten verknüpft sind. 

Trotz der nicht unbeträchtlichen Vorarbeit, welche durch die Aufstellung 
unsrer vorangegangenen Schemata bereits geleistet ist, stellen in wahrhaft er- 
staunlichem Masstabe solche Weitläufigkeiten sich ein, wenn man etwa versuclit, 
die Schritte rückwärts zu machen, welche vorwärts uns die Ausdrücke (404) aod 
(405) geliefert haben. WoUte man x. B. aus (405) wieder den letaten Ausdruck 
(403) surfickgewinnen, so würde sich dies durch Vmkehrnng der beiden letiten 
Summationen 27^ in jedem der 6 Terme von (406) allerdings erreichen lassen; 

allein es milssten e. B. bei dem vorletsten dieser Terme ausser den FEUen eines 

geraden and eines ungeraden n gemäss (370) auch noch die Fälle 3c^2n4-^ 

gesondert behandelt werden. 

Man mag hieraus er.sehen, wie sehr es bei dergleichen mehrfachen Summen 
auf eine geschickte Behandlung derselben ankommt. 

i 116. Die aiaiiiiltane Summation naxitk mehreren Variabein. 

Bisher lag stets (auf einmal) nur die Aufgabe vor, einem einzigen 
Argumente eines Functiousaiisdruekes die Zahlen einer gegebenen 
Beihe als suecessive Werthe beizulegen mid hernach die Substitations- 
ei^buisse zu addiren. 

Ganz ebenso kann man jedoch auch die rämmtlichen Argumente 
eines mehrere Variable enthältenden Functionsausdruckes gleichzeitig 
eine Reihe von Werihsyskmen durchlaufen lassen. Denkt man sich 
dann die Ergebnisse aller dieser aufeinanderfolgenden Systeme Ton 
gleichzeitigen Substitutionen addirt, so gdangt man zu dem Begriff 
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einer SununoHon natJ^ nu^reren Variabdn. Die Art wie — dem frO^ 
hereo analog — eine solcbe Summation in symbolischer Abkürzung 
angedeutet werden kann, geht alsdann aus dem Anblick des folgenden 

Schemas hervor: 

<*)» ft«. . I 

"«» *«» • • • J 

in welchem nach Belieben auch eiiizelue von den a, oder von den b, 
u. 8. w. einander gleich gedacht werden dürfen. 

Zur Unterscheidung der (gleichzeitigen) Summation nach mehreren (simal- 
tanen) Variabein von der gewöhnlichen Summation nach nur einer Variabein, 
empfiehlt ea aich zuweilen, für die erstere statt des £ ein anderes iS'-Zeichen zu 
benutzen. 

Diese Bezeichnungsweisc ist in der That immer anwendbar und 
schon Tortheilhaft, wenn die Glieder einer Snmme ans einem einiger- 
musen complieirten Ausdrucke dadurch her?oigehen, dass man Ter- 
schied^en Elementen desselben andre und andre Werthe beilegt. 
Vollends ist sie aber von grossem Nutzen, wenn die Werthsysteme, 
deren Zusammenstellung wiederum die Amplitude'' oder das Er- 
fitreckungsbereich der mehr&chen Summation bildet, nicht explicite 
einzeln (^^tabellarisch*') angegeben zu werden brauchen, sondern einer 
generellen Bestimmnngsart fSbig sind. 

In solchen Füllen, nie z. H., wenn die zusanimengeiiörigeii W erthe 
der verschiedenen Hummationsvariabelu bestimmt werden durch zwischen 
diesen letzteren festgesetzte Gleichungen, ist sogar jene Bezeich- 
nungsweise oft gar nicht zu umgehen. In diesem letzteren Falle ge> 
nügt es alsdann — wie schon in § 05. angedeutet wurde — bei dem 
Sumnienausdruck rechts in (406) anstatt der AmplUude selbst nur die 
dieselbe besHmmenden Gleichungen unter dem Summenzeichen anzu- 
merken. 

Da B. B. im Gebiet der eigentiicben natflrlicben Zahlen die Qleiohung 
a-^h — b nur dorch die einander paarweise sageordneten Werthe: 

a = 4, 6=1. 

erftUlt werden kann, so wird demnach der Sammenausdrock: 



(406) 



[ 
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bedeuten; dagegen, wenn auch die Null mit sugelassen wird, hat derselbe Aos- 
dniGk die Bedeutung: 

£^ ap y'> = if -f .i ' I/' + y» 4- -t--' !/' + -i-' + ÄToy^" = 
(•+»-5) = a:^. 4- x« y -f ar^y« -j- a-- + xy' -f y\ 

Ebenso ist dann — um auch ein Beispiel aozufähren, wo, der Besümmaogigki- 
chongen mehrere sind: 

und in solchem Falle — wie dies bei der Bestimmung von (unbekannten) Zahlen- 
"werthen mit Hülfe synthetischer Gleichungen überhaupt stets der Fall ist — wird 
die Reihenfolge oder Zusammenstellung, in der die bestimmenden GleichongSD 
angegebon werden, gleichgültig sein, also hier z. B. auch 



(a+esö, «-1-7^4. <f4.«s7) 

für die Torsieheiide Snmme Unkerhaiid gesehrieben werden dtfrfen. 

Wenn ferner einielne von den Bestunmongsgleioliangen schon von selbst sus 
den übrigen folgen sollten, so bnuichen dieselben nicht extra angemerkt su werdso. 
So z. B. würde: 

2- ^^«^^ . V . 

Lc + t< = 4, a-J-6 = 8j L c + d = 4 J 

da dnrch Subtraution der dritten Gldehmig von der Summe der beiden entes 
schon von selbst die Werte a -f- & = 8 hervorgeht. 

Im übrigen können di< !<e Behtimmungsgleirhnngen auf die mannigfaltigste 
Weise umgewandelt werden, ohne dass dies von Kinfluss auf die liedeutung des 
pranzen Summenausdrucka wäre. 8ü z. f{. kann man von den vier soeben l^e- 
tracUtoteu Bestimmuugsgleichungen irgend welche drei auswählen und alleinig 
beibehalten, da hierdnrdi die vierte immer nntbedingt wird; man darf dieselbeB 
unter sich und mit beliebig angenommenen Zahlen durch erlaubte Rechnongen 
wie man will verknüpfen, woferne nur aus den so erhaltenen neuen Bestimraungs- 
gleichungen nach den Regeln der allgemeinen Arithmetik stets wieder auf die 
alten zurückgeschlossen werden kann. — 

Mnfache Summationen nacb einer Variabelu, wie sie zu Anfang 
(in den §§ 95. bis 101.) ansscbliessUch betrachtet worden^ lassen, 
wenn man will, durch BeiziehaDg von auxiUärm (Hilö-) Sammations- 
yariabehi (unter EinfOhrung der erforderlichen BeBtimmung^leidran- 
gen) sich auch durch eine einmalige Summation nach zwei (oder mehr) 
simultanen Variabeln ersetEen. 

In der That besteht allgemein (bei Zulassung der 0) die Identität: 

(407) = 

deren Eichtigkeit leicht nachzuweisen ist. 
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Da uämlich b in gar nicht vorkommt, so werden die für diese Variable 
SU machenden Snbatitntionen (nadi Einleitung No. 21.) du allgemdne Olied 
ganz onverftadert lassen. Im fibrigen jedoch sind, nadi Sinn und Bedentong det 

2^ZeichenB, dem a nnd b alle möglichen Werthe ans dem Gebiet der naturlichen 
Zahlen beizulegen , welche die Bedingung a-\-h = n befriedigen. Daher hat a 
in der That gerade die Worthe 0, J, 2, . . . n zu durchlaufen, weil zu jedem dieser 
Werthe ein Werth b = n — a eziatirt, dagegen für kein anderes a ein solcher 

angegeben werden kann. 

Die in (407) eingeführte Bezeichnungsweise bringt allerdings den 
Nachtbeil mit sich, dass man mit mehr (mit doppelt so viel) Somiiia- 
tionsyariabeln, als eigentlich nötfaig, za thun bekommt. 

Dagegen bietet ne aoch in einem ungemein Terbreiteten Falle 
einen erhebUcben Vortbeil. Wenn nämlich das allgemeine Glied in 
(407) so gebaut ist, dass ii» und u»-a symme^Hseke AusdrtUcke in 
Bezug auf irgend welehe Buchstaben x und y sind, so wird auch die 
ganze Summe bezüglich ebendieser symmetrisch sein, nnd erscheint es 
häufig wünschenswerth , dies in der symbolisch abgekürzten Summe 
auch äusserlicli zur Darstellung zu bringen. 

Hat man etwa die Summe: 

80 sind die vom Anfang und Ende gleichweit abstehenden Glieder 
derselben in Bezug auf x und y symmetrisch; es kehrt folglich bei 
Yertauschung von x mit y nur die Ordnung der Glieder sich um^ und 
geht der ganze 'Ausdruck wieder in sich selbst über. Wollte man 
nun diesen Ausdruck, wie irflher stets, durch eine einfache Summation 
znsammenfasseni so wfirde man nur unter den Darstellungen die Wahl 
haben: 

» n 
^Xay»^a^ ^Xn^aya, 

welche beide die erwähnte Symmetrie nicht ohne weiteres erkennen 
lassen. 

Dagegen erhält mau u.ich dem Schema (407) die Darstellung: 

in der jene Symmetrie wirklich auf die einfachste Weise zum Aus- 
druck gebracht erscheint. [Da nimlieh in der Bedingungsgleichung 
a und h yertauschb^r sind, kann auch die Yertauschung yon a und h 
überhaupt hier offenbar keine Aenderung bewirken.] 

Noch etwas allgemeiner * hat man dementsprechend auch das 
Schema: 
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Aach clairn^ wenn, wie uraprOnglichi die Werthsysteme , welche 
die Amplitude der Summe in (406) ausmachen, explicite angegeben 
werden solleui ISsst sich die Darstellung (406) — durch eine einfache 
Uebereinkonft — ftlr einen sehr verbreiteten Fall noch bedeutend yer- 
einfachen. Ich meine den Fall, wo in der gedachten Amplitude die 
einer Summationsvariablen sukommenden Werthe tiUnmilich mit den 
gleichen Werthsystemen aller übrigen Yariabelen verbunden Torkom- 
men. In diesem Falle kann man in der That statt der ausföhrlichen 
Amplitudenungiibe (406) eine kürzere wählen, auf die Weise nämlich, 
wie sie ersicbtlich ist aus dem folgenden Beispiel: 

[a= l, 2, 3. 4~1 
b,C = b,Ü { 



[ 



2. Ii 

3. :>. f. 



r" . .. H "I 



1 <: 

•j ti >i 
:t •; 8 

46» 



Statt wie früher durch das i/SsieneinandersteUen der Werthe von 
a, h, e, , , . die Zusammengehörigkeit derselben anzudeuten, kann 
man hier — wo diese Zusammengehdrigkeit beliebig vanirt werden 
darf; resp. muss — durch das CTn^ereinanderstellen der Werthreihen 
darauf hinweisen, dass dieselben den SummationsTariablen „unalh 
hängig vm einander** beizulegen sind. 

Am bedeutendsten wird natürlich der Yortheil dieser Vereinfachung, 
wenn die vorhin bezüglich einer von den Sumraationsvariabeln ge- 
machte Voraussetzung auch in liezug auf die übrigen alle zutrifft. 
Dies mag etwa das folgende Beis[)iel zeigen, in welchem die Ampli- 
tude — wenn ich einen Ausdruck aus der Combinatorik entlehnen 
darf — geradezu aus den „ Variationen gewisser Elemente besteht: 



2 



2 



e • 



^b,es=. 1, 1, 1 



3 11 


4 1 1 


3 12 


41S 


3 13 


4 1 8 


3 2 1 


42 1 


322 


4 2S 


S83 


423 



[a=l, 2, 3, 4l 
6 = 1,2 
8 J 



Mit Rficksicht auf das vorstehende leuchtet ein, dass bei einer mehr- 
fachen Summe von der Art, wie sie in § 102. betrachtet wurden, 
deren successive einfache Summationen si<di also Aber von einander 
unabhängige Amplituden erstrecken, man diese nun ebenfalls metzen 
kann durch eine einmalige Summation nach mehreren simultanen 
Yariabeln gemäss dem Schema: 

\ 
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(409) 



(a = 0i 



2 2 2 

2 



'ttf bf t • m 



^a, b, c, 



* = *l • ^» • • • *g 

C — <?! , Cj , ... C- 



Ueberhaupt steht uichts im Wof^o, für derartige melirfache Sumniationen 
sich nur eines einzigen Summenzeicheu8 zu bedienen, z. B. auch die dortige 
Doppelsamme (318) iu der Gestalt sa schreibeD: 



bz=r 



Sind jedoch bei einer melirfachen Summe die Grenzen der auf- 
einanderfolgenden einfachen Suramationen, aus denen sie sich zu- 
sammensetzt, von deren Variabelu selbst abhängig, desgleichen, wenn 
bei einer Summatiou nach mehreren gleichzeitigen Yariabeln die Be- 
stimmungsgleichungen der Amplituden so beschaffen sind', dass sie 
eine Abhängigkeit der den einen Variabein zu ertheilenden Werthe 
von den den andern beigelegten Werthen involviren, so ist es keine 
so einfache Aa%abe| ezplicite die Werthsysteme der Amplitude an- 
zugeben; Tielmefar erfordert dies gewöhnlich resp. die ausführliche 
Interpretation jener mehrfachen Summe, oder die wirkliche Auflösung 
dieser fiestimmungsgleichungen. 



Analog (295) .kann man übrigens den allgemeinsten Fall (406) 
einer Summation nach mehreren simultanen Yariabeln immer symbo- 
lisch auf die frflher betrachtete Form einer einfachen und Aber eine 
Sequenz von natfirlichen Zahlen erstreckten Summation nach einer 
einzigen Yariabeln zurfickfOhren gemäss dem Schema: 



(410) 



2' 



6» Cf , , , 



*»» • • • I 
««» *»» •••J 



r=l 



und auf dieser Bemerkung beruht denn aucli, wie leicht einzusehen, 
der Beweis der nunmehr auszusprechenden Behau])tuug, dass die Sätze 
der 98., 101. und 103. über Multiplication von Summen mit con- 
stanten Zahlen oder mit andern Summen, über die distributive Eigen- 
schaft des Sunimenzeicbens und über die additive oder subtractive Ver- 
einigung von Summenausdrücken mit einerlei Amplitude, auch ohne 
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•weiteres auf die melirfachen SimmiaiioiK'ii (406) ausg^edehnt werden 
dürfen. Namentlich verdienen nocli die vier Sätze hervorgehoben zu 
werden, welche als Verallgemeinerungen der in den §§ 102. und 103. 
angeführten Theoreme zulässig sind^ nämlich: 

I. Mne jede Beihe wm fortsdireUend aumifuhrenden Sunmatianen 
ist äqwhaknt mit einer eineigen Swmmaium^ wddte gleiduteitig cmf äUe 
Variabdn jener ersteren Seeug hat, sobald nur die hei einer jeden von 
diesen suecessiven Summationen auftretenden Variabein in den Bedm- 
gurujsglcichungen der übrigen nickt vorkommen. Die ÄmpUtude der 
resuUirenden Summatien ist alsdann bestimmt durch die Zusammen' 
Stellung sämmtlieher Bedingungsgleiehungen der componirenden 'Summa- 
tionm und darf die Ordnung dieser letzteren beliebig abgeändert werden. 
Umgekehrt: 

II. Wenn sich die bcschränhndoi GleicJiungen einer Summe in 
lauter Gruppen derart sondier )i lassen, dass sich die Glcichnngm einer 
jeden Gruppe nur auf eine einzige oder auf einige von den Variiihdu 
heziehen und diese letzteren in lieiner andern (huppe vorlcommen , so 
lässt sich die yanze t>u)nma(ion ersetzen dnrelt mehrere einzelne succcs- 
swe Summationen von heliebiger lieihoifoige , welche nach Zald und 
Amplitude durch die genannten Gruppen von beschränkenden Gleichun- 
gen hcstimmt sind, . 

Z. B. es ist: 




vorwärts oder rückwärts gelesen. — 

III. Summenausdrücke Ic'önnen. miteinander multiplicirt werden, 
ind< ))i man das Product ihrer allgemeine^i Glieder nach allen Vatiahdn 
derselben simultan summirt über eine Amplitude, welche bestimmt ist 
durch das System der den Factoren einsdn- guhommenden Bedingungs- 
gJeichungen, Umgekehrt: 

IV. Wenn sieh das allgemeine GUed einer Summe so in Factoren 
zerlegen lässt, dass keiner dersdben eine Variable enffUiltf die aw^ in 

einem der andern vorkäme, und tvenn ausserdem auch die hesehränkcn- 
den Gleichungen der Summe in Gruppen geschieden werden können, die 
sieh jenen Factoren so einzeln zuordnen, dass sie au.ssehli esslich nur die 
in dem zugeordneten Factor vorkommenden Variahdn enthalten, so zer- 
fällt die ganze Summe in ein Froduct von einfacheren Summen, deren 
allgemeine Glieder eben jme Factoren sind, und deren Amplitudeti je 
durch die siugeordmie Gruppe von beschränkenden Gleidingen bestimmt 
werden. 
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' So ist etwa; 

j 80 oft indessen — wie in vorstehenden Exemj)e]n — die Ampli- 
tuden der Summen durch (die sofr, ,, hoschriinkenden Gleichungen 
bestimmt werden, ist es eigentlich niHliig, die Sununationsvariabelu 
filier (7, c, . . .) erst als solche kenntlich und von sich «aus unter- 
scheidbar zu machen von Constanten (wie p, q, r), die ja auch in dem 
allgemeinen Gliede vorkommea können. Zu dem Ende empfiehlt es 

I sich dann, die Namen jeuer Variabein regelmässig einem eiffenen Al- 
phabete — wie etwa dem kleinen deutschen — zu entlehnen. 

Der Beweis der Sätze I bis IV sowie überhaupt der meisten des 
.gegenwärtigen und schon einiger früheren Paragraphen (102,. 103 etc.) 
ist selbstredend leicht durch das Tollstandige Inductionsverfahren in 
Tdllig strenger Form zu fahren. ~ Vergl. Ohm (1. c.) 

§ 116. Das Produotaeiolien 17. 

Von ähnlicher Liedeiitunj^ wie das Sunimenzeichen 2J ist das Pro- 
ductzeichen 77. Wenn man mit Producten aus vielen gleichartig ge- 
bildeten (oder bezeichenbaren) Factoren zu operiren liat| so dient das- 
selbe dazu, das Anschreiben dieser letzteren auf das eines einzigen 
Factors zurückzuführen, und aof diesen, den „allgemeinen Factor'' als- 
dann sammtliche Operationen zu übertragen. Sinn und Anwendungs- 
I weise des Zeichens II offenbaren sich zur Genüge in dem allgemeinen 
Schema: 

(411) * 77 «a f«. ita.Ua, . . . Ua^t 

sowie auch in dem specielleren: • 

assn 

\ (412) 77 t«a » t^o^i^ • • • ^it) 

I dessen linkseitiger Ausdruck gesprochen wird: „(Das Product) 77 nach 
; a ?on 0 bis n, genommen von u»*** 

I Da die MnHipUcation für sich allein betrachtet ebendenselben Ge- 
I setzen unterworfen ist, wie die Addition, so werden alle Behauptungen, 

die wir über symbolisch dargestellte Summen ausgesprochen haben, 
r scleme dieselbe Ton reinem Charakter sind, nämlich lediglich auf 

di^ erste Operationsstufe sich begehen, ganz ebenso auch Geltung be- 
' halten, wenn man alle Operationen um eine Stufe erhöht. Nur auf 

die Gleichungen in den Grenzen, überLaupt auf die Bestimmungs- 
I SehrOAer, üehrtMuii d. Axithn. V. Algebn. I. 28 
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gleicluingen der Aiiiplitiule und auf die Ausdrücke, welche die von 
den Sunimationsvariabeln zu durchlaufenden Werthe darstellen (nebst 
deren allenfalls in Betracht kommenden fregeuseitigen Beziehungen), 
darf diese Operationsstufenerhöhung nicht ausgedehnt werden. Denn 
sollte letzteres ebenfalls geschehen dürfen, so hätte man offenbar von 
Tomherein dem Produetausdruck eine andere Bedeutung unterlegen 
mfiflsen. Entsprechend der Definition (269) des Summenausdnickes: 

Ua = Uj,^o -|- itj, + l + »/> + 2 + • • • + "i> + « 
P 

hätte man alsdann deiiniren müssen: 

az=p .q 

n Ua — «p.O • *fp. I • **P.« • • • %.J — % U2p ihp • • • W*if> f 

wahrend jedoch nach der angenommenen Defioition (411) diesem Pro- 
ductenausdruck die Bedentung zukommt: 

a — p.q 

U tia = • + 1 • ^'/> + 2 • • • ^f/,q- 1 i(pq • 

M. a. W. ist, wie man sieht , jene Stnfenerhdhnng schon in der Defi- 
nition des Productansdruckes von vornherein auf die Darstellung (5) 
der Ton der Variabeln der Reihe nach anzunehmenden Zahlenwerthe 
nicht mit ausgedehnt worden, und sie wird deshalb hier aneh in den 

weiter noch an jene Definition sich knüpfenden Folgerungen stets aus- 

zuschliess«'!! sein. 

Durch das angehobene \ erfahren der iStufcnerhüliung mit Rück- 
sichtnahme auf die namhaft gemachte Beschränkung lassen nun die 
Gesetze des Producteuzeichens 77 aus den l*'ormeln für 2J sich direct' 
von den Paragraphen 95. bis 102. und 104. bis 116. afesc&reiften. [Nur 
zu § 98. ist zu bemerken, da^ zwar das Nachmultipliciren (und Üivi- 
diren) — in Gestalt des Potenziren s (und Badicirens) — ein distribn* 
tives Analogon hat; das Vormultipliciren dagegen nicht.] 

, Aehnliches gilt auch fflr den Text dieser Paragraphen, wobei nnr 
darauf aufmerksam gemacht werden muss^ dass ein den Worten ;ySum- 
mation", „summiren'' entsprechender Kunstausdruck vermisst wird. 
Das analog gebildete „ Produetion ,,produciren" besitzt bereits eine 
fremdartige und mit dem gegenwärtigen Zweck völlig unvereinbare 
Bedeutung, und so lange man also nicht zu Neubildungen wie etwa 
„ Prodiiciation", „productirm^' seine Zuflucht nehmen will — was sicii 
vielleicht empfehlen möchte — wird man sich mit (etwas weitläufigen^ 
Umschreibungen behelfen müssen. Man wird nämlich, wenn mit dem 
Zeichen 11^ au einem Ausdruck oder einer Gleichung operirt werden 
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soll, eben zu sagen haben, dass man sich davon das Product gebildet 
denken solle nach der Variabel ii zwischen gewissen Grenzen ge- 
nommen oder Uber gewisse Werthe von a erstreckt — 

Zum Ueberflnss kann man noch jeden Productansdruck direct auf 
einen Summenausdmck zurdckftlhren^ oder umgekehrt^ indem — immer- 
hin unter Yoranssetzung der Ausffihrbarkeit der inversen Operationen 
— die beiden Schemata gelten: 

n a — n 

(418) y}u.=-lkl l [ (x"'), 

U a — U 



(414) n Ua^X 



a = 0 



welche aus der folgenden die Verallgemeinerung von (159), 1) dar- 
stellenden Formel: 

(415) ^ \vg «a log [J Ua 

[oder kürzer: i7 log » log II] mit Leichtigkeit abzuleiten sind. 

Mit Bücksicht auf die Leichtigkeit all' dieser Uebergänge will ich 
nun das angedeutete Uebersetzungsgeschäft; resp. die Stufenerhöhung, 
nicht wirklich ausführen, sondern mich damit begnügen, beispielsweise 
nur tlio folgenden wenigen Formeln hervorzuheben, neben welche ich 
rechts die Nummern je derjenigen auf Summen bezüglichen Gleichun- 
gen anfüge; denen sie analog gebildet sind: 



(416) 


a= p 

n Ua = 
a = p 


Up 


(274); 


(417) 


n w= 




(272); 


(418) 


< 

«5=5 


» 

afl-p-^i n «a 


(310); 


(419) 




a—p 


(284); 


(420) 


a- -q a q 

II {tlaVaWa..»)= 7/ Ua 
a= p a = p 


a — q n — q 

. 77 V« . II Wa * * ' • 
a= p »—P 


(308); 


(421) 


a q f> — 7 c — 7 

77 uy . II H'l^ , II . , 

u o 0 

a — l> 0 = j> c = p 


...«T7\t^«+^»+y«+ • 

a = /» 


(311). 



Zum richtigen Verstäudniss dieser Formeln ist es nöthig, sich 
gegenwärtig zu halten, dass der Gebrauch der Klammern darin so 
geregelt zu denken isi^ als ob die Productbildung (das ^^Productiren'') 

23* 



356 



Anhang. 



eine mUUere Operationsstufe zwischen der Multiplication und der Ele- 
vation einnShme [cf. § 73. mid 96.], 

Man köunte nun weiter auch von „Doppel-" und „m^rfadtm 

Froduden'" spreelieu, etc. etc. — 

Bei Aiiweuduiig des Productenzeicheus lassen jetzt auch manche 
von den früheren auf Summen bezüglichen Formeln sich noch kürzer 
darstellen. Namentlich die Gleichung (321) lässt sich nun so schreiben: 

(422) n £ Ua^=^ 2. 2. ... 2: II Ua, , 
oder „symbolisch" in der noch coucisereu Weise: 

(423) 77 2; ti„^ =1 71 27 ) 77 ««^, 

welciie erkennen liisst, dass wenn mit dem Zeichen Fl an einem 
Sunimenausdruck operirt werden soll, dasselbe sich gewissermassen 
distrihutiv auf das 8ummatioiissyml)ol selbst und auf dessen Operatious- 
subject (das allgemeine Glied) vertheilt. — 

Unter Umständen wird es vermuthlicli später wünscheuswerth er- 
scheinen, neben den Hummatious- und Productationszeicheu auch noch 
für andere Arten von Verknüpfungsprocessen zahlreicher Elemente 
eigentbümliche symbolisch zusammenfassende Zeichen zu besitzen — 
so z. B. für die Angabe der Argumentenreihe einer von sehr viel 
Yariabeln abhängigen Function, desgleichen ferner für die coUective Zu- 
sammenfassung (oder jilogische Addition^') von Zahlenwerthen zu einem 
vieldeutigen Ausdrucke u. a. m. Sobald aber solches einmal zum prak- 
tischen Bedirfniss werden sollte, dttrfte durch das vorangegangene för 
die * Anwendung auch dieser nenen Zeichen schon im voraus jede 
Schwierigkeit beseitigt sein. 



I 
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In der Abriebt j das Bndb lo vollkommen m geetalten, als mir bk rar Voll- 
endoDg des [schon im September 1872 begonnenen und durch den Setzerstrike 
lang nntcrbrochen gewesenen] Druckes erreichbar war, füge ich nachstehend einige 
Bemerkungen bei, die sicli mir zu. spät aufdrängten, um während des Satze» be- 
rfioiksichtigt zu werden. 

Zu S. 3, Z. 6 V. u. Ein noch in andrer Beziehung? lehrreiches Beispiel würde 
etwa die Anforderung bilden: die Schönheiten eines Kunstwerkes zu zählen. — 

Zu S. 4, Z. 14 o. wflnsche icb naebsntragen : Bei dem Wort ,^Reih&' sowie 
auch bei den damit sinnverwandten ,,System", ,.8c]i<iar" u. s. w. tritt jedoch die 
AbsidU der quantitativen Vergkic/iung^ welche dem Begrül' der j^enge^' anhaftet^ 
mehr in den Hintergrund. 

Zu S. 19. Das angeführte Theorem*' wird sicher Ton jedermann erstmalig 
nur durch Jnduction aus der Erfahrung gewonnen. — 

Zu S. 26. Dem Satze von Einleitung Nr. 18. liegt strenge genommen eine 
(auf S. 21 stillschweigend eingeführte) Voraussetzung zum Grunde — die nämlidi, 
dasö der Werth eines jeden Ausdruckes oder das Ergebniss einer jeden Rechnungs- 
art nicht von der EuUtehuug oder Bezeicbnungsweiae, sondern nur von der Be- 
deutung (dem Worthe) der darin verknüpften Operationi^lieder abhängt. Im 
Hinblick dumuf, und entsprechend den S. 22 in Nr. 16. vomngeschickteii ßomer- 
knngen erscheint es eigentlich correcter, den Sats (und damit erst die Vertausch- 
barkdt gleicher Zahlen; für jede der spater dnsnfBhrenden JEtedmmigsoperationen 
einzeln zu begründen, wobei man bei der Addition genöthigt sein wird, sieh auf 
eine allgemeine psychologische Thatsache (oder Erfahrung) zu berufen: 

Wenn a — a und h = ß, so ist zwischen den Einern vuu a und denen von 
a oluie Rest eine eindeutige Zuordnung möglich, desgl. zwischen den Einern von 
b und ß. Die gedachte lliatsache ist nun die, das« diese Zuordnung oder Ver- 
knüpfung in unserm (i eiste wie vor unsern Augen auch noch fartbastehtf während 
und naendem man die Einer von a nnd b zur Summe a-\-b susammengeffigt» 
ebenso audi « und ß durch Addition verbunden hat {d, § 1.). Danuis iblgt denn: 
a + 6 « -|- ß, wie zu beweisen. 

Filr die Mnttiplication etc. ergibt rieh der Sata als besondrer Fall des auf 
mehrere Glieder ausgedehnten Satzes der Addition. Für die inyersen Operationen 
wird er dann durch die Betrachtungen des § 40. von selbst miterledigt. — 

Zu S. 38 und 42 (Einl. !No. 2b. und 26.). Es emptiehlt sich, die verschiedenen 
Eintheiluugsarten der Zahlen und der Gleienungen auch in TäbmmSoirm sur Ueber- 
flieht zu bringen. 

Für die Eiutheilung der Zahlen nach ihrer Bezeichnungsweise hat mau etwa 
das Schema: 



< " 



einfoiAes 


zusammengesetztes 


(Ziffer) 


8. 6. 12 — 3 


B. B. 6 



einfaches cotnplicirtes 

(Bnohstaben- 
z. B. a ansdruck) 

z. B. öa-j-l, xt/f a^. 

Es soll dies ausdrücken, dass jedes Zahlzeichen entweder ein „numerisches" 
(nur mittelst Ziffern gebildetes) oder ein „iiterales** ist (d. h. wenigstens dnen 
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Buchstaben enthält), sowie, dass jede diesor beiden Arten TOn ZaUxeidieii ivieder 

in „einfache" und „zusammengesetzte" einzutheilen ist. 

HinaiohUich solcher Zahbeicben wie « + & — x oder — , in deren Ausdruck 

SC 

die Buchstaben sich nach den Regeln der allgemeinen Arithmetik heniushchcn, 
könnte noch ein Zweifel entstehen, ob dieselben zu den numerischen oder zu den 
literalen zu rechnen seien. Das erstere ist nur insofern gestattet, als jene Regeln 
stets als anerkannt vorausgesetzt werden. 

Die ZusammengeBetztlieit (Complication) der Zahlzeichen könnte auch als 
oberstes Eintheilungspriucip über die Rücksieht auf den alphabetischen Charakter 
(derselben oder ihrer Bestandtheile) erhohen werden. ~ 

Obiges v orauHgesetst werden non die nachfolgenden Schemata ohne weiteres 
versiäudiich erscheinen. 

Eine Eintbeiltmg der Zahlzeichen nach ihrer DevUiig^c&t — obwohl erst ffir 
Yorgerfiditere von Wichtigkeit — mag hier ebenfalls angefahrt werden: 

ZuMenausdrwk 



nnnlos, 
undeatigf eine nicht vorhan- 
dene, sozusagen „immögliche" 
Zahl (hit venia verbo!) vor- 
stellend, z. B. X, wenn dar- 
unter diejenige Zahl verstan- 
den werden sollte, die sich 
selbst um 1 QbertritR (die 
Gleichung x -f l = •'' erfüllt). 
Z. B. „diejenige Zitier des 
dekadischen Systems, welche 
um 8 grösser als 5 ist." Z. B. 
die „natOrliche Zahl 2 ^ 6" 



u. a. 



Eine iede Zahl kann 

nur uurch ein ein- 
deutiges Zahlzei- 
chen unzweideutig 
vorgestellt werden. 



miiurdetttig , 
mehrere, eine ganze Gattung 

von Zahlen auf einmal um- 

iassend. Z. B. (Vd) == ± 3. 
Z. B. derjenige Zahlenaas- 
druck, welcher die nWmneln** 

der Gleichung: 

x{x* -f 11) = 6(a;» -f 1) 

vollständig angiilie. Dei^selbe 
müsste die Werthe 1, 2 und 
3 unter sich begreifen. ■ 



Eintheilung der Zahleu nach der Art ihrer Bestimmung (Determination): 



bestimmt 
(nnm. determinatus) 



bekannt, 
gegeben, meist nu- 
merisch, wie 1873, 
selten fiteral, wie 



unbestimmt, 
inid zwar ihcihveise oder völlig, und 
alsdann „willkürlich, arbiträr, beliebig, 
allgemein** (num. indeterminatos) —> sel- 
ten numerisch (^)) nieist literal, -wie 

a und b iu der Gleichung: a-\-b — ^=a, 
oder wie x in der Gleichung: 



2 



8 



wibelcamit, 
iresucht, oft litoral, 
und durch ume Glei- 
chung bestimmt, wie 
X in 2 Ä -|- 1 9 
oder in 

X {x .r — 1 ) = 60 ; x 

oft auch durch ihre 

Benennung 
bestimmt als An- 
zahl oder Masszahl 
von Objecten. 

Zusammengesetzte numerische Zahlausdrücke dürfen schon vpr ihrer Aus- 
rechnung als bekannt angesehen werden, wenn die Schwierigkeiten der letzteren 
prinoipiell erledigt sind. 

Eine unhpsfimmte Zahl unterscheidet sich von einem vieldeutigen Zahlzeichen 
dadurch, dass man bei letzterem sich stets alle Werthe desselben gegenwärtig 
halten mnss, wogegen die erstere in Gedanken immer eindeutig verstanden und 
sei es Tinn willkürlich irgendwie, sei es durch aiiderM' eifige erst noch in Aussicht 
stehende Festsetzuneen vollends bestimmbar gedacht wird. Die etwas . subtile 
Untersoheidang wird durch die Fnuot völlig klar gestellt. — 
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Id einem gegebenen Zablengebiete hat man die Eintheilung der Gleichungen: 

Gleichung 



numerisch 
(d. L keine literale Zahl enthaltend) 



richtig, wahr, 
in den b^estsetzun- 
gen der allgemei- 
nen Arithmetik mit 
inbegriffen, in 
„Uebereinstim- 
muug" mit densel- 
ben, z. B. 2 + a=a. 



nnrichtig, falsch, 
im „Widerspruch", 
mit diesen Conven- 
tionen wie 2-f- '^=7- 



literal 

{wenigstens eine literale Zahl enthaltend) 



anahjtisch , 
( eine „Formel "), dü. 
unbedingt für alle 
Werthe oder Werth- 
systeme der litera- 
len Zahlen richtig, 
wie 

a{b-\-c) = ah-\-ac, 

.x'4-1 , X — 1 
X = ' -A • 



synihetiscJi f 
nicht für alle, son- 
dern nur (bedingt) 
für gewisse, oder 
für gar keine Wer- 
the (-Systeme) der 
literalcn Zahlen er- 
füllt, wie: 

(a + 6)« = a« -f 6^ 
2 a; 4- 1 = 9. 
a; 4- 1 =x-\-2^ 



Bei dieser Classification sind literale Zahlen, denen eine conventionell fest- 
stehende numerische Bedeutung zukommt (wie n etc.) den numerischen gleich zu 
achten. 

Es ist frühzeitig darauf aufmerksam zu machen, dass das Ansetzen synthe- 
tischer Gleichungen leicht, dagegen das Bilden von Formeln eine Kunst ist, welche 
die Kenntniss der Gesetze algebraischer Operationen voraussetzt. — 

Zu S. 46, Z. 4 V. u. sqq. Ueber diesen Punkt Hesse sich streiten. Wenn man 
jedem System von Argumentwerthen statt eines , einzigen sogleich ein ganzes 
System von Functionswerthen entsprechen Hesse [von veränderlicher Anzahl, also 
nicht gerade ein System von Functionen im gewöhnlichen Sinne bildend], so 
würde man allerdings einen noch allgemeineren Begriff . erhalten , von dem es 
fraglich , ob er noch mit dem Namen der „Function" zu benennen. 

Wenn in der Functionentheorie bereits von „mehrwerthigen*' Functionen ge- 
sprochen wird, so ist das doch nur ein terminus technicua, um eine gewisse Klasse 
von Functionen zu bezeichnen (die durch Zerfdllung in Blätter auf bekannte Weise 
eindeutig gemacht werden). 

Mir erscheint es jedenfalls rathsam, bei den Functionen wie bei den Zahlen 
die Vieldeutigkeit nicht als ein Merkmal ihrer selbst, sondern nur ihres Aus- 
druckes hinzustellen, gleichwie überhaupt Zweideutigkeit und Unbestimmtheit nicht 
den Dingen selber, sondern nur dem Verbalausdruck unsrer Vorstellungen über 
dieselben anhaften kann. Schon die bereits geläufige Bezeichnungaweise der Ope- 
rationen als „vieldeutiger" erscheint genau genommen als eine uneigentliche. 

Zu S. 45» Die symbolische Functionenbezeichnun^ ist analog der Hteralcn 
Zahlendarstellung. Mit einem Buchstaben wie f bezeichnen wir (kurz gesagt) 
zwar eine von vornherein beHebige, dann aber — nachdem sie einmal gedacht 
ist — im Laufe der Untersuchung immer die nämliche Function. 

Zu S. Sü (197 und 217—220). Die Behandlung weise des § 13. findet sich 
z. B. in dem Lehrbuch von Orelli (Zürich 1872). Die Zusammenfassung des § Ol. 
ist in vielen Lehrbüchern zu finden — zum ersten mal, wie es scheint, bei Müller 
(1. c). Die Conventionen über Klammern sind sehr präcis in Bardey's Aufgaben- 
sammlung (Leipzig 1871) angegeben und durchgehends eingehalten. 

Zu S. 104, Z. lÄ sq. und 5 sq. v, u. Obwohl in der That hier die Operation 
des Exponenzireus mehrmals nacheinander ausgeführt zu denken ist, ist doch der 
Wortausdruck der beiden Sätze im HinbHck auf die S. 52 gegebene Erklärung 
der „fortschreitenden" Ausführung einer Operation nicht ganz correct. Es müsste 
darnach jeweils nicht mit dem Ergebnisse der nächste Factor, sondern je das Er- 
gebniss mit dem nächsten Factor weiter expouenzirt gedacht werden. 

Offenbar wären hier (für die nicht -comrautativen Operationen) eigentHch 
zweierlei Kunstausdrücke Bedürfnis», als welche man activ fortschreitend und passiv 
fortschreitend (oder vielleicht auch „voreinander" und „nacheinander") verwenden 
konnte. 

Zu S. 115 und IIQ. Die Existenz eines Subtractions- etc. Verfahrens, oder 
die Möglichkeit einer methodischen Auffindung der unbekannten Werthe x = a — 
bildet vorerst eine unerwiesene Annahme. Da indessen der Werth der Unbe- 
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kannten iu allen Fällen, wo die Anfgabo lütsbar ist, sich als ein beatimmter her> 
aiis8tellt uu>l siih irrathrn lässt , so \Nird der Anfilnger leicht sü bewegen sein, 
jene einstweilen hypothetisch zuzugeben. 

Zb S. 1S8, Z. 18 n. Aehnnch konnte man (wenn auck etwas weniger nn- 



welches gleich a ist; fra bedeutet die Basb de^enigea Eiponentiab von wel- 
ches gleich a ist. — 



8. 6, Z. 6 V. o. statt Schattenparthieen lies Schattenpartieen. 

S. S, Z. 2 V. o. statt wohl lies fast. 

S. ti, Z. 4 und 5 V. u. statt iu diesem lies im vorigen. 

8. 96t 7 o. sind die Worte flklsckliek noek su streichen. 

S. 26, Z. 10 V. o. statt gleit Ii ist lies gleichgesetzt erscheint. 

S. 26, Z. 8 y. u. ist statt Trugschlüsse eigentlich zu lesen Fehlschlüsse. 

S. 87, Z. 8 T. Q. sind die Worte in der That so streieken. 

S. 50, Z. 8 t. o. statt 28 lies 29. 

8. 120, Z. 12 V. u. statt 7r> lies 74. 

S. 107, Z. U» V. u. statt B | 6^ lies (ß f C)«. ■ 

8. 186, Z. 5 V. o. im Wurzelexponenten statt log n Ues log«. 
8. 194, Z. 10 V. o. statt lamme r Ues Klammer. 

8. 206, Z. 8 V. u. statt lies ya. 
8. 885, Z. 1 u. sCbtt dieser hee der. 




Der Verf. 



Druckfehler und Berichtigungen. 



